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English summary :

The motivation of this work comes from the study of lattices in real simple Lie groups.
The famous Margulis’s superrigidity theorem claims that finite dimensional reductive re-
presentations of any lattice of a real simple Lie group of real rank > 2 are superrigid.
As a corollary such a lattice is arithmetic. These results extend to the real rank one case
for lattices in Sp(n, 1) and F4(_20) by the work of Corlette and Gromov-Schoen. On the
other hand Mostow and Deligne-Mostow exhibited arithmetic lattices with non-superrigid
representations as well as non-arithmetic lattices in the unitary group PU(2,1). A natural
question is then to find simple sufficient conditions for superrigidity or arithmeticity of
lattices in PU(2, 1). Rogawski conjectured the following : let I" be a torsion-free cocompact
lattice in PU(2,1) such that the hyperbolic quotient M = I'\BZ verifies the cohomogical
conditions by (M) = 0 and H>'(M,C) N H?>(M,Q) ~ Q. Then T is arithmetic.

In this paper we consider a smooth complex projective surface M verifying the above
cohomological assumptions and study Zariski-dense representations of the fundamental
group m1(M) in a simple k-group H of k-rank < 2 (where k denotes a local field). Our
main result states that there are strong restrictions on such representations, especially
when £ is non-archimedean (theorem 5). We then consider some cocompact lattices in
PU(2,1) of special geometric interest : recall that a “fake P?C” is a smooth complex
surface (distinct from P2C) having the same Betti numbers as P?C. “Fake P?C” exist by
a result of Mumford and are complex hyperbolic quotients I‘\H?c by Yau’s proof of the
Calabi conjecture. They obviously verify the hypotheses of Rogawski’s conjecture. In this
case we prove that every Zariski-dense representation of I' in PGL(3) is superrigid in the
sense of Margulis (theorem 3). As a corollary every “fake P2C” is an arithmetic quotient
of the ball BZ.
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1 Introduction

1.1 Motivation et cadre

Ce papier trouve sa motivation premiére dans I’étude des réseaux des groupes de Lie
simples. Si G désigne un groupe de Lie réel simple connexe, les réseaux de G (i.e. ses
sous-groupes discrets de covolume fini pour la mesure de Haar de G) sont précisément
décrits par les travaux de Margulis dés que le groupe G est de rang réel strictement
supérieur a 1. D’abord, leurs représentations réductives de dimension finie sur un corps
local quelconque sont bornées, ou s’obtiennent par restriction d’une représentation de
dimension finie de G (superrigidité). Ensuite, et comme corollaire du résultat précédent,



ils s’obtiennent tous par un procédé de construction arithmétique, “comme” SL(n,Z) dans
SL(n,R) (arithméticité).

Précisément, soit G un R-groupe connexe presque simple R-isotrope et I' un réseau de
G(R). Rappelons les notions d’homomorphismes standards et d’arithméticité pour T :

Définition : Soit £ un corps local et H un k-groupe connexe adjoint k-simple. Un
homomorphisme p : '—H(k) d’image p(I') Zariski-dense dans H est dit standard si :

- soit p(T") est relativement compact dans H(k),

- soit k est archimédien et p s’étend en un k-épimorphisme de G dans H.

Définition : Le réseau I' est dit arithmétique s’il existe un Q-groupe connexe non-
commutatif presque Q-simple H et un R-épimorphisme p : H(R)—G surjectif continu de
noyau ker p (R) compact et tel que les groupes p(H(Z)) et I' sont commensurables (i.e.
leur intersection est d’indice fini dans chacun d’entre eux).

L’arithméticité de I' est alors la conséquence de la rigidité de certaines de ses représenta-
tions ([20, p.367]) :

Théoréme 1 (Margulis) Soit G un R-groupe connexe absolument simple R-isotrope et
' un réseau de G(R). Soit L le corps engendré par les entrées des matrices de T' et
po : T'—G(L) linclusion canonique. Le réseau T' est arithmétique si et seulement si pour
tout plongement o : L—k dans un corps local k, le morphisme %py : I'— °G(k) est
standard.

Les théoremes de superrigidité et d’arithméticité de Margulis s’énoncent alors :

Théoréme 2 (Margulis) Soit G un R-groupe presque simple conneze R-isotrope tel que
rangrG > 2 et T un réseau de G(R). Si k désigne un corps local, H un k-groupe conneze
adjoint k-simple, et p : T—H(k) un homomorphisme d’image Zariski-dense, alors ’ho-
momorphisme p est standard. En particulier le réseau I' est arithmétique.

En rang réel 1, ces résultats ont été étendus par Corlette [5] et Gromov-Schoen [11] aux

réseaux de Sp(n,1) et F4(720). A Tinverse, le groupe SO(n, 1) posséde des réseaux non-
arithmétiques. De tels exemples ont été construits par Makarov [19] et Vinberg [31] pour
n petit, et Gromov- Piatetski-Shapiro [10] pour toute valeur de n.

Reste alors a étudier les réseaux du groupe PU(n,1) = PU(n,1)(R), ot PU(n, 1) désigne
le R-groupe adjoint du R-groupe U(n, 1) des transformations linéaires préservant la forme
hermitienne |21]2 + - -+ + |2n|2 — |2n41|? (on consideére le groupe PU(n,1) plutdt que le
groupe SU(n,1) pour éviter les problemes de torsion dii au centre de SU(n, 1), illisibles
sur I’espace symétrique associé). En ce qui concerne 'arithméticité, Mostow [22] et Deligne-
Mostow [6] ont construit des réseaux non-arithmétiques (en nombre fini), cocompacts et
non-cocompacts, dans PU(2,1) et PU(3,1). En ce qui concerne la superrigidité, Mostow
[22] exhibe deux réseaux arithmétiques cocompacts I et IV de PU(2,1) et un morphisme
surjectif p : T—T" de noyau infini : il existe donc des réseaux arithmétiques cocompact de
PU(2,1) admettant des homomorphismes non-standards (en particulier vouloir montrer



la superrigidité de toutes les représentations Zariski-dense dans PGL(n + 1) d’un réseau
I’ de PU(n,1) pour montrer 'arithméticité de I' est généralement trop demander).

1.2 TUne conjecture de Rogawski et un premier résultat

Notons Hf. ’espace symétrique hermitien PU(n,1)/P(U(n) x U(1)) associé au groupe
PU(n,1). 1l s’identifie & la boule unité ouverte BE = {[z1,---,2n41] € P"C, /|21]? +
oo+ |2p|? < |2ns1]?} de lespace projectif P"C. Le groupe des isométries holomorphes
de I'espace hyperbolique complexe Hf, s’identifie & PU(n,1). Soit I" un réseau cocompact
sans torsion de PU(n,1) et M = I'\HZ le quotient hyperbolique complexe lisse associé.
Dans ce papier on se demande si une condition cohomologique “raisonnable” sur M (c’est-
a-dire sur I') suffit & impliquer des propriétés de rigidité forte ou d’arithméticité pour T'.
La condition considérée est la suivante :

(*) : bi(M) = 0 et le groupe de Néron-Severi rationnel NS(M,Q) := HLY(M,C) N
H?(M,Q) est isomorphe & Q.

Conjecture 1 (Rogawski) Soit I' un réseau cocompact sans torsion de PU(2,1) tel que
le quotient M = T'\H2 vérifie la condition (x). Alors le réseau T' est arithmétique.

Indiquons de suite le résultat le plus frappant de ce papier, qui établit la superrigidité &
valeur dans PGL(3) pour un sous-ensemble particulierement intéressant d’un point de vue
géométrique (mais malheureusement de cardinal fini) de I’ensemble des réseaux cocompacts
sans torsion de PU(2, 1) vérifiant la condition () (et démontre en corollaire la conjecture
de Rogawski pour ce sous-ensemble de réseaux). Pour décrire ce sous-ensemble, rappelons
qu’une question classique de Severi demande quelles sont les surfaces projectives complexes
lisses M ressemblant topologiquement & P2C, i.e. ayant les mémes nombres de Betti. Tl
ressort du théoreme de Calabi-Yau qu'un tel “faux P2C” est nécessairement un quotient
hyperbolique complexe M = I‘\H%, correspondant & la plus petite valeur possible du
nombre caractéristique ¢? = 3co = 9. Mumford ([23], [1, p.136]) a exhibé un tel exemple
et remarqué que les “faux P2C” sont nécessairement en nombre finis, mais qu’on ne sait
pas les énumérer. Remarquons qu'un “faux P?C” vérifie trivialement la condition (%) (car
b1 (M) =0 et H}(M,C) = C). Nous montrons le

Théoréme 3 Soit M = T\HZ un “fauz P?C” (lisse). Alors toute représentation Zariski-
dense p : I—PGL(3) est un homorphisme standard. En particulier le réseau T' est
arithmétique.

1.3 Cadre et résultats

On précisera a la section suivante ce que l'on sait des réseaux I' de PU(2,1) vérifiant la
condition () ainsi que des “faux P2C”. Soulignons pour I'instant que le cadre naturel du
résultat précédent est ’étude des représentations réductives de dimension finie du groupe
fondamental d’une variété projective complexe lisse.

Dans ce cadre, on dispose de “théorémes de factorisation” qui décrivent les représenta-
tions du groupe fondamental d’une variété projective complexe lisse de dimension com-
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plexe n dans un k-groupe simple de k-rang strictement inférieur a n (c.f. [27], [18], [34],
[14], [15]). Résumons grossierement I'idée de ces théorémes : si M désigne une variété
projective complexe lisse, £ un corps local, H un k-groupe simple de k-rang r < n, et si
pum T (M)—H(k) désigne une représentation non-bornée Zariski-dense, non-rigide dans
Hom(m(M),H(k))//H(k) si k est archimédien, alors il existe une variété projective Y
de dimension < r, un morphisme projectif f : M—Y et une représentation py tel que

pM = py © [

A Tinverse si rangyH > dimg M, les représentations Zariski-denses du groupe fondamental
m1(M) dans H(k) échappent en général & I'investigation. Au vu du théoréeme 1 de Margu-
lis, le cas frontiére r = n est particulierement crucial pour le probleme de ’arithméticité
des réseaux de PU(n,1) (M =T\Hg, H=PGL(n + 1)). On peut espérer étendre notre
compréhension a ce cas en imposant des contraintes géométriques aux variétés considérées.
La condition (x) est particulierement naturelle de ce point de vue. D’une part, la condition
b1 (M) = 0 permet de controler les représentations abéliennes de 71 (M). Elle est d’autant
plus naturelle si Pon veut que le groupe fondamental 71 (M) ait un comportement appro-
chant celui d’un réseau d’un groupe simple de rang supérieur (pour lequel la propriété (T')
de Kazhdan force automatiquement 1’annulation du nombre de Betti b;). D’autre part et
surtout, la condition () implique que le groupe de Picard H'(M, O3/) s’identifie, modulo
torsion, a Z; comme M est projective, tout diviseur effectif sur M est alors ample, ce qui
permet par le théoreme de Lefschetz ([12]) de controler la restriction d’une représentation
pu T (M)—H(k) au groupe fondamental d’une hypersurface (complexe) de M.

1.3.1 Rigidité non-archimédienne

L’étude de la rigidité non-archimédienne commence par la preuve du théoréme (facile)
suivant :

Théoréme 4 (rigidité non-archimédienne en rang 1) Soit M une variété compleze
projective lisse vérifiant la condition (), k un corps local non-archimédien, H un k-groupe
k-simple conneze de k-rang 1 et p : m1(M)—H(k) une représentation d’image Zariski-
dense dans H. Alors la représentation p est d’image bornée dans H(k).

Le coeur du papier s’intéresse alors & la question bien plus délicate :

Question : Soit M une surface complexe projective lisse vérifiant la condition (x), k
un corps local non-archimédien, H un k-groupe connexe k-simple de k-rang 2 et p :
m1(M)—H(k) une représentation d’image Zariski-dense dans H. La représentation p
est-elle d’image bornée dans H(k) ?

Pour étudier une telle question, on étudie en détail I'application pluriharmonique p-
équivariante f : M— X attachée & p par Gromov et Schoen [11], ot X désigne 'immeuble
de Bruhat-Tits de H(k). Rappelons qu’un point Z de M est dit régulier s’il admet un voi-
sinage dans M dont I'image par f est contenue dans un appartement de X, qu’il est dit
singulier sinon. L’ensemble des points singuliers de f est un fermé S (M p) de M pour
la topologie usuelle, naturellement 71 (M)-invariant. Notons S(M, p) I'image de S(M, p)



par la projection naturelle. Gromov et Schoen [11] montrent que ce fermé de M (pour
la topologie usuelle) est de codimension de Hausdorff supérieure ou égale & 2. D’apres
[15], c’est en fait un fermé algébrique de M. Une stratégie pour attaquer la question 1.3.1
consiste A :

1. montrer que S(M, p) n’a pas de composantes de pure codimension (complexe) 1.

2. montrer que 'image f (M ) est contenue dans un appartement de X et conclure par
contradiction a la Zariski-densité de p.

Dans ce papier on démontre le point 1. On commence par définir une notion d’holonomie
locale 7 : m (R(M,p))—W (ou R(M,p) désigne 'ouvert M — S(M,p) de M et W le
groupe de Weyl fini de H). Cette holonomie locale décrit la compatibilité des marquages
des appartements rencontrés par f. On construit alors un revétement ramifié galoisien
fini p : Z— M de groupe de Galois A = I'mT, dont le lieu de ramification D C Z est
contenu dans le lieu singulier S(Z, pz) et correspond aux composantes de codimension 1
de S(M, p) ayant de I’holonomie locale. Ce revétement est I'outil principal pour I’étude de
p, il est relié au revétement spectral = : M*P— M défini par Katzarkov ([17]) mais parait
plus simple & étudier. Le résultat principal de ce papier est le

Théoréme 5 (rigidité faible non-archimédienne) Soit M une surface complezxe pro-
jective lisse vérifiant la condition (%), k un corps local non-archimédien et p : w (M)—-
PGL(3,k) d’image Zariski-dense dans PGL(3). Alors le revétement p : Z— M est étale.

Corollaire 1 Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, ’ensemble singulier
S(M, p) associé a Uapplication f est une union finie de points de M.

Bien que le revétement p : Z—— M contienne ’essentiel de l'information holomorphe
donnée par I’application pluriharmonique f : M — X, je ne sais pas conclure du théoréme
précédent a la superrigidité des représentations & valeur dans PGL(3, k) en toute généralité
sous 1’hypothese (*). Dans le cas cependant ot I’on suppose de plus h%%(M) = 0 (c’est-a-
dire le cas des “faux P?C’), on obtient le :

Théoréme 6 Avec les notations du théoréme 5 et si de plus M est un “fauz P2C” alors
p est bornée.

1.3.2 Rigidité archimédienne

Si M désigne encore une surface projective complexe lisse vérifiant (*), on étudie ensuite
les représentations archimédiennes de 71 (M). C’est la partie la plus simple du papier,
grace & lefficacité de la théorie de Simpson décrivant 1’équivalence entre la catégorie des
représentations linéaires semi-simples de dimension finie de 71 (M) et la catégorie des fibrés
de Higgs polystables de classes de Chern nulles sur M (c.f. section 3 pour les notions de
fibrés de Higgs et de représentations de Hodge). On montre le

Théoréme 7 (rigidité faible archimédienne) Soit M une surface compleze kihlérienne
compacte vérifiant la condition NS(M,Q) ~ Q.



1. Toute représentation p : m1(M)—PGL(3,C) d’image Zariski-dense se déforme dans la
variété des représentations Hom(mw (M), PGL(3,C))//PGL(3,C) en une représentation
unitaire, ou en une représentation de Hodge p' : mi(M)—PU(2,1) associée a une varia-
tion complexe de structure de Hodge p'-équivariante f' : M—)H% génériquement immer-
sive.

2. Supposons de plus que la surface M est un quotient hyperbolique compleze I‘\H(Qc

avee T & PU(2,1) un réseau cocompact sans torsion de PU(2,1), et que le groupe
de Néron-Severi modulo torsion NS(M)/tors = (Pic(M)/Pic®(M))/tors est engendré
par un multiple entier de la classe de la forme de Kahler w de la métrique a cour-
bure sectionnelle holomorphe constante —2 sur M. Soit p : m(M)—PGL(3,C) une
représentation d’image Zariski-dense. Alors ou bien p se déforme dans la variété des
représentations Hom(mw (M), PGL(3,C))//PGL(3,C) en une représentation unitaire, ou
bien p est conjuguée a py.

3. 8i M est un “fauz P2C”, alors ’homomorphisme 5 : T —PGL(3,C) est standard.

Le point 2 est di a & Reznikov [24]. Sa preuve est un calcul direct de fibré de Higgs.
La notre s’appuie sur le point 1., qui étudie la géométrie des variations complexes de
structures de Hodge sur M via les domaines de périodes. Cette approche a ’avantage de
donner quelques renseignements en dimension supérieure. Elle a été proposée par Wang
mais I’argument principal de [32] est incorrect (c.f. sections 3.2.1, 3.3). Enfin le point 3.
se démontre & partir du point 2. et du théoreme 6 de rigidité non-archimédienne.

Dans la breve section 4, on déduit des théorémes 1, 6 et 7 le théoréme 3 d’arithméticité
pour les “faux P2C”.

1.4 Remarques et questions

1. De trés nombreuses variétés projectives complexes vérifient la condition (). Pour les plus
simples d’entre elles (par exemple les hypersurfaces génériques lisses de P"C), la réponse a
la question 1.3.1 (adaptée & la dimension correspondante) est trivialement positive car elles
sont simplement connexes. Les cas intéressants (c’est-a-dire possédant un “gros” groupe
fondamental et pour lesquels la question 1.3.1 est absolument non-triviale) sont difficiles a
construire. Les exemples les plus simples sont certaines surfaces hyperboliques complexes
(c.f. ci-dessous).

2. Notons R (%) le sous-ensemble de I’ensemble des réseaux cocompacts sans torsion I' de
PU(2,1) tels que la surface complexe lisse M = I'\HZ vérifie la condition (*). D’aprés un
théoréme de Blasius et Rogawski ([2, theor.1, theor.3]), le sous-ensemble R(x) est “tres
gros” : tout réseau arithmétique de congruence de PU(2,1) suffisamment petit obtenu &
partir d’une algebre a division lui appartient. Précisément, soit F' un corps de nombre
totalement réel et E//F une extension quadratique totalement imaginaire de F. Soit D
une algebre a division sur £ de dimension 9, munie d’une involution ¢ de deuxiéme espéce,
dont le groupe unitaire PU(D,:) défini sur F est compact en toute place infinie de F



sauf une. Pour K un sous-groupe compact ouvert du groupe G(Ay), ou Ay désignent les
adeles finies de F', notons I'k l'intersection G(F) N K et regardons ' comme un sous-
groupe de PU(2,1) par la projection naturelle PU(D, 1), —PU(2,1). Alors pour tout
K suffisamment petit le quotient T \H2 vérifie ().

3. Soit I un réseau cocompact sans torsion de PU(n, 1) de quotient hyperbolique complexe
associé M = I'\H. Notons w la forme de Kahler w de la métrique & courbure sectionnelle
holomorphe constante —2 sur M, elle définit un élément [w] € HY'(M,C) N H*(M,R).
Comme la forme (n + 1)w est aussi la forme de courbure du fibré canonique Kjs, 1’élément
(n+1)[w] est dans le groupe de Néron-Severi modulo torsion N.S(M)/tors et [w] est dans le
groupe de Néron-Severi rationnel N.S(M, Q) (mais pas nécessairement dans N.S(M)/tors).
Remarquons que si le réseau I' de PU(n, 1) se reléve en un réseau sans torsion de SU(n, 1),
la classe [w] est automatiquement dans N.S(M)/tors. En effet, notons L le fibré en droite
holomorphe tautologique Opn@(—1)|H% sur H{. Ce fibré est naturellement SU(n,1)-

équivariant (mais pas PU(n, 1)-équivariant). SiI' est un réseau sans torsion de SU(n,1),
le quotient T'\ L définit un élément Ly, € H'(M, O%,). Comme sa forme de courbure n’est
autre que w, on a bien [w] € NS(M)/tors.

Introduisons alors la condition cohomologique plus forte que (*) rencontrée dans le théo-
reme 7 de rigidité archimédienne :

(%) : b1 (M) = 0, et le groupe de Néron-Severi modulo torsion NS(M)/tors est engendré
par un multiple entier de la classe [w].

Dans le cas ou I se reléeve en un réseau sans torsion de SU(n, 1), cette condition implique
d’apres la remarque précédente que N.S(M)/tors est engendré par la classe [w]. En termes
plus géométriques, cela revient & demander que tout fibré en droite holomorphe sur M =
I'"\H soit (modulo torsion) localement homogene, i.e. quotient par I' d’un fibré en droite
holomorphe SU (n, 1)-équivariant sur Hg.

Il est possible que la réponse a la question 1.3.1 de rigidité non-archimédienne soit positive
pour tout élément ' de ’ensemble R(x), mais que la rigidité archimédienne de T ne soit
vraie que pour le sous-ensemble R (x*) des réseaux cocompacts sans torsion de PU(2,1)
vérifiant la condition (*x).

4. Alors que ’ensemble R(x) est “trés gros”, la taille de I'ensemble R(x*) me reste
mystérieuse. En particulier je ne sais pas si les réseaux arithmétiques construits par Blasius
et Rogawski lui appartiennent. Remarquons que R (*%) contient les groupes fondamentaux
des “faux P2C” : soit M un “faux P2C” et h un générateur positif de NS(M)/tors, d’apres
la dualité de Poincaré on a h.h = 1 = [w].[w] d’ou h = [w]. D’ou le résultat. Toutefois, je
ne sais pas si pour M = I'\HZ un “faux P?C”, le réseau I de PU(2,1) se releve en un
réseau sans torsion dans SU(2,1).

5. En ce qui concerne les “faux P2C”, on en connait (pour autant que je sache) trois
exemples, tous obtenus par uniformisation p-adique. Le premier a été construit par Mum-



ford [23], les deux autres par H.Kato [16], tous trois par des méthodes d’uniformisation
p-adique. Kato a montré au cas par cas dans ces trois exemples que les réseaux de PU(2,1)
ainsi construits sont arithmétiques, du type construit par Blasius et Rogawski, en réalisant
les “faux P2C” en question comme surfaces de Shimura de type PEL, espace de module
grossier pour un certain type de variétés abéliennes polarisées de dimension 9 avec en-
domorphismes et structures de niveau prescrits. Je ne sais pas si tout “faux P2C” est
nécessairement de cette sorte.
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2 Rigidité non-archimédienne

2.1 Notations et rappels

Si M désigne une variété kihlérienne compacte connexe, 1’étude d’une représentation
résductive de dimension finie non-archimédienne de 71 (M) peut se faire & I’aide de I’ap-
plication pluriharmonique a valeur dans un immeuble qui lui est attachée par Gromov et
Schoen [11].

Précisément, soit k& un corps local non-archimédien, H un k-groupe connexe k-simple de
k-rang r, H le groupe H(k) de ses k-points, X 1'immeuble euclidien associé & H, W (resp.
Welf) le groupe de Weyl (resp. le groupe de Weyl affine) associé & H et Vi (respectivement
V') Despace vectoriel euclidien modéle des appartements de X sur lequel Welt agit par
réflexions affines (respectivement son complexifié V. = Vg ®r C ). Soit N une variété
riemannienne et f : N— X une application continue. Rappelons qu'un point z de N
est dit régulier pour f s’il existe un appartement F' de X contenant l'image par f d’un
voisinage de z [11, p.225]. Sinon z est dit singulier. D’autre part, 'application f est dite
harmonique si pour tout point z de N, il existe un voisinage de ce point sur lequel f
minimise ’énergie [11, p.232].

Soit M une variété kdhlérienne compacte connexe de dimension complexe n et p : w1 (M)-
— H une représentation du groupe fondamental 71 (M) de M, d’image Zariski-dense dans
H. D’apres [11, theor.7.1, lemma 8.1], il existe une application p-équivariante f; : M—X
lipschitzienne harmonique, d’énergie finie car M est compacte. Notons R(M ,p) Pouvert
des points réguliers de f;, cet ensemble est bien-siir 7 (M )-invariant et on notera R(M, p)
son image dans M. D’apres [11, theor. 6.4], le complémentaire S(M, p) de R(M,p) dans
M est de dimension de Hausdorff plus petite que 2n — 2. De plus I'application f; est
pluriharmonique, c’est-a-dire vérifie ’équation 00 f 7 = 0sur R(M, p) (c.f. [11, theor.7.3)).

Supposons maintenant que M est une variété complexe projective lisse. Si Y désigne une



variété complexe projective (non-nécessairement lisse) de revetement universel Y, et si
J : Y—M désigne un morphisme analytique de relevement j : Y—M fixé, on désignera
par fy Papplication f; 07 : Y —X et par py la représentation po j, : m1(Y)—H. Lap-
plication fy est py-équivariante. On notera R(Y, py) (respectivement S(Y, py)) I'ensemble
des points réguliers (respectivement singuliers) de f;. Remarquons que si application j
est ouverte pour la topologie usuelle (en particulier si j est un revétement ramifié) alors
S(Y, py) = j7'S(M, par). Si Y désigne une sous-variété analytique de M et ¥ une com-
posante connexe de la préimage de Y dans M, on notera Iy - Y—X la restriction
Y de fxp» on désignera par I(Y/Y) le sous-groupe de (M) stabilisateur de ¥ dans
M et par Py I'(Y/Y)—H la représentation du groupe de revétement I'(Y/Y) obte-
nue par restriction de pys & I'(Y/Y). L’application [y est py-équivariante. Le groupe de
revétement I'(Y/Y) est naturellement un quotient ¢ : m (Y)—T(Y/Y) =~ m (V) /7 (Y)
de m1(Y) et le revétement universel py N Y —Y s’identifie au composé des revétements
Py Y—Y et Py Y —Y. Le revétement Py /v est g-équivariant. L’application
Iy : Y — X s’identifie alors & la composée [y opy Jy €t la représentation py : m(Y)—H

s’identifie & la composée py- o ¢ (autrement dit factorise par le quotient n(Y/Y)).

2.2 Revétements ramifiés

Pour étudier p, on veut construire a partir de I'application harmonique fy; des tenseurs
holomorphes sur M. Ainsi, localement au voisinage d’un point x de R(M ,p), la partie
0f;; de type (1,0) de la différentielle complexifiée df;%[ définit une 1-forme holomorphe &
valeur dans V. Le probléme est de recoller ces informations locales en objets globaux.

2.2.1 Revétement spectral

Rappelons la solution proposée par Katzarkov [17] puis Jost et Zuo [15], que nous allons
utiliser. Soit ® = {f1,--- G;} C V§ le systeme de racines de W. Pour chaque appartement
A de X, on peut considérer les 1-formes réelles {df1,---,df;} 4 sur A. Sur I'intersection de
deux appartements A et A’, les ensembles {df1,---,dB}a et {df1,---,dB;}y coincident &
permutation par un élément de W pres. En particulier les polynémes symétriques a1, - -,
en les df; sont définis indépendamment du choix de A. Notons &; la partie de type holo-
morphe du pull-back complexifié f ]’(;[(a_i(c), c’est une section holomorphe de la 3-éme puis-

sance symétrique SiQ}\;j sur R(]\Zf ,p), oll Q}\;j désigne le faisceau des 1-formes holomorphes

sur M. Comme f 17 est lipschitzienne, &; est bornée. Comme S (M, p) est de codimension de
Hausdorff > 2, &; s’étend & M toute-entiere. Enfin par invariance sous m1(M), &; descend
en une section o; € H%(M, S*Q)} ;). Le polynome caractéristique >, 0;. 7' définit alors un
sous-schéma () de I'espace cotangent total T* M. Notons Q"™ la normalisation du réduit
de @, c’est un revétement ramifié (non-necessairement irréductible) de M de degré < [
pour la projection naturelle 7 : Q— M. De plus, le plongement () C T*M définit tauto-
logiquement une 1-forme holomorphe w; de 7*$yy, racine du polynéme ), 7*0;. 7' En
réitérant 'opération sur une composante irréductible de @, etc... (c’est-a-dire en prenant
le revétement ramifié M*P de corps de fonction K (M*P) le corps de scindage de 'extension
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K(Qm™™)/K(M)), on obtient un revétement ramifié galoisien irréductible = : MP— M
et des 1-formes holomorphes p1,-- -, 4 racines du polynéme ), 7*0;.T'*. De plus, I'en-
semble singulier S (M P pprsp) & son image par fyrsp contenue dans les murs de 'immeuble
X. Considérant des suites convergeant vers les points singuliers dans des directions nor-
males aux murs, on obtient que S(M*P, ppssp) est contenue dans le lieu des zéros des tirés
en arriére des formes définissant les murs de X. D’ou le

Lemme 2.1 [15, lemma 2.1] Il existe un revétement ramifié galoisien fini m : M*P— M
appelé revétement spectral de M, tel que les différentielles O(B; 0 fi;om), 1 <i <1, se re-
collent en des 1-formes holomorphes iy, -, € HO(M®P, 7*Qys). De plus, U'ensemble sin-
gulier S(M?P, pyrsp) de Uapplication harmonique f o7 : MsP—X est un fermé algébrique
de M*P, contenu dans la réunion des lieuz des zéros de 1-formes holomorphes (en nombre
fini), combinaisons linéaires des p;.

Nous retiendrons de cette construction le corollaire immédiat
Lemme 2.2 L’ensemble S(M, p) est un fermé algébrique propre de M.

On notera bys la réunion des composantes de pure codimension 1 de S(M, p) et My 'ouvert
de Zariski M — by; de M.

2.2.2 Un fibré plat sur R(M,p) et le revétement associé

Le revétement 7w : M*P— M construit a la section précédente contient beaucoup d’infor-
mation sur p et fr,. Dans cette section, nous construisons le revétement ramifié¢ galoisien
fini p : Z— M de 'introduction, moins riche & priori que le revétement spectral, mais plus
maniable et “plus visuel” me semble-t-il. On commence par construire un fibré plat naturel
F(M,p) sur R(M,p), qui est intuitivement le tiré en arriére par fy du “fibré tangent
complexifié de X”. L’holonomie locale 7 : w1 (R(M,p))— W indique la compatibilité
des orientations des appartements rencontrés par fy;. Le revétement ramifié p : Z— M
galoisien de groupe A = I'm7 est le revétement sur lequel ce fibré se trivialise.

Commengons par construire le fibré F(M, p). Pour tout appartement A de X, fixons une
isométrie g4 : A—>VR. Etant donnés deux appartements A et B d’intersection non-vide,
Papplication g4 o ggl définie sur g(A N B) est localement constante & valeur dans We/7.
On notera g4p sa partie linéaire & valeur dans W C O(Vg), ou O(Vk) désigne le groupe
orthogonal de Vg.

Choisissons (U;)ijc; un recouvrement par des ouverts connexes de R(M,p) tel que pour
tout 7 de I, 'image f;(U;) est contenue dans un appartement A; de X. Comme le
groupe p(m1(M)) agit sur X en préservant sa structure d’immeuble, on peut supposer
que 1 (R(M, p)) agit sur I de sorte que :

Vy € m(R(M,p)), Vi€ I, U'y(z') =~v.U; .
Définissons alors le fibré plat Fir(M, p) de fibre Vg sur R(M, p) par le cocycle :

fig 2UiNU;—W C O(Vk), fij =944,
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Le groupe w1 (R(M,p)) agit naturellement de facon équivariante sur Fg(M, p), Daction
d’un élément v de 71 (M) dans la carte U; est définie par

Yi - Uz X VR — U’y(z) X V]R
(z,v)  — (yz,d(ga g, ©p(7) 0 gyl)w)

et on vérifie bien les relations de compatibilité : sur U; N U},

(Id X foy(iyy() ©v; =vio (Id x fij)
On notera Fir(M, p) le fibré plat quotient 71 (R(M, p))\Fr(M, p) de base R(M, p).

Définition : On appelle holonomie locale associée & la représentation p le morphisme
7: m(R(M, p))—W holonomie du fibré plat Fr(M, p).

L’application f;; induit alors une 1-forme réelle sur R(M,p) A valeur dans Fr(M,p),
qu’on notera df ;; (analogue de la “dérivée” de 'application f; : M —X). Sur I'ouvert Uj,
Papplication df ;; est définie par d(g4;0f;) : TM|y,— Vi, on TM' désigne le fibré tangent
réel de M. Notons alors F (M, p) (respectivement F(M,p)) le fibré plat complexifié de
Fr(M, p) (respectivement Fg(M, p)) muni de sa structure holomorphe naturelle. Comme
I'application fj; restreinte a R(M ,p) est pluriharmonique, la composante 0fy, de type
(1,0) de la complexifiée df;\% définit une 1-forme holomorphe sur R(M, p) & valeur dans

F(M,p). La 1-forme df 17 est bien-siir 71 (R(M, p))-invariante et définit donc une 1-forme
holomorphe sur R(M, p) & valeur dans F(M, p), qu’on notera ups. Remarquons que pps
est bornée car f; est lipschitzienne.

A priori le fibré plat F(M, p) n’a aucune raison de s’étendre en un fibré plat sur tout M :
d’ou la nécessité de passer & un revétement ramifié de M. C’est le théoréme 5 qui nous
permettra d’étendre F'(M, p).

Construisons maintenant le revétement ramifié p : Z— M de M sur lequel le fibré F' se
trivialise. Rappelons la proposition bien connue (c.f. [26]) :

Proposition 2.1 Soit Y une variété projective complexe normale, B une réunion finie
de sous-variétés propres de pure codimension 1, et notons Yy ouvert de Zariski Y — B de
Y. Pour tout revétement topologique non-ramifié py : Zo—Yy, avec Zy connexe, il existe
une variété irréductible normale Z, un revétement algébrique ramifi¢ p : Z—Y, et un
homéomorphisme s : Zy—sp 1(Yy) tel que po s = py.

Soit alors My l'ouvert de Zariski M\bys de M défini au lemme 2.2. Les ouverts R(M, p)
et My de M différent par des fermés algébriques de codimension complexe au moins 2. En
particulier m1 (My) ~ 71 (R(M, p)) et le fibré plat F (M, p) s’étend & My. Soit py : Zo— My
une composante connexe du revétement galoisien étale associé au noyau du morphisme
T m (My)—W, c’est encore un revétement galoisien étale de groupe de galois A C W.
On notera p : Z— X la variété projective normale revétement ramifié galoisien associé
par la proposition précédente aux données Y = M, Yy = My et py : Zog—> My. Soit D C Z
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le lieu de ramification de p : Z— M (c’est-a-dire le fermé algébrique des points z de Z ou
p n'est pas étale) et B = p(D) C M le lieu de branchement. Comme M est lisse, d’apres
le théoreme de pureté de Zariski les fermés algébriques D et B sont de pure codimension
1 respectivement dans Z et M. Par construction D C S(Z, pz) et B C djy, ces inclusions
pouvant étre strictes : B correspond aux composantes de djs ayant de I’holonomie locale
pour 7.

Le fibré plat F(M,p) est défini sur 'ouvert de Zariski M\B de M. Par construction de
p: Z—M, son tiré en arriere F(Z,pz) = p*F(M, p) est le fibré plat trivial de fibre V'
sur Z\p~!(D) et s’étend donc & tout Z. La 1-forme holomorphe pz = p*ups définie sur
Z\p~Y(D) & valeur dans V est bornée, et s’étend donc en une 1-forme pz € H*(Z,p*Q},®
V). Bien-siir la 1-forme p est identiquement nulle si et seulement si f est constante. D’ou
le

Lemme 2.3 Il existe un revétement normal ramifié galoisien fini p : Z—> M de groupe
de Galois A C W, tel que le fibré F(Z,pz) est trivial, et Uapplication pluriharmonique
fop:Z—sX définit une 1-forme holomorphe pz € H(Z,QL @ V). La 1-forme pz est
identiquement nulle si et seulement si l’application f; est constante.

On notera Z* une désingularisation de Z et encore p : Z°— X la projection naturelle. On
notera pzs € HO(Z%, L, ® V) la 1-forme sur Z° naturellement déduite de pz. On aura
besoin du

Lemme 2.4 Les morphismes pz : 71(Z)—H et pzs : m1(Z°)—>H sont encore d’image
Zariski-dense.

Preuve :

Faisons la preuve pour Z. Comme Zy = p '(Mp) est un ouvert de Zariski de la variété
normale Z, le morphisme 71 (Zy)—m1(Z) induit par I'inclusion est surjectif. Si on note L
ladhérence de Zariski pz(m1(Z)) dans H, on a donc l'égalité L = pz(m1(Zp)). De méme
le morphisme 71 (My)—m1 (M) est surjectif et donc ppr(m1(My)) = pu(m(M)) = H.
Remarquons que le morphisme p : Zo— M, est fini étale galoisien, donc le sous-groupe
p«(m1(Zy)) est normal dans m(Mp). En passant aux adhérences de Zariski, on obtient
que L est un sous-groupe algébrique normal de H. Comme H est un k-groupe presque
simple, L = H ou bien H est un sous-groupe fini du centre Z(H) de H. Dans le deuxiéme
cas, d’apres la suite exacte 1—m(Zy) —rm1(Mo)—Gal(Zy/My)—1, la représentation
p: m(Zy)—H/Z(H) induite par p et d’image Zariski-dense factoriserait par le groupe
fini Gal(Zy/My) : contradiction, donc L = H. La preuve est identique pour Z°*. O

2.3 Intégration des formes

Pour étudier f;; : M—X nous utiliserons la forme pzs et I'application holomorphe
a valeur dans V' qu’elle définit par intégration. Notons pz; la 1-forme holomorphe sur le

revétement universel Z¢ de Z° & valeur dans V relevée de pizs. Comme pzs est holomorphe
donc fermée et que Z* est simplement connexe, la forme 4 est exacte. Fixons 2o un point
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de Z° et posons .
o Z5 — V
z
z — f20 Bz
I'application ¢ est bien définie car u; est exacte. Notons A : 71(Z°)—V le morphisme
de groupe (ou V est vu comme groupe de translation de I’espace vectoriel V) défini par :

bl

YZ0
Vyem(Z), A(y) = / .
2

0

I’application ¢ est alors naturellement A-équivariante :
Yy € mi(2°), Yz € Z°, §(12) = $(2) +A() -

L’étude de f;; passe alors par celle du diagramme

ZRL R 7

Pl ;

mo I ox
(o1 R¢p désigne la partie réelle (¢ + ¢)/2) : I'application [z = Fieb: 75— X est par
définition constante le long des composantes connexes de Re¢.

2.4 Deux lemmes géométriques

Dans cette section nous montrons deux lemmes utiles pour I’étude de p. Commencons par
un lemme général :

Lemme 2.5 Soit N une variété projective compleze lisse, C une courbe projective lisse et
IT: N—C un morphisme a fibre connexe. Soit Il : N—C un relevé de 11 auz revétements
universels. Alors 11 est a fibre conneze.

Preuve :

Soit S l’ensemble des valeurs singulieres de II : N—C défini par S = {z € C, Iz €
N |/ I(z) = z et dlI(z) n'est pas surjective}. L'ensemble S est un fermé analytique
propre de la courbe C, c’est donc un ensemble fini de points de C. Notons Cj 'ouvert
de C complémentaire de S et Ny la préimage N\II~'(S). L’application IT : Ng—Cj est
alors une fibration analytique, différentiellement localement triviale, & fibre F' connexe
par hypothese. Notons N (respectivement C) la préimage dans N (resp. dans C) de Ny
(resp. Cp). On a donc un diagramme commutatif

ou les fleches gz et g¢ sont des revétements étales.
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Montrons d’abord que O: N 0—)6’0 est une fibration différentielle localement triviale.
En effet, notons Y le produit fibré Ny x¢, Co. Cest un revétement étale de Ny et le
diagramme commutatif précédent indique que le revétement étale N¢— Ny factorise en
N¢—Y —Ny. Comme par définition d’un produit fibré, Y est une fibration différentielle
localement triviale de fibre F' sur C’o, Ny est donc aussi une fibration différentielle locale-
ment triviale sur C.

Notons alors F la fibre de la fibration localement triviale II : Ng—C, montrons que F
est connexe. Ecrivons la suite exacte longue d’homotopie pour II :
11, ~ . .

m1(No) = m1(Co)—smo(F)—smo(No) .
Comme TT~1(S) est de codimension réelle 2 dans N, Ny est connexe. Tl suffit donc de
montrer que le morphisme IL, : 71(Ng)—m1(Co) est surjectif. Remarquons que 71 (Cp)
est engendré par de petits lacets 4 autour des points de qE.l(S), relevés dans C' de petits
lacets v dans Cp autour des points de S. Comme II : N—Cj est a fibre connexe, un
petit lacet y se reléve dans NV en un petit lacet . Comme gy : N—5N est un revétement,

un petit lacet 4 se releve en un petit lacet 6 de Ny. Donc II, est surjectif et 7T0(F ) =0.
Finalement on a montré que le morphisme II: Ng—Cy est & fibre connexe.

Reste & montrer que les fibres exceptionnelles de II sont elles-aussi connexes. Soit § un
point de qu(S) et supposons par I’absurde que la fibre F;; = 1:1_1(5) contienne plusieurs
composantes connexes distinctes. Munissons /N d’une métrique riemannienne d, induisant
une distance encore notée d sur N x¢ C et N.

Sous-lemme 2.1 Pour tout nombre réel € > 0, il existe deur composantes connezes dis-
tinctes Fi51 et Fzo de F5, et un couple (21,22) dans F51 x F3a tel que d(Z1,22) < e.

Pour tout entier naturel n, choisissons grace au sous-lemme précédent deux points Z1,
et Zo, dans deux composantes connexes distinctes de F; vérifiant d(Z1,ns 220) < 1/n.
Utilisant que 1'action de 71 () sur N est cocompacte, préserve la fibration N—C ainsi
que la distance d sur N , on obtient facilement une contradiction. Les détails, faciles, du
sous-lemme 2.1 et de sa conséquence sont laissés au lecteur. Ce qui achéve la preuve du
lemme 2.5. O

Revenons maintenant a ’étude du revétement p : Z— M.

Lemme 2.6 Soit M une variété complexe projective lisse vérifiant (), k un corps local
non-archimédien, H un k-groupe k-simple et p : m(M)—H = H(k) une représentation
Zariski-dense d’image non-bornée. Soit p : Z— M le revétement précédemment construit,
Yz un diviseur effectif irréductible de Z et Yz une composante conneze de qEI(YZ) dans

Z. Alors la restriction f{,} :17\'Z—>X de f; a 1//; n’est pas constante.

Preuve :
Notons Yy; image 5(Y7) dans M et Yy, I'image p(Y;) dans M, c’est un diviseur effectif
irréductible de M. Comme f; = f op, on a encore f@ = f}/,ﬂ; op, ol fﬂ; Yy —X
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désigne la restriction a ?1\; de f;;. Supposons par I'absurde que I'application fA est
constante, égale & un point x de X. L’application fi/’]\? I'est donc aussi. Comme fy,, est 1 Py-

équivariante, le groupe pg— (T'(Ya1/Yar)) préserve le point z de X. Comme pyy (m1(Yar)) =

p@(f‘(?]\\/[/ Yum)), le groupe py,, (71(Yar)) préserve aussi le point z de X donc est borné
dans H. D’apres 'hypothése (x), le diviseur Yy, est ample dans X donc le morphisme
71(Yar)— 71 (M) induit par I'inclusion de Y3, dans M est surjectif d’aprés le théoréme de
Lefschetz ([12, Cor.3.5 p.152]). Finalement ps(m1(M)) = py,, (71 (Yar)) est un sous-groupe
borné de H, ce qui contredit I'hypothese. 0

2.5 Preuve du théoréme 4

Comme le k-groupe H est de k-rang 1, 'immeuble X est un arbre, V ~ C et u est une
1-forme holomorphe sur Z. Rappelons alors ([28, theor.1]) :

Théoréme 8 (Simpson) Soit Y une variété projective compleze conneze lisse et a une
1-forme holomorphe sur'Y non-identiquement nulle. Notons q : Y—Y un revétement sur
lequel la fonction g(y) = fyyo q*a est bien définie. Alors :

a) soit il existe une courbe projective lisse C, un morphisme Il : Y—C a fibre conneze,
et une 1-forme holomorphe B sur C telle que a = I1*3 ;

b) soit pour tout v € C, la fibre g~1(v) est conneze.

Appliquons ce résultat 4 Y = Z° et a = p.

Dans le cas a), il existe une courbe algébrique lisse C'; une 1-forme holomorphe z de
HY(C,Kc®V), ou K¢ désigne le fibré canonique de C'; et un morphisme & fibre connexe
I1: Z°—C telle que IT*% = p. Notons I : Z5—C un relevement dell: Z 5—)0 Notons
zo le point H(zo) de C et définissons Iapplication analytique ¢ : C—V par o(z fzo I,

ol 7 désigne la 1-forme holomorphe sur C & valeur dans V relevée de (comme o est
holomorphe donc fermée et C est simplement connexe, 7 est exacte et ¢ est bien définie).

L’application ¢ : 75—V se factorise alors en Z° £> C i) V. Considérons le diagramme
—_— T ~ §R_
A £> C —¢> VR ~R
Pl
mo D ox

Comme l'application f7; = f;; o p est constante le long des feuilles de R¢ = Rpoll et
que II est & fibre connexe d’aprés le lemme 2.5, application [ factorise par C : il existe

une application harmonique fg : C— X et une représentation p¢ : m (C)—H tels que
f& soit po-équivariante et les diagrammes

I =

Zs — C m(Z2°) % m(0) i
Dl Lfe et pol 1 pc sont commutatifs. Soit ¢ un point de C,
M f_M> X m(M) — H

~ _1 —_ . — . ~
notons Zf la fibre connexe II "(¢) de Z%, d’images Z;, Z; et Z; respectivement dans Z,
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Z*% et Z. Comme f = fzo II, la restriction Iz ¢ 2}—>X est constante. Comme f5
t t

factorise par fz : Z,— X, Papplication 7, est constante. Pour ¢ générique dans C, Z, est
une courbe irréductible lisse de Z. On conclut & la contradiction par le lemme 2.6 appliqué
& la courbe Z; de Z. Ce qui achéve la preuve dans ce cas.

Dans le cas b), 'application ¢ est & fibre connexe. L’espace topologique des composantes
connexes des fibres de ¢ est alors une variété complexe qui s’identifie naturellement & V
(c.f. [15, lemma 3.2]). L’espace topologique des composantes connexes des fibres de R¢
s’identifie alors & Vg ~ R. Comme f; = f;; o p est constante le long des composantes
connexes des fibres de ¢, il existe une factorisation ¢ : RL— X telle que le diagramme

zs % v
Pl 1@
M — X

est cartésien. Mais alors pzs(m1(Z°)) = P(RA(7w1(ZF))) est abélien : contradiction & la
Zariski-densité de pzs (lemme 2.4), ce qui achéve la preuve du théoréme 4. O

2.6 Non-dégénérescence de f;;

Dans le cas ou la variété M est de dimension complexe n et H est de k-rang n, nous
avons souligné dans l'introduction que nous sommes au cas limite dim¢ M = rg;H ou les
théorémes de factorisation ne s’appliquent pas. Les techniques développées dans la section
précédente permettent néanmoins de montrer, sous ’hypothese (), que si la représentation
p n’est pas bornée alors I'image de I'application f; est “grosse”. Par souci de simplicité
nous ferons désormais I’hypothése

(H) : La variété M est une surface projective compleze lisse vérifiant (x), k désigne
un corps local non-archimédien, H est un k-groupe connezxe k-simple de k-rang 2 et
p:m(M)—H = H(k) est une représentation Zariski-dense d’image non-bornée.

Sous ’hypothese (H), remarquons d’abord que la section pps est évidemment non-nulle :
sinon I'application f;; serait constante et p serait bornée. On aimerait montrer qu’en fait
fir : M—X est d'image de dimension maximale. Posons la

Définition : On dira que fj; : M—X est dégénérée si s nest pas de rang maxi-
mal, c’est-a-dire si la section holomorphe detpuzs € H%(Z®,Kyzs) induite par pzs €
HY%(Z%,QL. ® V) est identiquement nulle.

Proposition 2.2 Sous I’hypothése (H), Uapplication f,; est non-dégénérée.

Preuve :
Fixons (e1,e9) une base de V' ~ R? et écrivons pizs = pi.e1 + pg.e2 dans cette base, o
wi € H°(Z%,QL,). Supposons par 'absurde que det uzs = 0, c’est-a-dire u1 A pg = 0.

1°" cas : p1 et po sont lindairement indépendantes dans H%(Z*, Q).
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Appliquons alors le théoréme de Castelnuovo- De Francis [1, prop4.1 p.123] : il existe une
courbe algébrique lisse C; une 1-forme holomorphe iz de H(C, K¢ ® V), ou K¢ désigne
le fibré canonique de C'; et un morphisme a fibre connexe I : Z°—C telle que II*z = p.
On conclut comme au cas a) de la section précédente.

2¢ cas : iy et po sont linéairement dépendantes dans H°(Z%,QL,).

Dans ce cas, 'application ¢ : 75—V ~ C? ason image contenue dans une droite complexe
L. Cette image n’est pas réduite & un point : sinon u; et uo seraient identiquement nulles,
I’application f; serait constante, et p serait d’image bornée.

Lemme 2.7 L’application ¢ : 75— est surjective.

Preuve :

Soit U l'adhérence pour la topologie usuelle de A\(m(Z*)) dans L, vu comme groupe de
translation de V préservant L. Le groupe U se décompose en U = A@ B, ou A ~ RF k=
0,1 ou 2, et B est discret. Si k # 2, notons F' un supplémentaire du sous-espace vectoriel
Ade L et P: L—F la projection parallelement & A. Le groupe B agit proprement sur
F. L’application continue P o ¢ : Z5—F factorise alors en Po ¢ : Z*—F/B, d’image
compacte puisque la variété Z° est compacte. L’application P o ¢ est aussi ouverte puisque
¢ est analytique non-constante. Finalement P o ¢, donc aussi ¢, est surjective. O

Appliquons alors le théoréme de Simpson cité & la section précédente : soit ¢ : Z5—L
factorise par une courbe, et on conclut comme dans le premier cas; soit ¢ est a fibre
connexe. [’espace topologique des composantes connexes des fibres de ¢ est alors une
variété complexe qui s’identifie naturellement & L (c.f. [15, lemma 3.2]). L’espace topolo-
gique des composantes connexes des fibres de R¢ s’identifie alors & L, qui est soit une
droite de VR, soit VR tout entier selon que L est stable par la conjugaison complexe de V'
ou non. Comme [z = f;; o p est constante le long des composantes connexes des fibres
de R¢, il existe une factorisation & : RL— X telle que le diagramme

R,

Zs 2% R
Pl Lo
M — X

est cartésien. Mais alors pzs(m1(Z%)) = @ (RA(7w1(Z*))) est abélien : contradiction a la
Zariski-densité de pzs (lemme 2.4), ce qui achéve la preuve de la proposition 2.2. O

Remarques : Dans le cas ol non-seulement NS(M,Q) = Q mais aussi H"!'(M,C) = C
(c’est le cas par exemple pour les “faux P?C”), la preuve de la proposition 2.2 est trés
simple : Posons T = 2 A Jiaz, c’est une (1,1)-forme 0-fermée sur R(M, p) & valeur dans
le fibré End(F(M, p)). En coordonnées, 7 = +((u1 A fir)er @ e] + (u2 Afiz)ez ® €5 + (1 A
Tiz.e1 @ €5+ g A fit-e2 @ e} )). Sa trace tr7 est une (1,1)-forme réelle > 0 et 0-fermée sur
R(M, p). En coordonnées, trt = 1(pu1 Aix + po A fiz). Comme f est lipschitzienne, tr7 est
bornée. Comme S(M, p) est de dimension réelle plus petite que 2n — 2, tr7 s’étend en une
(1,1)-forme sur M, encore O-fermée et > 0. Sa classe de cohomologie dans H!'(M,C)
s’écrit alors [tr7] = s.[wa], ou s désigne un réel positif et wys la forme kdhlérienne de
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M. Notons U V'ouvert de R(M, p) sur lequel pps est injectif. Si U est vide, la (n,n)-forme
(tr 7)™ est nulle sur M, et donc

0= /M(tr )" =< [M], s" [wm]" >= s".vol(M) .

Donc s = 0 et [tr7] = 0. Comme ¢r7 est une (1,1)-forme positive sur M, on en déduit
trr = 0, donc p1 Afiy = po Az = 0 puis g1 = po = 0 c’est-a-dire ppr = 0. Donc f est
constante et p est d’image bornée : contradiction & ’hypothése (H). Donc U est non-vide,
ce qui achéve la preuve de la proposition 2.2 dans ce cas.

2.7 Controéle du lieu singulier : preuve du théoreme 5

Fixons quelques notations (on se réferera a [3, p.277-] pour plus d’informations sur les
systémes de racines). Notons R C Vi le systéme de racine du complexe de Coxeter (Vg, W)
de systéme dual RY. Pour tout « € R, il existe une coracine o bien définie, qui s’identifie
par le produit scalaire naturel (; ) sur Vg a 2a/(, @). Pour tout @ € R, on définit la
symétrie orthogonale s, de Vi par rapport & ’hyperplan ker o¥. Le groupe de réflexions
W est engendré par les s,, a € R. Fixons C' une chambre de Weyl fondamentale de
(Vr, W), et notons R, ’ensemble des racines positives de R associées & C. L’ensemble R
est en bijection avec ’ensemble des murs de Vg : & tout « € Ry on associe 'hyperplan
ker oV

On s’intéresse alors aux 1-formes holomorphes sur Z provenant de X. Précisément on pose
la

Définition : On note V*.uy le sous-espace vectoriel complexe de H%(Z,2}) image de
I’application linéaire n : V*—H%(Z,Q) qui & A\ € V* associe la 1-forme holomorphe
Ao HZz-

Pour « une racine de R, on notera 1, = n(a"). L’espace V*.uz est alors engendré par
les 1-formes holomorphes 7, € H%(Z, ). Remarquons que d’apreés la proposition 2.2, la
1-forme 7, est non identiquement nulle, pour tout « dans R.

Rappelons que lerevétement p : Z— M est galoisien de groupe A C W. L’espace vec-
toriel complexe V* est un W-module naturel (3 gauche), donc aussi un A-module (&
gauche).L’espace vectoriel complexe H(Z,(2}) est lui aussi un A-module (A gauche) na-
turel :

Vy €A, Vne HYZ,Q,), vn= ("""

Lemme 2.8 Sous I’hypothése (H), I’espace vectoriel V*.uz est un sous-A-module de HY(Z,))
et Uapplication linéaire n : V*—V™*.uz est un isomorphisme de A-modules.

Preuve :
Comme pps est une 1-forme sur R(M, p) & valeur dans le fibré plat F/(M, p), on a I'égalité

19



Vy€EA, Y'uz=rvyopugz,

ou la composition est donnée par ’action naturelle de A sur V. Donc

v-(Aopz) = (") Aonz) =Ao (Y ) *uz) =Xoy oz =~(A).uz.

En particulier V*.p7 est un sous-A-module de H%(Z, 1), et la fleche surjective naturelle
V*—V*.uz qui a X\ associe X o yz est un morphisme surjectif de A-module. Comme
d’aprés la proposition 2.2 les espaces vectoriels V* et V*.uz ont méme dimension, c¢’est
un isomorphisme de A-modules. d

Preuve du théoréme 5 :

Le théoréme est trivialement vrai si p est bornée (lapplication f étant alors constante
et Z = M). On peut donc supposer que '’hypothése (H) est vérifiée. Rappelons qu’on
a noté D le lieu de ramification du revétement ramifié p : Z— M et B = p(D) le lieu
de branchement. Supposons par ’absurde que D est non-vide. Pour tout « dans R,
définissons LM, comme la réunion des composantes de codimension 1 du lieu des zéros
de . Le lieu mural de Z est le fermé analytique de codimension 1 dans Z défini par
LM = Uyegr, LMo. Comme dans le lemme [15, lemma 2.1], le lieu D est une réunion de
composantes irréductibles de LM . Pour toute composante irréductible D’ de D, on notera
I C A son groupe d’inertie, c’est-a-dire le sous-groupe non-trivial de A fixant D’ point
a point.

Pour simplifier on considére le cas H = PGL(3). Dans ce cas on Ry = {a1, a2, a3 =
a1 + ag} et W ~ S3 le groupe de permutations & trois éléments.

Lemme 2.9 1. L’inclusion A C S3 est une égalité A ~ S3 (donc le revétement p : Z— M
est de degré 6).

2. pour toute composante irréductible D' de D, il existe une unique racine o € Ry telle
que la 1-forme 1, soit nulle en tout point de D'. Le groupe d’inertie Ip: C Sz s’identifie
alors au sous-groupe < So >~ Z[2Z de Ss.

Preuve :
Supposons par ’absurde que le point 1. est faux, c’est-a-dire que le sous-groupe A de S
est propre. Donc A est isomorphe au groupe Z/2Z ou au groupe de rotations As.

1¢" cas : A ~ Z/27Z.

Il existe donc a € R tel que A =< s, >. Mais alors il existe une forme linéaire non-nulle
A dans V* invariante sous I'action du groupe A. Comme I'application n : V*—V*.uz
est un isomorphisme de A-modules, la 1-forme 7, de V*.uz C H°(Z, p*Q}V[) est elle-aussi
A-invariante. Elle descend donc en une 1-forme holomorphe sur My C M. Comme f est
lipschitzienne, cette derniere est bornée donc s’étend a tout M ; elle est donc nulle puisque
b1 (M) = 0 par hypothése. Donc la 1-forme 7)) est également nulle : contradiction puisque
A est supposée non-nulle, ce qui acheve ce cas.
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2¢me cag i A ~ As.

Le revétement p : Z— M est & trois feuillets et pour toute composante irréductible D’
de D, on a égalité Iy = Az (puisque A3 n’a pas de sous-groupe propre non-trivial).
Comme D C LM, il existe a dans R telle que 7, est nulle en tout point de D’. Comme
As fixe D', pour tout v dans Az la 1-forme 7,(,) = (y~1)*nq est nulle sur D’. Finalement

Na|pr = 0 pour tout a dans R. Pour toute composante connexe D' de qgl(D' ) dans Z, la

restriction fz; : D'—sX de [z a D' est donc constante : contradiction au lemme 2.6, ce
qui acheve la preuve de 1.

Pour le point 2., soit D' une composante irréductible de D. Comme D' C LM, il existe
a € R, telle que 7, soit nulle en tout point de D’. Soit o/ € R, avec 1y = 0 sur D'. Si o
n’est pas proportionnelle a « alors comme /Erecedemment pour toute composante connexe
D' de P L(D") dans Z, 1a restriction f— o D'—Xdef;a D' est constante : contradiction
au lemme 2.6. Donc o est proportionnelle & a et comme le systéme R est réduit, o/ = a.
Soit g un élément du groupe d’inertie Ip/. Comme 7, est nulle sur D', la forme g*7,, aussi.
Mais g*ne = 141(q) donc g' () est proportionnel & a. Donc g €< 54 > et Ipr C< 84 >.
Comme I est non-trivial, Ipr =< s4 >. O

Notons (B;)ier ’ensemble des composantes irréductibles du lieu de branchement B =
p(D). Comme B est de pure codimension 1, chaque B; est une courbe irréductible de M.

On munit B d’une structure de diviseur en posant B =), ; B

Notons D; le fermé p~!(B;) de Z. Comme le revétement p : Z— M est galoisien, D;
est une réunion de composantes irréductibles du lieu de ramification D. D’apres le lemme
précédent, D; = ¢ R: D; , ou D; o est I'unique composante irréductible de D; telle que
la 1-forme holomorphe 7, soit nulle en tout point de D; .

Notons Kz la faisceau dualisant de la variété projective normale Z. Comme la variété
Z est normale, le faisceau K est réflexif et s’identifie au bidual du faisceau QQZ des 2-
formes holomorphes sur Z. Le lieu de branchement D a une structure de diviseur de Weil
définie par 'égalité Kz = p* K ® Oz(D), ou Kjs désigne le faisceau canonique de M et
Oz(D) est le faisceau réflexif de rang 1 sur M définissant D. Le diviseur de Weil D s’écrit
D= EiEI(ZaER+ (€i,a—1).Dj4), oll €; o désigne le degré de ramification de la composante
D; o ([1, p-41]). Comme le revétement p : Z— M est galoisien, le degré e; , n’est autre
que le cardinal du groupe d’inertie Ip, ,. D’apres le lemme 2.9 on a Ip, , ~< sq >, donc
€i,o = 2 pour tout 7 et tout a. Finalement on a les égalités

D= Di=> Y Dia,

iel icl acRy
*
p*B; =2 i D, .
aER4

Utilisons maintenant la structure particuliére du diviseur de ramification pour obtenir la
contradiction.
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Lemme 2.10 Pour tout ¢ dans I et tout a dans R4, la 1-forme holomorphe no s’annule
a un ordre pair 2a; > 0 indépendant de o le long de D; 4.

Preuve :

Soit (z,w) un systeme de coordonnées locales de Z au voisinage d’un point lisse de D; 4,
dans lesquelles I’équation locale de D; , est z = 0. Comme la 1-forme 7, est d-fermée et
s’annule sur D; ,, elle s’écrit localement dans ces coordonnées 7, = z"dz, ou r désigne un
entier strictement positif. Le groupe d’inertie Ip, , =< s, > agit dans ces coordonnées
par sq(z,w) = (—z,w). Comme s4(a’) = —a" et g = a¥ opy, on a s4(Na) = —Nq. D’'oll
(—1)""127dz = —2"dz. Donc 7 est pair, r = 2a;,4-

Remarquons qu’a ¢ fixé, le groupe A permute les composantes D; o, @ € R.. En particulier
lentier a; = a; o est indépendant de . O

Remarquons que det pps définit sur 'ouvert My de M une section holomorphe du fibré
Knm, ® det F(M, p). Le fibré det F(M, p) est un fibré plat sur My, d’holonomie det 7 :
71 (Mg)—7/27.. Son carré est donc trivial, et det?ups définit sur My une section holo-
morphe du fibré KJQVI Cette section est bornée car f est lipschitzienne. Elle s’étend donc
en une section det?ups € HO(M, K2)).

Lemme 2.11 Pour tout i dans I la section det?up € HO(M, K2,) s’annule a un ordre
pair 2s; > 0 le long de B;.

Preuve :

Etant donnés un faisceau réflexif L de rang 1 sur une variété normale N et une section o
de L sur N, on notera [o] le diviseur de Weil des zéros de o. Considérons la section det uz
du faisceau réflexif K. Le long de D; , cette section s’écrit comme produit extérieur de
7o avec une 1-forme holomorphe ne s’annulant pas le long de D; . Donc det iz s’annule
au méme ordre 2a; que 7, le long de D; ,. Le diviseur de Weil [det ;1] associé & la section
det pz s'écrit alors

[det pz] = 226%'( Z Dio) + p'L

i€l acER

ot L désigne un diviseur effectif sur M. Comme p*B; = 23 Ry D; , on obtient finale-
ment

[det pz] = p* () aiBi+ L) .
icl

Comme p* det?upr = det?nz en tant que sections de K %, on en déduit 1’égalité de diviseurs
de Weil effectifs sur 7 :

P ldetyinr] = [p* (detyinr)] = [detiuz] = 2det 7] = p*(2(Y B+ 1)

Donc det?, s’annule & un ordre pair strictement positif le long de chacun des B;, i € I.
O
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Soit alors (t1, t2) des coordonnées locales au voisinage d’un point lisse de B;, dans lesquelles
I’équation de B; s’écrit t; = 0. Localement au voisinage de B; on a d’apres le lemme
précédent

(det /1,]\4)2 = t%si (dtl A dt2)2 .

Fixons @ € R,. Localement au voisinage de D; o, application p : Z— M s’écrit (z,w)—(t1 =
2 _ N,
2%t = w), d’olt :

det puz)? = p*(det ppr)? = 42%52(dz A dw)? .
1

On a vu dans la preuve du lemme précédent que det uz s’annule a 'ordre 2q; le long de
D; o. On en déduit 4a; = 4s; + 2 et la contradiction.

Donc le lieu de ramification D est nécessairement trivial, ce qui achéve la preuve du
théoréme 5. O

2.8 Preuve du corollaire 1

Rappelons que les composantes de codimension 1 du lieu singulier S(M, p) sont contenues
dans le lieu de branchement du revétement spectral 7w : M*P— M. Le corollaire 1 est alors
une conséquence immédiate du théoréme 5 et du

Lemme 2.12 Supposons que p : Z— M est un revétement étale. Alors le revétement
spectral m: MP— M est étale.

Preuve :

Fixons « une racine de R et notons en général Z° I'ouvert des points de Z non-ramifiés
au-dessus de M. Il existe alors un morphisme analytique ¢, : Z°—Q tel que le morphisme
p: Z9— M factorise en Z° 25 Q—sM, ot Q C T*M désigne le revétement ramifié de
M construit & la section 2.2. Le morphisme ¢, : Z°—T*M associe & un point z de Z°
le point (p(2),n4(2)) € T*M, ou I'élément n,(z)) € T;(Z) est identifié & un élément de
T;‘(Z)M via p : Z°%— M qui est un biholomorphisme local. Dans le cas ou p : Z—M
est étale, on obtient ainsi un morphisme ¢ : Z— (). Comme Z est irréductible lisse, ce
morphisme factorise via q : Z— Q"™ ou ce dernier espace désigne la normalisée d’une
composante connexe de (). Comme ce raisonnement est valable pour tout o dans R, on
obtient en réitérant ’opération un morphisme q : Z— M*P tel que p : Z— M s’identifie
au composé de q: Z—>M?®P et m: M*?P— M.

Comme p : Z—> M est étale et M est lisse, on en déduit facilement que ¢ et 7 sont des
morphismes étales, ce qui achéve la preuve du lemme. O
2.9 Rigidité non-archimédienne forte : le cas des “faux P*C”

Le théoréeme précédent dit que les composantes de codimension 1 de dj; n’ont pas d’ho-
lonomie locale. La représentation d’holonomie locale 7 : 71 (My)— A s’étend alors en une
représentation 7 : w1 (M)—W et le fibré plat F(M, p) défini sur My s’étend en un fibré
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plat sur tout M, encore noté F (M, p). On notera encore 7 : 7w (M)—W = S3 I’holo-
nomie de ce fibré et A I'image de 7. La 1-forme holomorphe uj, définie sur R(M,p) a
valeur dans F(M, p) est bornée car f est lipschitzienne. Elle s’étend donc en un élément
pn € HO(M,QL, ® F(M, p)). On notera Dy le diviseur [det ups] de M associé A la section
det pups € HO(M, Ky ® det F(M, p)). .

Supposons désormais que M est un “faux P2C”. En particulier co(M) = 3, ¢Z(M) = 9,
bi(M) = h?2°(M) = 0 et h1}(M) = 1. Etudions le revétement étale galoisien p : Z—s M
de groupe de Galois A C S3. On notera Dz le diviseur canonique Dz = p*Dys = [det pz].
D’apres le lemme 2.8 (valable sans hypothése de ramification sur p : Z— M), 'application
linéaire n : V*—V*.uz est un isomorphisme de A-modules. Commencons par montrer
Panalogue du lemme 2.9,1. dans le cas étale.

Lemme 2.13 A ~ S3.

Preuve :
Supposons par ’absurde que A est un sous-groupe propre de Ss.

1¢" cas : A ~ Z/27Z.

Le A-module V*.u, est alors isomorphe & 1 @ ¢, ou ¢ désigne le caractere signature de
Z/2Z. En particulier il existe une 1-forme o € V*.uz, non-nulle et A-invariante. Elle
provient donc d’une 1-forme holomorphe non-nulle sur M. Comme by (M) = 0, on obtient
une contradiction.

2¢me cag i A ~ As.

Dans ce cas le fibré en droite plat det F/(M, p), d’holonomie det 7 : 71 (M)—Z/2Z, est
trivial. Mais alors la section det puy; € HO(M, Kj; ® det F(M, p)) définit un élément de
H°(M, K1), non-nul d’aprés la proposition 2.2 : contradiction & h2°(M) = 0. O

Donc p : Z— M est un revétement étale galoisien de groupe de Galois A = S3. On notera
p' : Y— M le quotient de Z par le sous-groupe A3 de S3, c’est un revétement étale de M
d’ordre 2.

Lemme 2.14 b;(Y) =0 et h29(Y) = 1.

Preuve :

L’espace vectoriel HO(Y, Q1) est un Gal(Y/M)-module, o Gal(Y/M) ~ Z/27 désigne le
groupe de Galois du revétement étale p’. Il se décompose en une somme de Z/2Z-modules
irréductibles al@®be. Comme by (M) = 0, a = 0 comme au premier cas du lemme précédent.
Soit alors A un élément de H°(Y,Q3,). La (1, 1)-forme positive A A X est Z/2Z-invariante,
elle provient donc d’une (1, 1)-forme positive 8 sur M. La (1,1)-forme A A X est d-fermée,
donc B aussi. Comme HY'(M) = C, il existe un réel positif r tel que [8] = r[wy], ou
wpr désigne la forme de Kéhler de M et [ ] désigne le passage aux classes de cohomologie.
Mais (A A A)?2 = 0 donc aussi [8]? = r?[wy]? = 0. Comme la forme de Kihler wys est
non-dégénérée, on a r = 0, donc [3] = 0 puis [A A A\] = 0. Il existe alors une fonction réelle
g surY telle que A A X =100g. Comme la (1,1)-forme A A X est positive, la fonction g est
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plurisousharmonique sur Y compacte, donc constante. Finalement AA X = 0 d’ou A = 0
et b1 (Y) = 0.

Comme p' : Y — X est étale, Y est encore un quotient hyperbolique complexe compact. On
a donc 1'égalité c2(Y) = 3c2(Y). Comme p’ : Y — M est de degré 2, c2(Y) = 2c2(M) = 6,
donc ¢2(Y) = 18. D’apres la formule de Noether, 1 — h10(Y) + R20(Y) = 1/12(c3(Y) +
c2(Y)) = 2. Comme h*°(Y) = 0, on en déduit bien h%°(Y) = 1. O

L’espace vectoriel complexe H°(Z,€)}) est naturellement un A-module, admettant le A-
module V*.uz ~ V* comme sous-module. Décomposons le A-module H°(Z, 2}) en somme
d’irréductibles al®be@cV*, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels. Comme by (M) = 0
on a encore a = (. Par le méme raisonnement sur les (1,1)-formes qu’au lemme 2.14, on
a aussi b = 0. Finalement H%(Z, Q) ~ ¢V* comme A-module.

En tant que Az-module, V* se décompose en une somme de caractéres x @ x ' dans la
base C.7 & C.7/, avec
r=a) + 3.y,

=) +e By .

Notons 7 I'élément s,, de A ~ S3. En particulier v(7) = 7'.

Lemme 2.15 Supposons ¢ > 1. Alors il eziste une 1-forme holomorphe 8 € H°(Z,Q})
non colinéaire a n, et telle que n. N B = 0.

Preuve :

Choisissons v : V* =~ V' un A-sous-module irréductible de H%(Z,2}) en somme directe
avec V*.uz. Soit il existe un élément S € V' tel que 7, A S = 0 et on a le lemme.
Sinon 1, An, et n, A v, sont deux éléments de H(Z, Kz), non identiquement nulles sur
Z : ny A s’identifie & det puz et est donc non-nulle d’aprés la proposition 2.2, n, A v
est non-nulle par construction. Ces formes sont As-invariantes, elles proviennent donc de
deux 2-formes holomorphes sur le quotient lisse Y = Z/A3. Comme h?Y(Y) = 1 d’apres

le lemme 2.14, il existe un nombre complexe = non-nul tel que 7, A 9 = z(n: A vp).
C’est-a-dire n, A B = 0, avec 3 = n,» — zv,. Comme 7, € V*.uz et vy € V', les 1-formes
7 et B ne sont pas colinéaires. O

Proposition 2.3 H*(Z,Q}) =V*.uy.

Preuve :

Raisonnons par I’absurde et supposons ¢ > 1. D’aprés le lemme précédent, il existe une
1-forme 8 € H°(Z, le) non-colinéaire a 7, et telle que n; A f = 0. D’apres le théoreme
de Castelnuovo-DeFranchis, il existe une courbe algébrique lisse 3 de genre g > 2, une
1-forme holomorphe § de H’(3, Kx) et un morphisme p; : Z—. tels que 7, = pid. Soit
p2 : Z—% le morphisme défini par po = p; o«y. On a I'égalité de 1-formes 7 = p3d.
Par la fonctorialité de la construction, le groupe A = S3 agit naturellement sur ¥ x X (le
sous-groupe As préservant globalement chacun des des facteurs et 7 les interchangeant)
et 'application p; X pg : Z—X X X est S3-équivariante.
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Comme detuy € H°(Z,Kz) est non identiquement nul d’aprés la proposition 2.2, le
morphisme p; X pg : Z—3 X X est d'image de dimension 2 donc surjectif. Par ailleurs si
C désigne une courbe de Z contractée en un point par le morphisme p; X po, les 1-formes
n. et n. sont nulles le long de C. Mais alors I'application fo : C—X est constante :
contradiction au lemme 2.6. Donc p; X pa ne contracte aucune courbe. Finalement, py X ps :
Z—3 X % est un revétement ramifié. On notera d le degré de ce revétement.

Notons @ le diviseur canonique [§] de ¥ défini par les zéros de la 1-forme holomorphe 4.
Notons C (respectivement C’) le diviseur pi@ de Z (respectivement p5@). Comme 7 et
7' sont vecteurs propres pour Az et sont permutés par «, le diviseur effectif C + C’ est
invariant sous I’action du groupe de revétement A. Il est donc de la forme C + C' = p*E,
ou F désigne un diviseur effectif de M. Comme det iz = 1, A 5,7, la 2-forme holomorphe
det pz s’annule le long de C (resp. C') au méme ordre que 7, (resp. 7,7). En particulier
on a l'inégalité de diviseurs effectifs C + C' < Dz. Comme det uz = p*(det uas), on en
déduit I'inégalité de diviseurs effectifs ¥ < Dj,.

Comme les composantes irréductibles de C (resp. C') sont des fibres de p; : Z—%
(resp. po : Z—3), les produits d’intersection C.C' et C'.C' sont nuls. D’ou 'égalité
(C+C".(C+C") =2C.C'". Comme C = piQ, on a aussi C = (p; X p2)*(Q x X). De méme
C' = (p1 X p2)*(X x Q). Finalement :

C.C" = (p1 % p2) (Q X D)-(p1 X p2) (B x Q) = (@ x D)(T % Q) ,

ou le produit d’intersection du terme de droite est pris dans ¥ x 3. Mais (Q X 2).(¥x Q) =
(deg Q)?. Comme @ est un diviseur canonique sur ¥, deg Q = 2g — 2, o1 g > 2 désigne le
genre de Y. Finalement :

(C+CN.(C+C")=8d(g—1)* .

Notons alors [ un générateur positif du groupe de Picard PicM (modulo torsion) et [z son
tiré en arriere & Z. Comme le diviseur F est effectif, le fibré en droite L associé & F s’écrit
I ® Pur, ou Py désigne un fibré de torsion sur M et r est un entier strictement positif.
Comme M est un “faux P2C”, d’aprés la remarque 3 de Pintroduction on a 7.0y = 1.
Comme E < Dj; et comme le fibré associé au diviseur Djy; est Ky, on en déduit 1 <
r < 3. L’autointersection E.E = r2(Ip.lar) = 2 vaut alors 1, 4 ou 9. Le revétement étale
p: Z—M est d’ordre 6, donc (C + C").(C+C') = p*E.p*E = 672 vaut 6, 24 ou 54. Mais
8 divise (C + C").(C + C"), qui vaut donc 24. D’ou d(g — 1)2 = 3, donc g = 2, d = 3 et
r=2.

Remarquons que I'action de S5 sur 3 X ¥ est engendrée par des pseudo-réflexions : I'in-
volution 7 échangeant les deux facteurs et les deux involutions similaires dont les points
fixes sont les graphes dans ¥ x ¥ de a et a?, o1 a est un générateur de I’action de Az sur le
premier facteur. En particulier d’aprés un théoréme de Chevalley le quotient (X x £)/S3
est lisse.
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Considérons alors 'application quotient ¢ : M— (X% X)/S3 entre surfaces complexes lisses
déduite de p; X py. Comme M est un “faux P2C” le quotient (X x X)/S3 a aussi ’homologie
de P2C. Le degré de toute application entre deux surfaces lisses ayant ’homologie de P2C
est évidemment un carré. Donc ’application ¢ a pour degré un carré. Mais ce degré est
aussi le degré de p1 X po : Z—3 x 3, c’est-a-dire 3 d’aprés ce qui précéde : contradiction.
Ce qui acheve la preuve de la proposition 2.3. O

Preuve du théoréme 6 :

Rappelons qu’on procéde par ’absurde en supposant p : w1 (M)— PGL(3, k) non bornée.
D’apres la proposition précédente, la variété d’Albanese A = Alb(Z) = H*(Z,QL)*/H1(Z,Z)
est une alors une surface abélienne. Fixons zy un point de Z et notons 9 : Z— A le mor-
phisme d’Albanese associé a z;. Rappelons que le morphisme 1 associe 4 un point z de N
I'élément 1(2) de A qui & 8 € H°(Z,Q},) associe fzi) B. Rappelons aussi que toute 1-forme
holomorphe 3 sur Z définit une forme linéaire sur I'espace tangent H°(Z, ) en l'identité
e de A et donc une 1-forme holomorphe 8 sur Alb(Z). Bien-stir 8 = 9*(8). On déduit
facilement du lemme 2.6 que le morphisme o : Z— A = Alb(Z) est un revétement ramifié.
On note d le degré de ce revétement.

Remarques : Je ne sais pas s’il peut exister en général des surfaces hyperboliques com-
plexes revétements ramifiés de leur variété d’Albanese.

Comme le morphisme 9 : Z——A est universel pour les morphismes de Z dans les
variétés abéliennes et que le groupe A ~ S3 agit sur Z, il existe une représentation
1977+ A—Aut®f(A) tel que le morphisme 1 est [%/f-équivariant (ot Aut®/f désigne
le groupe des biholomorphismes de la variété A. Le groupe Aut®f(A) est un produit
semi-direct Aut(A) x A, ot Aut(A) désigne le groupe des automorphismes de la variété
abélienne AIbZ. La partie linéaire [ : A—sAut(A) de 1%/ : A— Aut®/f(A) est induite
de T'action linéaire de S5 sur H%(Z,Q,)* c’est-a-dire sur V. On en déduit que I’action
1%7f de S3 est par pseudo-réflexions, qu’elle fixe un point de A, puis que quitte a changer
le point base zy de I'application d’Albanese on peut supposer que l'action de S3 sur A
est linéaire. On montre facilement qu’une surface abélienne admettant S3 comme groupe
d’automorphisme est isogene & un produit £ x E, ou E désigne une courbe elliptique.
D’apres Fujiki [7, Table 11 p.51 cas 12,12’, réferrant a la Table 8 p.47 cas 2,2’] on a en fait
I'un des cas suivants :

Cas 1 (resp. 1') : la surface abélienne A est isomorphe au produit E X E (resp. au quotient
(E x E)/Zs, ou le groupe cyclique Z3 agit diagonalement via un point de 3-torsion de E),
et Paction de S3 sur £ X F est induite de son action par permutation des facteurs dans
E x E x E préservant la surface E X E d’equation z +y + z = 0 dans E x E x E (cette
action commute & Paction de Zs et passe donc au quotient sur (E x E)/Zs3).

Cas 2 (respectivement 2') : la surface abélienne A est toujours isomorphe au produit
E x E (resp. au quotient (E x E)/Zs), mais cette fois les 3 réflexions élémentaires de
S3 ont comme ensemble de points fixes dans leur action sur F x F le premier facteur, le
second, et la courbe elliptique d’équation x + y = 0 dans F x FE respectivement.

27



Rappelons que Ry = {ai1,a2,a3} désigne ’ensemble des racines positives de R. De la
description de A on déduit aussitét que les feuilletages holomorphes de A définis par les
1-formes holomorphes 7., i = 1,2, 3, sont & feuilles fermées (des courbes elliptiques).

Lemme 2.16 Pour ¢« = 1,2,3 soit E; C Z wune courbe elliptique feuille générique du
feuilletage défini par la 1-forme holomorphe 7,,.. Alors sa préimage C; = Y~ E;) C Z est
irréductible (lisse).

Preuve :

Comme le feuilletage de A défini par 7, est a feuilles fermées, le feuilletage F; de Z
défini par 74, aussi. Notons A; : Z—X la fibration a fibre connexe définie par ce feuille-
tage (les feuilletages F; sont permutés par 1'action de S3 donc la courbe projective X est
indépendante de ¢ = 1,2, 3). L’application A; X Ay : Z—¥. X X est évidemment surjective.
Comme h'(Z) = 2 la courbe ¥ est nécessairement elliptique. Par universalité de I’appli-
cation d’Albanese 'application \; x Ao factorise via 1 : Z—s A. Mais alors C; = ¢~ (E1)
n’est autre que la fibre générique de A1, donc irréductible (lisse). O

L’orbite de E; sous S3 est réunion de trois courbes elliptiques E1 UE>UE3 de A se coupant
deux a deux et d’intersection commune F; N Ey; N E3 = () (dés que E; ne contient pas un
point de A fixe sous le sous-groupe A3 de S3). Comme I'application 9 : Z—A est Ss3-
équivariante, la S3-orbite de C dans Z s’identifie & la réunion Cy UCoUCj3, oli chacune des
courbes C; = 9~ (E;) est irréductible d’apres le lemme précédent. Notons C I'image dans
M de C; via le revétement étale p : Z— M. Comme d’apres ’hypothese () le diviseur
C est ample, la préimage p 1 (C) = C; U Cy U C3 est connexe. Comme ’action de S3 sur
Z est sans point fixe, on montre facilement que tout point d’intersection de deux courbes
distinctes parmi les Cj, 1 = 1,2, 3, est nécessairement dans l'intersection C; N Cy N Cs.
Contradiction & F1 N Ey N E3 = (. Ce qui achéve la preuve du théoréme 6. O

3 Représentations archimédiennes.

3.1 Variations complexes de structures de Hodge

Dans ce paragraphe on rappelle les définitions et les résultats de théorie de Hodge qui
nous seront utiles. On pourra consulter [29]. Commencons par la

Définition : Soit M une variété analytique complexe (lisse). Une variation complexe
de structure de Hodge sur M est la donnée d’'un systéme local complexe H sur M (de
rang fini) et d’une décomposition C* de H = Oy Q¢ H en somme directe de sous-fibrés
complexes H = P, .7 H" telle que :

1. pour tout couple d’entiers (p, q), le fibré @,.-,, H" définit un sous-fibré holomorphe F?
de H et ®r<—q H" un sous-fibré antiholomorphe 7.

2. si V désigne la connexion plate associée a H, V vérifie la condition de transversalité de
Griffiths : V(FP) C Q! ®0,, FP~L et V(FY) c Q' @0, F* '

Une polarisation de la variation complexe H est une forme hermitienne plate A sur H
rendant la décomposition de Hodge H = @ H" orthogonale et telle que (—1)"h est définie

r>p
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positive sur H".

Spécialisons la définition précédente au cas ou M est réduite a un point : une struc-
ture de Hodge complexe sur un espace vectoriel complexe H est une décomposition
H = @, .7 H"; une polarisation est une forme hermitienne h sur H pour laquelle cette
décomposition est orthogonale et telle que (—1)"h est définie positive sur H” ; ses nombres
de Hodge sont les h" = dim H".

Soit H un espace vectoriel complexe de dimension finie, (h") une famille d’entiers > 0
avec ». h" = dimH et h une forme hermitienne sur H de signature ) (—1)"A". On
notera D(H, h,(h™)) ou simplement D I’espace des structures de Hodge complexes sur H,
de nombres de Hodge h", polarisées par h. L’application qui & un point de D associe la
filtration de Hodge de H par les FP = EBT>p H" est une injection de D dans une variété
de drapeaux D de H (il suffit de remarquer que F! = ) H" est le h-orthogonal de

F~ttl et que H' = F'NF ).

r<—q

Notons G le groupe unitaire U(H,h). On a alors G ~ U(p,q), o p = > .., h" et
qg = Z”-mpair h", et Go¢ ~ GL(H). On vérifie facilement que le groupe G (resp. G¢)
agit transitivement sur D (resp. D). Fixons un point dy de D correspondant 4 une
décomposition H = € H", le stabilisateur de ce point dans G (resp. G¢) est le sous-
groupe compact V' = [[. U(H", hjg+) (resp. le sous-groupe parabolique ) fixant la filtra-
tion (FP)). Le radical de Levi de @ est le complexifié Vi de V et la structure complexe de
D est induite du plongement ouvert de la G-orbite

D=G/V < D=0Gc/Q .

En chaque point (FP) de D, I'algebre de Lie gc ~ EndH de G¢ hérite d’une filtration
FPgc = {f € gc /f(F?) C F"*P}. L’espace tangent holomorphe en ce point s’identifie
4 gc/F°(gc) et hérite de la filtration image de celle de gc. On notera I(D) le sous-fibré
holomorphe F~(T'D) de TD et I(D) sa restriction & D. Notons q I'algébre de Lie de @Q,
elle s’identifie & la filtration F°(gc) en do. En particulier le fibré TD s’identifie au fibré

Gc-équivariant Gc X gc/q et le fibré I(D) au fibré Gc-équivariant G xgo F1(gc)/9.
Par application du principe de monodromie on obtient alors la définition équivalente :

Définition : Soit M une variété analytique complexe lisse de groupe fondamental 71 (M)
et de revétement universel M. Une variation complexe polarisée de structure de Hodge
sur M est la donnée d’une représentation, dite représentation de Hodge, p : m(M)—G
et d’une application holomorphe p-équivariante f : M—D = G/V telle que df (TM) C
I(D).

Remarques : La condition df (TM) C I(D) équivaut & la condition 2. de la définition
précédente.

Rappelons qu'un fibré de Higgs sur M est un fibré holomorphe £ muni d’une section
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6 € H°(End(E)®},) telle que A0 = 0. Supposons dorénavant M kihlérienne compacte.
Dans [29], Simpson identifie (par un homéomorphisme) ’espace de module M g (N) des
représentations de I'" & valeur dans GL(N,C) & l'espace de module Mp,; des fibrés de
Higgs semi-stables de rang N & classes de Chern nulles sur M. Cet espace de module est
naturellement muni d’une C*-action (définie par ¢ : (E,§)—(FE,t.60)) dont les points fixes
correspondent 3 des variations de structure de Hodge sur M. Simpson montre ainsi le
résultat fondamental ([29, p.44, p.46)) :

Théoréme 9 (Simpson) Soit M une variété kihlérienne compacte, N un entier positif
et p : m(M)—GL(N,C) une représentation de mi(M). Alors il existe une représen-
tation de Hodge p' : m(M)—GL(N,C) et un chemin continu p; : 71(M)—GL(N,C),
t € [0,1], de représentations reliant pg = p a p1 = p'. De plus, si p est semi-simple,
Uadhérence de Zariski py(m1(M)) est constante égale a l’adhérence de Zariski p(mi(M)).
Enfin ’adhérence de Zariski réelle pt(wl(M))Ted est une forme réelle de p(m1(M)) et c’est
un groupe de Hodge.

3.2 Géométrie de D =G/V

Pour une étude générale des domaines de Griffiths (i.e. d’une G-orbite ouverte dans I’espace
homogéne complexe compact G¢/Q, ou G désigne un groupe de Lie réel semi-simple, G¢
son complexifié et () un sous-groupe parabolique de G¢), on consultera [9]. Etant donné
un domaine de Griffiths G/V, on notera K l'unique sous-groupe compact maximal de G
contenant V et 7 : D = G/V—X = G/K la fibration sur ’espace symétrique associé.
Comme on étudie le cas des représentations & valeur dans PGL(n + 1,C) et que toute
forme réelle de PGL(n + 1,C) de type Hodge est un G = PU(p,q), p+q = n + 1,
on se restreint au cas ou D = D(H,h,(h")) = G/V désigne ’espace des structures de
Hodge complexes sur H, de nombres de Hodge (h"), polarisées par h; G = PU(p,q) et
K = P(U(p) xU(q)). Une particularité de ce domaine parmi les domaines de Griffiths est
que l'espace symétrique X ~ PU(p,q)/P(U(p) x U(q)) est lui aussi muni d’une structure
complexe G-homogene.

3.2.1 La projection 7: D—X

Commencons par poser les notations nécessaires. Pour tout sous-groupe L de G, on notera
[ son algebre de Lie, I¢ son algébre de Lie complexifiée. On désigne par o (resp. 7) la
conjugaison de g¢ par rapport a la forme réelle g (resp. €) et § = o7 = 70 la complexifiée
de l'involution de Cartan de g associée a €. On notera gc = €c @ pc (resp. gc = ve @ ne)
la décomposition de gc associée & €c (resp. & vc). En particulier # vaut 1 sur &c et —1
sur pc. De fagon explicite, on notera HT (resp. H ) la somme directe @y poirH" (resp.
©r impair H") €t J I'endomorphisme de H = @, .7 H" diagonal par bloc et valant (—1)"Id
sur H". On a alors les identifications :

gc = gl(H), - -

VX € g¢, o(X)=—-J!X.Jet 7(X) = -1X,

g={X€gc, o(X)=X}ett={X €gc, 7(X) =X},

tc = End(H') ® End(H™) et vc = @®;End(H"),
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pc =Hom(H",H™)® Hom(H~,H") et nc = ®;z;Hom(H*, HY).

Rappelons alors le lemme bien connu suivant :

Lemme 3.1 Soit G un groupe de Lie et L un sous-groupe de Lie de G. L’ensemble des
structures complexes G-invariantes sur l’espace homogéne G/L est en bijection avec les
sous-algébres q de gc telles que :

l.lcCqget AdV qg=1q.

2. qNo(q) =g, ou o désigne la conjugaison de gc par rapport a la forme réelle g.

3. dimg q/lc = 1 dimg g/1.

Ainsi la structure holomorphe de D est définie par la sous-algebre parabolique q de gc,
q = @,-SjHom(Hi,Hj). De méme, ’espace symétrique X admet une structure com-
plexe G-homogene, unique & conjugaison pres, définie par la sous-algébre parabolique
maximale (mqr = End(HY) @ Hom(H, H™) de gc (resp. par sa conjuguée o(qmaz) =
End(H™) @ Hom(H,H™")). On notera n¢ = ny @ o(n;) la décomposition associée a
g =bc®o(nyg) et pc = ps @ o(py) celle associée & qar = e @ o(p+). Explicitement :
ny = ®;s;Hom(H, H’) et p, = Hom(H,H™).

On a alors la

Proposition 3.1 Si D est muni de la structure holomorphe définie par la sous-algébre
parabolique q de gc, et X de l'une de ses deux structures holomorphes, la fibration  :
D—X n’est holomorphe que si D = X

Preuve :

Le fibré tangent holomorphe & D (resp. & X) s’identifie & la restriction & D (resp. a X)
du fibré Gc-homogene G¢ X ny (resp. Ge X Q. P+)- 11 suffit de remarquer que n; n’est
pas contenu dans p, (ou o(py)), sauf si D = X. O

Remarques : En particulier la proposition 2.5 de [32] est fausse : sur D il existe bien une
structure complexe G-homogene rendant la projection m holomorphe, mais ¢a n’est jamais
celle paramétrant les variations de structure de Hodge de type (h"), sauf si D = X.

3.2.2 Les fibrés T}, D et I(D)

Pour un domaine de Griffiths D quelconque, la décomposition de V-modules n; ~ gc/q =
tc/(tcNq)®pc/(pcNq) induit une décomposition T'D = T, D @ Thor D du fibré tangent ho-
lomorphe en somme directe de deux fibrés C*°, appelés fibré tangent vertical et fibré tangent
horizontal respectivement. Dans notre cas notons s, = gcMny = @i>j,i+jpairH0m(Hi, HY)
et my = pc NNy = D>, itjimpair Hom(H®, H7), ce sont naturellement des sous-q-modules
de ni et np =s; @ my. En tant que V-modules, s, et ny sont isomorphes a tc/(¢c N q)
et pc/(pc N q) respectivement. Ainsi les fibrés T,D et Th, D sont munis d’une struc-
ture holomorphe G-équivariante, en tant que restrictions & D des fibrés holomorphes G¢-
équivariants G¢ X s+ et G X g m4 respectivement. D’ou le

Lemme 3.2 La décomposition TD = Ty,D & Ty, D est holomorphe.
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Remarques : Pour un domaine de Griffiths quelconque, T, D est toujours un sous-fibré
holomorphe de T'D alors que T}, D ne ’est pas en général [9, p.261].

Enfin on notera i le sous-q-module @&; Hom(H*!, H*) de m . Il s’identifie & F~!(gc)/q
et le fibré I(D) n’est autre que le sous-fibré holomorphe de T}, D restriction & D du fibré
holomorphe G¢-équivariant G¢ X ¢ i4.

Intéressons nous aux propriétés métrique de la fibration 7 : D— X. Etant donné un fibré
holomorphe F' sur une variété complexe Y, on regardera une métrique hermitienne sur F’
comme une forme symétrique complexe h sur F @ F telle que
a) h(z,y) =0 si z et y sont de méme type.
b) Vz,y € F, h(z,y) = h(y,Z).
On munit alors les fibrés T, D, Ty, D et T X de métriques hermitiennes G-invariantes en
définissant sur les espaces tangents complexifiés respectifs s¢, mc et pc aux points bases
respectifs eV, eV et eK les formes bilinéaires complexes

VI, y € s¢, ho(z,y) = —B(z,y),

Y,y € mc, hhor(7,y) = B(z,y),

an Y € e, hX(.’I»', y) = B(J}, y)

Remarques : On vérifie facilement les conditions d’hermicianité. Remarquons que sur
gc = gl(H), le produit de Killing B(z,y) est de la forme X\.Tr(xzy), ou A est un réel.

a) Si z,y € np = s, ®my, z et y et donc aussi leur produit zy sont des matrices
avec des blocs non-nuls uniquement strictement au-dessus de la diagonale; en particulier
Tr(zy) = 0 et donc aussi B(z,y) = 0. Donc h, et hp, s’annulent sur des vecteurs de
méme type. Si x,y € p4, la métrique définie est 1'usuelle métrique kihlérienne de I'espace
symétrique hermitien X.

b) Sur g¢ la conjugaison est donnée par o. En utilisant expression de B comme trace,
on en déduit aussitét B(z,0(y)) = B(y,o(x)).

La définition de hy,, implique aussitot le

Lemme 3.3 7m*hx = hpor.

On notera wpe, la (1,1)-forme semipositive associée & la métrique hermitienne hy,e sur
ThorD, d’apres le lemme précédent wpor = 7*wx, ol wx désigne la forme kahlérienne de
X. En particulier wy,, est fermée.

3.3 Structure des représentations de Hodge
Commencons par la

Proposition 3.2 Soit M une variété kahlérienne compacte de dimension complexe n et
supposons que NS(M,Q) = Q. Soit f : M—D = G/V wune variation compleze de struc-
ture de Hodge sur M, de représentation de Hodge associée p : m(M)—G = PU(p,q).
Alors f est génériquement une immersion holomorphe, ou constante.

Preuve :
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La forme de type (1,1) semi-positive wpor est la forme de courbure du fibré holomorphe
hermitien A™%T},,.D, en particulier f*wpe, est fermée et [f*wpor] € NS(M,Q). Comme
NS(M,Q) = Q, il existe un nombre réel r positif ou nul tel que [f*wpor| = r-[war], oW wis
désigne la forme de Kéahler de M. Supposons que f n’est pas génériquement immersive.
Par définition, la forme f*w s’annule alors sur M, donc 0 = [ M f*_wgor =7 [ W
D’ou r = 0, et il existe une fonction réelle ¢ sur M telle que f*wpor = 100¢. Comme f*wpop
est semi-positive, ¢ est plurisousharmonique, donc constante sur M compacte. Finalement
f*whor = 0 et f est constante. O

Corollaire 2 Soit n la dimension compleze de M. Sous les hypothéses de la proposition
précédente, si f : M— D est une variation compleze de structure de Hodge non-constante,
alors le q-module i contient une sous-algébre abélienne complexe de dimension n.

Preuve :

Soit £ un point générique de M, notons aj I'image df, (TM ), qui s’identifie naturellement
a un sous-espace vectoriel complexe de iy. D’aprés la proposition précédente, a, est de
dimension complexe n. Le calcul de courbure de [4, theor. 2.2] implique que a; est une
sous-algebre abélienne de i. 0

Corollaire 3 Soit M une variété kahlérienne compacte de dimension compleze n et suppo-
sons que NS(M,Q) = Q. Soit p : m(M)—G = PU(p,q), p+q = n+1, une représentation
de Hodge associée ad la variation de structure de Hodge f : M—D. 5i 2 < n < 4, alors
D=X.

Preuve :

Pour 2 < n < 4, on vérifie facilement que iy ne contient de sous-algebre abélienne de
dimension n que si my = p4, i.e D = X. Pour n = 5, ce n’est plus le cas : pour G =
PU(3,3) et V=P(U(1)xU(3)xU(2)), 'espace vectoriel i, est ’espace de matrices de la

* * *
* X
* * . . N 1. . . .
forme . » |quicontient la sous-algebre abélienne de dimension 5 des matrices
* 0 0
0
de la forme : j: . O

Proposition 3.3 1. Soit M une surface compleze projective lisse vérifiant la condition ().
Soit p: m(M)—G = PU(p,q), p + q = 3, une représentation de Hodge. Alors ou bien
p est unitaire, ou bien l’image de p est contenue dans un conjugué de PU(2,1) dans
PGL(3,C) et il existe une application holomorphe p-équivariante f : M—>H(2C geéneéri-
quement 1mmersive.

2. Dans ce dernier cas, si de plus M est un quotient hyperbolique compleze F\H?C (avec

r& PU(2,1) un réseau cocompact sans torsion de PU(2,1)) et si M vérifie la condi-
tion (xx), alors la représentation p est conjuguée a la représentation py.
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Preuve :

D’apres les résultats précédents, la variation complexe de structure de Hodge associée a
p est constante (auquel cas p est unitaire), ou une application holomorphe génériquement
immersive f : M —HZ. Pour le point 2., on conclut comme Wang [32] que f est une
isométrie : d’une part la classe [f*w] s’écrit r.[w|, ou 7 désigne un entier positif. Il existe
donc une fonction ¢ sur M telle que f*w = r.w + i00¢4. D’autre part f*w < w d’apres le
lemme de Schwarz, d’ot1 i00¢ < (1 — r)w < 0 et la fonction ¢ est plurisousharmonique.
Comme la variété M est compacte la fonction ¢ est constante, d’ou » = 1 puis f*w = w.
Donc f est une isométrie et la représentation p : '—>PGL(3,C) est conjuguée a la

représentation standard pyp. 0

3.4 Rigidité archimédienne

Preuve du théoréme 7 :

Soit M une surface complexe projective lisse vérifiant la condition (*). Soit p : w1 (M)—>
PGL(3,C) une représentation d’image A = p(m(M)) Zariski-dense. D’apres le théoréme 9
de Simpson, la représentation p se déforme en une représentation de Hodge, qui vérifie
alors les conclusions de la proposition 3.3. Ceci démontre le point 1. du théoréme. Pour
démontrer le point 2., il suffit en vertu de la méme proposition de remarquer que pour un
réseau T &5 PU(2,1) lareprésentation standard pg est rigide dans Hom(m (M), PGL(3,C))-
//PGL(3,C) (théoréme de rigidité locale de Weil). Reste & montrer le point 3. Soit alors M
un “faux P2C. Identifions PGL(3) & sa réalisation Ad GL(3) C GL(sl(3)) En particulier
pour tout élément g de PGL(3,C) on notera Trg le nombre complexe TrAd g.

Lemme 3.4 Tout élément g € A a pour trace un nombre compleze algébrique.

Preuve :

Notons L le corps engendré par les entrées des matrices de A dans PGL(3,C). Comme T
est un groupe de type fini, A également et L est donc une extension de type fini de Q. Soit
o : L—>1 un plongement de L dans un corps local non-archimédien [, la représentation
o o p est encore d’image Zariski-dense. D’aprés le théoréme 5, le groupe o(A) est donc
relativement compact dans PGL(3,1). En particulier pour tout élément g de A, les valeurs
propres (dans une extension finie I’ de [) de I'élément o(g) de PGL(3,1) sont de norme
1 pour la norme | |y extension naturelle & !’ de la norme | |; de [. Donc |o(trg)|; =

tr(o(g)l <1 (1)

Soit alors g € A avec trg € L transcendant sur Q. Comme tout corps local [ de ca-
ractéristique 0 est de degré de transcendance infini sur Q, que I’ensemble des éléments
transcendants de [ n’est pas borné, et que L est de type fini, pour tout ¢ > 0 on peut trou-
ver un plongement ¢ : L—[ dans un corps local [ tel que |o(trg)|; > ¢, ce qui contredit
(1). Donc trg est algébrique. O

Lemme 3.5 La représentation p est conjuguée dans PGL(3,C) a une représentation p' :
I'—PGL(3,Q), ou Q désigne le corps des nombres complexes algébriques.

Preuve :
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Il suffit de montrer qu’il existe une représentation fidéle = : PGL(3,C)—GL(m,C)
telle que m(A) C GL(m,Q), ot Q désigne le corps des nombres complexes algébriques.
C’est I’analogue du lemme 6.1.7 de [33, p.118]. On considére le PGL(3,C)-module E
de dimension finie, sous-module engendré par la fonction trace de I'algébre de fonctions
C[PGL(3)] (munie de l’action induite par translation & droite de PGL(3,C) sur lui-
méme). La représentation 7 : PGL(3,C)—GL(E) est évidemment fidele et fournit la
représentation cherchée : la preuve est identique a celle de Zimmer, qui n’utilise que la
Zariski-densité de A. O

Proposition 3.4 Supposons que M = I'\HZ est un “fauz P2C” et p : T—PGL(3,C)
est une représentation Zariski-dense. Alors la représentation p est rigide dans [’espace
Hom(T',PGL(3,C))/PGL(3,C).

Preuve :

Soit py : '—PGL(3,C), t € [0, 1], une famille continue & un parametre de représentations
de I" avec p, = p. Comme la représentations p est d’image Zariski-dense, on peut supposer
que les représentations p; le sont. D’apres le lemme précédent, il existe une famille continue
a un paramétre (M;) de matrices de PGL(3,C) et une famille continue & un parameétre
o} : T—PGL(3,Q) de représentations d’images Zariski-denses dans PGL(3, C) telles que
pr = Mt.pi.Mt_l. Comme Q muni de la topologie induite de C est totalement discontinu,

la famille (p}) est constante égale & pg. Donc p; = My.py.M; " et le résultat. O

La proposition 3.4 implique, si M est un “faux P2C”, que toute représentation p :
I'—PGL(3,C) Zariski-dense est de Hodge, donc standard d’aprés la proposition 3.3.
Ce qui acheve la preuve du point 3. O

4 Arithméticité

Preuve du théoréme 3 :

Identifions le groupe PU(2,1) & sa réalisation linéaire AdSU(2,1). Soit T &8 PU(2,1)
vérifiant les hypothéses du théoreme 3. Soit alors L le corps engendré par les entrées
de T dans PU(2,1) et ¢ : L—>{ un plongement de L dans un corps local I. Si [ est
non-archimédien, remarquons que quitte & prendre une extension finie I’ de [ le groupe
“PU(2,1) est [-isomorphe & PGL(3). Le théoréme 5 appliqué & la représentation 7pq :
'—?PU(2,1)(!) implique alors que le morphisme ?(pg) : '—PU(2,1)(l) est standard.
Si [ est archimédien, le théoreme 6, 3., affirme que p est standard. D’apres le théoreme 1
de Margulis, le réseau I' de PU(2,1)(RR) est donc arithmétique. O
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