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1. Ubungsblatt

1. Esseien X und Y reellwertige Zufallsvariablen, E [|X ]2] < oo. Die gemeinsame
Verteilung von X und Y méoge die Dichte fX beziiglich des Lebesgue-MaBes
besitzen.

Man bezeichnet vy
fX\Y:y(x) — f (:B,y)
[ f(zy)dz

als bedingte Dichte von X, gegeben Y = y.

a) Betrachte die messbare, reellwertige Funktion

g@w:/EP“E%mdm

Zeige, dass g(Y) die definierenden Eigenschaften der bedingten Erwar-
tung von X, gegeben Y, erfiillt. Es gilt also g(Y') = E[X|Y].

b) X und Y mogen gemeinsam normalverteilt sein mit Parametern ¥ und
. Gib die bedingte Erwartung von X, gegeben Y = y, explizit an.

2. Es seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen, E[| X|] < co. X und Y mégen
gemeinsam verteilt sein gemif einer Dichte f*Y. m(y) heiBt ein bedingter
Median von X, gegeben 'Y =y, falls m(y) ein Median der bedingten Verteilung
von X, gegeben Y = y ist, falls also gilt:

00 m(y)
[ P de =12 wd [ Y@ =172,
m(y) %

Zeige, dass die Zufallsvariable m(Y") die Minimalitédtseigenschaft

E[X —m(¥)]] = nfE[X — ()]
besitzt, wobei das Infimum iiber allen reellwertigen, messbaren Funktionen A
betrachtet wird.

3. Ist A € R"* dann nennt man B € R*¥*" eine Moore-Penrose-Inverse von A,
wenn gilt:

e ABA=Aund BAB = B,
e AB und BA sind symmetrisch.



(a) Sei k < nund A € R™¥ eine Matrix mit vollem Rang k. Zeige, dass AT A
invertierbar ist und dass (AT A)"'AT eine Moore-Penrose-Inverse von A
ist.

(b) Sei A € R™* und b € R". Sei At eine Moore-Penrose-Inverse von A.
Zeige: Wenn das Gleichungssystem Az = b 16sbar ist, dann ist A*b eine
Losung und hat unter allen Lésungen die kleinste euklidische Norm.

4. Bei acht Absolventen werden anhand einer Befragung die Studiendauer und
das Einstiegsgehalt (in 1000€) ermittelt:

Studiendauer x; ‘10 9 11 9 11 12 10 11
EinstiegsgehaltYi‘SB 35 34 36 41 39 40 38

(a) Modelliere dies als ein lineares Modell und bestimme die Regressionsge-
rade. Zeichne Messwerte und Regressionsgerade in ein geeignetes Koor-
dinatensystem ein.

(b) Es stellt sich heraus, dass die ersten Vier ein anderes Fach studiert haben
als die anderen Vier. Bestimme die Regressionsgraden fiir beide Studi-
enficher getrennt und zeichne sie ein.

(c) Wie erkldren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse in (a) und (b)?

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, den 26.04.11.



Mathematische Statistik
Sommersemester 2011
Humboldt-Universitat zu Berlin

Prof. Dr. Markus Reif3
Dipl. Math. Johanna Kappus

1.

4.

2. Ubungsblatt

Formuliere und beweise den Satz von Gaufl-Markov fiir das lineare Modell mit
allgemeiner Kovarianzmatrix > > 0.

. Beweise fiir Entscheidungsregeln p basierend auf einem statistischen Experi-

ment (X, F, (Py)gee) mit Verlustfunktion I:

a) Ist p minimax und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimax-Regel
p
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuléssig.

(b) Ist p zuldssig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimax.

(c) Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. m) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zulissig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7), so ist p zulssig, falls (i) Rr(p) < oc;
(ii) fur jede nichtleere offene Menge U in © gilt w(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p/ mit R:(p') < R(p) ist 6 — R(0, p') stetig.

. Eine Krankheit kommt bei ca. 0,1% der Bevélkerung vor. Ein Test zur Er-

kennung der Krankheit fithrt bei 97% der Kranken, aber auch bei 2% der
Gesunden zu einer Reaktion. Auf Grund des Tests wird eine Person als krank
bzw. gesund klassifiziert. Mit £o > 0 (bzw. ¢; > 0) werde der Verlust bei der
Klassifizierung krank (bzw. gesund) eines gesunden (bzw. kranken) Patienten
bewertet. Formuliere dies als Bayessches Entscheidungsproblem und gib eine
Bayes-optimale Entscheidungsregel in Abhéngigkeit von £y, £1 an.

a) Essei Y gemifl dem Modell
Y=p+e

verteilt mit 4 € R™ und unabhingigen, N(0, 0?)-verteilten Fehlern.
Man betrachtet den Kleinste-Quadrate-Schiitzer 3 im misspezifizierten
linearen Modell
Y=XB+¢
mit X € R™P 3 € RP.
Zeige fur den Vorhersagefehler die Darstellung

E|I1X8 = ] = [(Ba — TLx)uf? + po?.



b) Es sei Y verteilt geméfl
Y; :ao—i—alxi—i—agx?—i—ei, =1, ,n.
Man betrachtet den Kleinste-Quadrate-Schéitzer im Modell
Yi=ay+a1x; +¢;, 0 =1,--- ,n.

Bestimme den Vorhersagefehler.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, den 03.05.11.
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3. Ubungsblatt

1. Die Beta-Verteilung B(a,b) auf [0, 1] ist gegeben durch die Dichte

Fla+b) . b—1
= ——F 1-— 0,1
fa,b(x) I‘(a)F(b)x ( :U) , T E ( ) )7
wobei a,b > 0 und I' die Gamma-Funktion bezeichnet. B(a,b) hat Erwar-
tungswert p,p = ;95 und Varianz ag?b = Wgﬂﬂrl)'

(a) Skizziere f, 4 fiir (a,b) € {0.5;1;10}? (Computereinsatz gestattet).

(b) Es sei eine Bin(n, p)-verteilte math. Stichprobe X gegeben, wobei n > 1
bekannt ist sowie p gemidfl B(a,b) a priori verteilt ist. Zeige, daf die
bedingte Dichte von p gegeben X = z zur Beta-Verteilung B(a + z,b +
n — x) gehort.

(¢) Schliefe, dass der Bayesschitzer unter quadratischem Risiko gegeben ist
durch p,p, = %. Bestimme sein quadratisches Risiko als Funktion von
p und sein zugehodriges Bayesrisiko.

2. Gegeben sei das gewohnliche lineare Modell Y = X3 + ¢ mit der Kovari-
anzmatrix ¥ = 0?E,. In der ridge regression verwendet man den Schitzer
By = (XTX +a?E,) ' X TY. Die a-priori-Verteilung 7 von 3 sei eine zentrier-
te Normalverteilung mit Varianz n?Ej,. Zeige: Fiir quadratisches Risiko ist der
Bayes-optimale Schétzer Bﬂ gleich dem ridge-regression-Schétzer B%

3. Wenn man in die Bayesformel statt einer Dichte fr(#) eine nichtnegative,
messbare Funktion fr(f) einsetzt und frx—,(¢) weiterhin wohldefiniert ist, so
ergibt sich aus der a-posteriori-Verteilung ein verallgemeinerter Bayesschdtzer.
Es sei nun Xy,...,X,, eine N(u, Ey)-verteilte mathematische Stichprobe mit
p € R? unbekannt.

(a) Zeige: X := L3 X, ist ein verallgemeinerter Bayesschétzer von u
zum quadratischen Risiko bzgl. des Lebesguemafles als verallgemeinerter
a-priori- Verteilung.

(b) Berechne den verallgemeinerten Bayesschétzer fi,; zum quadratischen
Risiko fiir d = 1 und fr(0) = 1(4)(0) mit a,b € RU {—00,00}. Zeichne
fip,1 fiir n =1 als Funktion von X.



4. Gegeben sei X ~ N(u,0%E4) mit 0 > 0 bekannt und p € R? unbekannt,.

(a)

Zeige: Soll in einem statistischen Experiment ¢(6) € R? durch § geschiitzt
werden, so gilt die Bias-Varianz-Zerlegung:

Eollg — 9(0)1°] = [Eolg] — g(0)I* + Eo[|g — Eo[g]|"]

Berechne die Bias-Varianz-Zerlegung fiir i, = aX, a € R, und zeige,
— Mg% das quadratische Risiko minimiert, falls p der
wahre Parameter ist.

dass aorakel ;= 1

Wihle R > 0. Weise nach, dass | X|? ein erwartungstreuer Schitzer von
|u|? + o%d ist und setze & = 1 — %.
Var(|X|?), dass Ve > 03K > 0:
K
>

“”H( > Vi

Weise nach, dass Ve > 03K’ > 0:

Schliele durch Berechnen von

X2 |p?+0%d
o2d o2d

)ge, Yd > 1 VYu € R mit |u| < R.

P.(|& — aorakel| > K'd7V?) <€, Vd >1Yu e R? mit |u| < R.

Folgere, dass insbesondere fiir |u| < R die Normen |&— aoyakel| fiir d — 0o
stochastisch gegen 0 konvergieren.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, den 10.05.11
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4. Ubungsblatt

1. a) Esseig:0© — A CRund (0, p) := (9() — p)? der quadratische Verlust.
Zeige: Eine Entscheidungsregel g : X — A mit Eg[g?] < oo und
Eg[g] € g(©) fiir alle # € © ist genau dann unverzerrt, wenn sie erwar-
tungstreu ist.

b) Es sei © = ©pUO; und A = [0, 1].

Zeige: Fiir den Verlust ¢(0,a) = lpale,(f) + l1(1 — a)le,(#) ist eine
Entscheidungsregel p (ein randomisierter Test von Hp : 0 € ©p gegen
Hy : 60 € ©1 ) genau dann unverzerrt, wenn sie zum Niveau « := loil‘ll
unverfilscht ist, d.h.

VO € Op : Eg[p] < o, VO € O1 : Egy[p] > av.

2. Es sei Xi,...,X,, eine N(u,Ey)-verteilte mathematische Stichprobe. Der

James-Stein-Schéitzer mit positivem Gewicht ist definiert als fijg+ = (1 -
n‘%?z, ) +Y. Beweise fiir alle d > 3 und p € R? schrittweise folgenden Risikover-

gleich mit dem klassischen James-Stein-Schéitzer:

Eullisss — ul?] < Epulliass — pl?)-

(a) Die Abschétzung ist korrekt fiir g = 0.

(b) Die Abschitzung folgt aus der Ungleichung E,[1; X;|G|1{g<oy] > O fiir

G:1—nﬁg und alle i = 1,...,d mit p; # 0.

(¢) Fiir a > 0 und p; # 0 gilt E,[p X; | (X:)? = a?] = au; tanh(naw;) >
0. Dies ergibt die Ungleichung in (b) durch Einfiigen einer auf
(X1)?%,...,(Xq)?) bedingten Erwartung.

3. Essei Xq,...,X, eine N(u,1)-verteilte mathematische Stichprobe mit 1 € R
unbekannt.

(a) Gib das zugehorige statistische Experiment auf X = R"™ an und zeige,
dass es vom Produktma8 N(0,1)®" dominiert wird.

(b) Bestimme die Likelihoodfunktion fiir das dominierende Maf in (a). Wel-
cher Wert 1 € R maximiert die Likelihoodfunktion zu gegebenem z € R"
(dies ist der Maximum-Likelihood-Schétzer bei Beobachtung X = x)?

4. Beweise oder widerlege die Aussage, dass folgende Verteilungen Exponential-
familien bilden. Bestimme gegebenenfalls den natiirlichen Parameterraum.



(a) Multinomialverteilung (M (po, - - -, Ps; 1)) o<p<1,5 p=1;
(b) Poissonverteilung (Poiss()))aso;
(c) Gleichmifige Verteilung (U([0, 6]))s>0;

)

(d) Gammaverteilung (I'(a, b)) p>0-

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 17.05.11
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5. Ubungsblatt

1. Ein Physiker untersucht die Radioaktivitit bei zwei verschiedenen Préparaten.
Die unabhéngig gemessene Zahl der Zerfélle in einer Zeiteinheit bei Préaparat 1
sei X1,...,Xm, (m1 Messungen), bei Priaparat 2 Y1,...,Y,,, (ma Messungen).
Gib eine verniinftige Regel an, um zu entscheiden, welches Préparat stérker
radioaktiv ist. Begriinde dazu, weshalb die Annahme einer Poissonverteilung
gerechtfertigt ist, und gib ein Suffizienzargument.

2. Beweise: Es sei (Py)gey eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter-
raum Z C R¥ und Darstellung

Cg?(w) = C(0)h(z) exp((0, T(z))) = h(x) exp((8, T(x)) — A(0)),

wobei A(f) = log ([ h(z)exp((8,T(z)))u(dz)). Ist 6 ein innerer Punkt von
2, so ist die erzeugende Funktion von T, ¢z(s) = EzleT®)], s € R*, in ei-
ner Umgebung der Null wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar. Es gilt
Vg(s) = exp(A(0 + s) — A(0)) fiir alle s mit § + s € 2. Fiir 4,5 = 1,...,k folgt

5 i
Eg[Ti] = §1(0) und Covg(T;, Tj) = 745 (0).

3. Eine suffiziente Statistik T™ heifit minimalsuffizient, wenn es zu jeder suffizi-
enten Statistik 7" eine messbare Funktion h gibt, so dass T* = h(T') Py-f.s. fiir
alle 6 € © gilt. Beweise, dass jede R%wertige, suffiziente und vollstiindige Sta-
tistik minimalsuffizient ist, sofern eine minimalsuffiziente Statistik tiberhaupt
existiert. Gilt die Umkehrung fiir R%-wertige Statistiken?

Hinweis: Man kann zeigen, dass minimalsuffiziente Statistiken fiir dominierte
Experimente auf separablen Messriumen (wie (R?, %ga)) stets existieren.

4. Es sei (B, t > 0) eine Brownsche Bewegung. Es wird X; := 0B, +at mit o > 0
unbekannt und a € R unbekannt zu den n Zeitpunkten h,2h,...,T := nh mit
h > 0 beobachtet.

(a) Bestimme die gemeinsame Verteilung der AXj, := Xgp — Xp—1yp, k €
{1,...,n}.

(b) P, ,2 bezeichne die Verteilung von (AXi,AXs,...,AX,) mit X; :=
0By +at. Bestimme die Likelihoodfunktion beziiglich P 1 und weise nach,
dass (X7, Y p_1(AX})?) eine suffiziente Statistik ist.

(c) Berechne das quadratische Risiko von @ = Xp/T und 6% =
> h_1(AX})?/T und diskutiere jeweils das Verhalten fiir T — oo bei
festem h und fiir h — 0 bei festem 7.



(*d) Simuliere 1000 Realisierungen von X; = B; sowie X; = 0.5B;+4t auf dem
Intervall [0, 1] und bestimme 62 jeweils fiir h € {0.1, 0.01, 10~*} anhand
der Beobachtungen Xj, Xop, ..., X7. Stelle in jedem der sechs Fille die
Verteilung des Schiitzfehlers & — o in einem Histogramm dar. AuBere eine
Vermutung gegen welche Verteilung 6 — o bei richtiger Skalierung fiir
h — 0 konvergiert.

Hinweis: Eine Brownsche Bewegung (B, t > 0) ist durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

(i) es gilt By = 0 und B, ~ N(0,t), t > 0;

(ii) die Inkremente sind stationér und unabhéngig: fiir 0 <t < 1 < -+ < t;, gilt
(Btl — Bt07 e 7Btm - Btmfl) ~ N(O, d1ag(t1 - t(], cee ,tm - tm—l));

(iii) B hat stetige Pfade.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 17.05.2011

(+4P)
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6. Ubungsblatt

1. Essei (X,,) eine zeitlich homogene Markovkette mit Werten in S = {1,--- ,m},
deterministischem Anfangswert Xy = xo und Ubergangswahrscheinlichkeiten
pri = P(Xn41 = 1| X, = k). Man beobachtet X = (Xo, -, X,,) mit (pg)ries
unbekannt.

Zeige, dass Ny = card{n < N : X,, = k, X,,41 = [}, k,l € S suffizient fiir die
unbekannten Ubergangswahrscheinlichkeiten ist. Ist sie auch vollsténdig?

2. Bestimme die Fisher-Informationsmatrix fiir eine N (u, 0?)-verteilte mathema-
tische Stichprobe X7, ... X,, mit unbekannten Werten ;1 € R und o > 0 sowie
fiir X ~ Bin(n, p) mit p € (0, 1) unbekannt und n bekannt. Finde jeweils einen
erwartungstreuen Schitzer fiir p und fiir p, der die Cramér-Rao-Schranke er-
reicht. Finde einen erwartungstreuen Schétzer fiir o2 bei m > 2 Beobachtun-
gen der zumindest asymptotisch fiir m — oo die Cramér-Rao-Schranke erreicht
(bei Reskalierung mit m).

3. Betrachte eine mathematische Stichprobe Xi,...,X,, mit Dichte
fuo@)=0c"1f((x—w)/o), f € CYR), p € R, 0 > 0 (Lokations-Skalen-
Familie). Bestimme die Fisher-Information fiir die Félle, dass (a) f bekannt
und p, o unbekannt sowie (b) f, o bekannt und g unbekannt sind. Unter
welchen Bedingungen an f ist die Fisher-Information fiir ;4 unabhéngig von
der Kenntnis von o7
Hinweis: Zeige fiir eine symmetrische, positiv-definite Matrix A € R¥** dass
(A;)7' < (A7 Yy, 1 < i <k, gilt mit Gleichheit im Fall einer Diagonalmatrix.

4. Es seien P und @Q Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten p und ¢
beziiglich eines dominierenden Mafles u. Der Hellinger-Abstand ist defi-

niert durch H(P,Q) := ([ (\/p — va)*du) Y2 Der Totalvariationsabstand ist
|P—Q|rv := sup |P(A) — Q(A)|. Die Kullback-Leibler- Divergenz ist
AeA

f <log %) dP, falls P < Q

00, sonst

KL(P|Q) = {

a) Essei P~ Q und KL(P|Q) < oo. Zeige, dass

IP— Qv < 1~ exp(~ KL(P|Q)).



b) Zeige fiir Wahrscheinlichkeitsmafie P;, Q;, i = 1,--- , n:

n n
1 1
1 —exp <— > EHQ(]P% QJ) < §H2(®?:1 P, @i Q) < Z
=1 P

]P)Zv @’L °

l\’)\»—t

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 31.05.2011
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8. Ubungsblatt

1. (a) Zeige, dass f : (0,00) = R,z — xlog(z) konvex ist, und schliefle (benutze
dP = g}g dQ)
KL(P|Q) >0 und KL(P|Q)=0<=P=0Q.
Finde zwei dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafle P und Q mit
KL(P | Q) £KL(@Q | P).
(b) Beweise fiir Produktmafe:

KL(P1 ®@Ps | Q; ®Qq) = KL(Py | Q1) + KL(P2 | Qy).
2. (a) Zeige: Bildet (Pg)peco eine natiirliche Exponentialfamilie und ist 6 innerer
Punkt von 0O, so gilt KL(Py, | Pp) = A(0)—A(6y)+(A(6y), 00 —0). Folgere
KL(Py, | Py)lo=g, = 1(60).

(b) Finde allgemeine Voraussetzungen, so dass folgende Gleichungen gelten:

KL(Pg, |}P’9)’9 =0, KL(P, | IP>9 /e (60) d Py -

=6y

3. Sei X1,...,X, eine mathematische Stichprobe beziiglich der Lebesguedichte

11— |z — 6
o= (1= )+ e

wobei 0 € [0,1] und ¢ : [0,1] — [0, 1] eine stetige, fallende Funktion mit
©(0) =1und 0 < (f) < 1—46 fiir § € (0,1) ist. Ziel ist es, fiir geeignetes ¢
zu sehen, dass fiir alle 6 € [0, 1] jeder MLE fast sicher gegen Eins konvergiert
und insbesondere inkonsistent ist. Zeige:

(a) Es existiert ein Maximum-Likelihood-Schiitzer 0,,.

(b) Fiir 6 < 1ist fyp(x) < 1/p(0) + 1/2 und daraus folgt, dass fiir die Logli-
kelihoodfunktion ¢,, bei n Beobachtungen und fiir jedes a < 1

0,(0) <l 1 n 1 -
max Llog | —— + = 00
0<b<a M 8 ola) 2

gilt. Um zu beweisen, dass lim,,_,oo 0, = 1 f.s. fiir alle 6 € [0, 1], reicht es
maxo<p<i n(0)/n — oo f.s. zu zeigen.




(c) Mit X,y = max{Xy,..., X} gilt

max @ Sn=1, (Xe 1 (1= X
0<60<1 m . on g\ 2 n & O( X)) '

(d) Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt n'/4(1 — X)) — 0 fs. fiir
6 = 0 und auch fiir alle 6 € [0, 1]. Mit ¢(6) := (1 —6) exp(—(1 —6)~* +1)
folgt liminf,, 00 (1/n)log((1 — X))/ ¢(X(n))) = oo f.s. und damit die
gewiinschte Aussage.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 14.06.2011



Mathematische Statistik
Sommersemester 2011
Humboldt-Universitat zu Berlin

Prof. Dr. Markus Reif3
Dipl. Math. Johanna Kappus

9. Ubungsblatt

1. Im nichtlinearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Y; =go(i/n) +ei, i=1,...,n, go € C([0,1]), (ei)1<i<n iid,

mit Elg;] = 0, Var(e;) = o2, E[g}] < oo, ¢ > 0 betrachte den Kleinste-
Quadrate-Schitzer 6,, = argmingcg >, (Y; — go(i/n))?. Gib Voraussetzungen
fiir die Parametrisierung 6 — gy an, um auf die asymptotische Normalitit von

f,, fiir n — oo zu schlieBen und bestimme die asymptotische Varianz.

2. Im linearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Yi:gg(z’/n)—i—ei, 1=1,...,n, (5i)1<i<n iid,

mit gg(ﬂ?) = Zle el gl(x), g1 € C([Ov 1])7 k< n, ]E[el] = 07 Var(ei) = 027 c>0
wird 8 € © = R* geschiitzt.

(a) Schreibe dies unter einer Rangbedingung als ein gewohnliches lineares
Modell und bezeichne mit € den Kleinste-Quadrate-Schétzer.

(b) Unter dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmaf3 P gilt allerdings
Y; = g(i/n) + €; mit einer Funktion g € C([0, 1]). Bestimme g,(i/n) und
das quadratische Risiko Ep[||lg; — g[|2].

3. Essei (Y, Z) geméB der Dichte f(y, z,0), 0 € ©, beziiglich u®v verteilt, wobei u
und v o-endliche Mafie seien. Nur Y wird beobachtet. Der EM-Algorithmus zur
Berechnung eines MLE besteht aus der Wahl eines Startwertes 6y mit L(6y) =
fr(y,00) > 0 und aus der Wiederholung fir j = 0,1,... der Schritte (1)
und (2):

(1) Berechne

0.0 =y [ (2020 -,

(2) Setze 0j41 = argmaxy J(6,6;).

Zeige die Gleichung

. —y(z,0;
) =y\~

und folgere, dass im EM-Algorithmus L(6;11) > L(6;) gilt.



4. Betrachte eine mathematische Stichprobe Y7, ... Y, die gemif einer Mischung
zweier Normalverteilungen verteilt ist: Gegeben Z; = 0 ist ¥; ~ N(a, 1) und
gegeben Z; = 1 ist Y; ~ N(b, 1), wobei Pg(Z; =0) =P, 4(Z; = 1) = 1/2 und
(Y1,Z1), ..., (Y, Z,) unabhiingig. y sei das LebesguemaAY auf R” und v sei
gegeben durch v({z}) = 1/2" fiir alle z € {0,1}".

(a) Bestimme fy(y,a,b) fiir n = 1 und zeige fiir beliebige n

- 2
forsia.t) = [Tt =) oli=0)",  mit (o) = e <—$2)

(b) Zeige: Es gilt im EM-Algorithmus

- > it (1= 7i)ys
" Z?:l(l —Ti)

wobei 7; := @(yi — b;)/((yi — az) + ©(yi — bj))-

(¢*) Simuliere einen numerischen MLE und den EM-Algorithmus fiir a = 1,
b =2, n =100 und fiir verschiedene Werte von j . Konvergiert 0; fAdr
j — o0 gegen den numerischen MLE?

dieiTi

und bj+1 =

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 21.06.2011
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10. Ubungsblatt

1. Im Gauflschen linearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Yi=ge(i/n) +ei, i=1,...,n, £~ N(0,0°E,),

mit gp(z) = Zleelgl(x), g € C(0,1]), n > k, 0 > 0 wird 6 €
© = RF geschitzt. Die (g;) seien orthonormal beziiglich (f,f), :=

(1/n) 325y f(i/n) f'(i/n).

(a) Zeige, dass im falsch spezifizierten Modell fiir den Maximum-Likelihood-
Schitzer ¢ die Darstellung |lg; — g[|2 = infeeo llgo — g||2 + Z mit Z :=
nzggzl(e,gm% gilt und dass ({¢,g/)n)i=1,. x unabhingige N(0,02/n)-
verteilten Zufallsvariablen sind.

(b) Schliee, dass U := (1/02)Z eine x?(k)-verteilte Zufallsvariable ist und

berechne E[e?V] fiir o < 1/2.

(c) Setze § = 1/2 — a und zeige fiir 6 € (0,1/2) mit der verallgemeinerten
Markov-Ungleichung P(Z > k) < (26)%/2 exp(—(1/2 — 6)k/0?), k > 0.

(d*) Bestimme numerisch oder analytisch den Wert von P(Z > k) und ver-
gleiche mit der Schranke.

2. Es seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmafle auf (X,J) mit Dichten p
und ¢ beziiglich (P+Q)/2. Setze Q%*(4A) := QA N {p > 0}) und
QY (A) :== QAN {p=0}). Zeige:

a) Es gilt die Lebesgue-Zerlegung Q = Q* 4+ Qt mit Q* < P und Q* L P.
b) Es gilt Q“(A) = [ 1dP.
A

3. Zeige: Gilt || P, — Q, |[Tv — 0, so sind (P,,) und (Q,,) gegenseitig contiguous.
Gilt auch die Umkehrung?

4. Beweise fiir (Q,,) < (P,) mit Dichten (p,) und (g,) beziiglich eines dominie-
renden Mafles und fiir reellwertige Zufallsvariablen (X,):

Wenn (Xn,g—:) P% (X,V) gilt, so definiert R(B) := E[1p(X)V] ein Wahr-

scheinlichkeitsmaf} und es folgt X, Q?) R.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 28.06.2011
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11. Ubungsblatt

1. Es seien X1, -+, X, i N(0,02). Es sei # gemiB der Gamma-Verteilung
I'(a, B) mit Dichte
Yas(2) = g lemar 4> 0

I'(B) -
verteilt.

Berechne die a-posteriori-Dichte von ﬁ und verifiziere die Aussage des
Bernstein-von-Mises-Satzes direkt.

2. Vollziehe den Beweis des Neyman-Pearson-Lemmas im Skriptum nach. Bewei-
se, dass jeder beste Test fiir Hy : 8 = 0 gegen H; : § = 1 fast sicher ein
Neyman-Pearson-Test ist.

3. Fiir den n-maligen Miinzwurf méchte man die Hypothese, dass die Miinze fair
ist, gegen die Alternative, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit 0, 25 betrégt, tes-
ten. Formuliere dies als Testproblem und gib konkret einen Neyman-Pearson-
Test zum Niveau « an.

4. Fiir n > 1 sei ¢, ein Neyman-Pearson-Test von Hy: 0 =0 gegen Hy : § =1,
beruhend auf den i.i.d. Beobachtungen Xj,---, X, mit Eo[p,] = a. Es ist zu
zeigen, dass

1
lim —log(1 — E1[p,]) = —KL(Po | P1)

n—oo n

gilt.

a) Essei hy(X) =1 log ;’—?(Xi). Dann hat ¢, die Gestalt
i=1

1, falls h, < ay
0, falls h, > an,

fiir geeignete a,,.
b) Zeige die Abschitzung

¢ Eq[1 — pn] < Eo[1 — ] < 1.

Folgere aus dem schwachen Gesetz der groflen Zahl, dass a, > a gilt fiir
beliebiges a < KL(Pg|P;) und hinreichend grofies n und schliefle daraus,
dass )
limsup = log Bx[1 - o] < — KL(Py | P1)
n—oo T

gilt.



c) Zeige fiir beliebiges a > KL(Po|P;) und hinreichend grofles n die
Abschétzung
—na l -«

Ei[1 —pn] >e€ 5

und schliefle daraus:

1
liminf —log By [1 — ¢,,] > — KL(Pg | Py).

n—oo n
Damit ist 1

Jim = log(1 — Eifpy]) = —KL(Fo | 1)
gezeigt.

Abgabe vor der Vorlesung am Dienstag, dem 05.07.2011



