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— 5. Serie —

Ubungen und Erginzungen zum Integralbegriff

Sei (X, A, p) Ma-Raum.

5.1

5.2

5.3

5.4

Sei f € MT(X) fixiert. Definiere:

V::/fdu, Aec A
A
Beweisen Sie:

1. v ist MaB} auf A (1P)
2./gdu—/fgdu Vge MT(X). (3P)
X X

Approximation von / fdu. Sei f: X — [0,400] p-integrierbar. Beweisen Sie:
X

Fiir jedes € > 0 existiert ein A, € A, so dafl
p(Ae) < +oo, / fdu—/ fdp < e (4P)
X Ae

Bemerkung. Mit Hilfe dieser Aussage kann das folgende Resultat bewiesen werden: Sei f : X — R
p-integrierbar. Dann existieren fiir jedes € > 0 eine Menge A. € A und eine einfache Funktion
ge : X — R, so daf}

WA:) < +o0, ge(z) =0 VzeX\A, /If—gs\duﬁa
X

Mittelwertsatz. Sei f : X — R A-mefibar mit o < f(x) < f fiir p-fast-alle z €
X (o,8 € R). Sei g : X — [0,400] p-integrierbar. Beweisen Sie: Es existiert ein
v € [a, ], so daB

/ngduzv/xgdu- (2P)

f:X —[0,400] A-mefibar. Beweisen Sie:

1. Es gilt:
Sn(laln < fla) <n+1y) < [ ran (P)
Sutels@ zn}) < [ rau (3P)

= Bitte wenden!



Bemerkung. Aus der zweiten Aussage folgt iiberdies: Ist f p-integrierbar, so gilt

Jim. n(u{w\f(w) > n}) =0

2. Wenn u({az\f(:c) < 1}) + § n,u({a;|n < f(z) < n+ 1}) < 400, so ist f
n=1
p-integrierbar. (2P)

5.5 DEFINITION. Eine Folge reellwertiger A-mefSbarer Funktionen (f,) heift konvergent dem Maf}
nach [convergence in measure| gegen die reellwertige A-mef$bare Funktion f, wenn

nlLrgQu({x € X||fu(z) - f(a)| > t}) =0 Vt>0.
Sei p(X) < 4o00. Beweisen Sie fiir A-mefbare Funktionen f,, f : X — R (n € N) die
Aquivalenz folgender Aussagen:

1° f, — f dem Maf nach;

o : |fn_f|
L “r)

5.6 Sei f:R"™ — R LEBESCGUE-integrierbar. Beweisen Sie:

1. lim |f| A, = 0. (2P)
R—00 JRn\BR(0)

2. Sei E C R" offen, nichtleer. Sei f : E — R eine LEBESGUE-integrierbare Funk-
tion, so daf3

/fd)\n:() VYU C E, U offen.
U

Beweisen Sie: f(z) = 0 fiir A\,-fast-alle z € E. (4P)

Abgabe: 30.05.2007 (Briefkasten neben dem Fachschaftsbiiro bis 11:15 Uhr)



