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– 5. Serie –

Übungen und Ergänzungen zum Integralbegriff

Sei (X,A, µ) Maß-Raum.

5.1 Sei f ∈M+(X) fixiert. Definiere:

ν :=
∫

A
f dµ, A ∈ A.

Beweisen Sie:

1. ν ist Maß auf A (1P)

2.

∫

X
g dν =

∫

X
fg dµ ∀ g ∈M+(X). (3 P)

5.2 Approximation von
∫

X
f dµ. Sei f : X → [0,+∞] µ-integrierbar. Beweisen Sie:

Für jedes ε > 0 existiert ein Aε ∈ A, so daß

µ(Aε) < +∞,

∫

X
f dµ−

∫

Aε

f dµ ≤ ε. (4P)

Bemerkung. Mit Hilfe dieser Aussage kann das folgende Resultat bewiesen werden: Sei f : X → R
µ-integrierbar. Dann existieren für jedes ε > 0 eine Menge Aε ∈ A und eine einfache Funktion
gε : X → R, so daß

µ(Aε) < +∞, gε(x) = 0 ∀x ∈ X \Aε,

∫

X

|f − gε|dµ ≤ ε.

5.3 Mittelwertsatz. Sei f : X → R A-meßbar mit α ≤ f(x) ≤ β für µ-fast-alle x ∈
X (α, β ∈ R). Sei g : X → [0, +∞] µ-integrierbar. Beweisen Sie: Es existiert ein
γ ∈ [α, β], so daß

∫

X
fg dµ = γ

∫

X
g dµ. (2P)

5.4 f : X → [0, +∞[ A-meßbar. Beweisen Sie:

1. Es gilt:

∞∑
n=1

nµ
(
{x |n ≤ f(x) < n + 1}

)
≤

∫

X
f dµ, (1P)

∞∑
n=1

µ
(
{x | f(x) ≥ n}

)
≤

∫

X
f dµ. (3P)

⇒ Bitte wenden !



Bemerkung. Aus der zweiten Aussage folgt überdies: Ist f µ-integrierbar, so gilt

lim
n→∞

n
(
µ{x | f(x) ≥ n}

)
= 0.

2. Wenn µ
(
{x | f(x) < 1}

)
+

∞∑
n=1

nµ
(
{x |n ≤ f(x) < n + 1}

)
< +∞, so ist f

µ-integrierbar. (2 P)

5.5 Definition. Eine Folge reellwertiger A-meßbarer Funktionen (fn) heißt konvergent dem Maß
nach [convergence in measure] gegen die reellwertige A-meßbare Funktion f , wenn

lim
n→∞

µ
(
{x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ t}

)
= 0 ∀ t > 0.

Sei µ(X) < +∞. Beweisen Sie für A-meßbare Funktionen fn, f : X → R (n ∈ N) die
Äquivalenz folgender Aussagen:

1◦ fn → f dem Maß nach;

2◦ lim
n→∞

∫

X

|fn − f |
1 + |fn − f | dµ. (4P)

5.6 Sei f : Rn → R Lebesgue-integrierbar. Beweisen Sie:

1. lim
R→∞

∫

Rn\BR(0)
|f | dλn = 0. (2P)

2. Sei E ⊆ Rn offen, nichtleer. Sei f : E → R eine Lebesgue-integrierbare Funk-
tion, so daß

∫

U
f dλn = 0 ∀U ⊆ E, U offen.

Beweisen Sie: f(x) = 0 für λn-fast-alle x ∈ E. (4 P)
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