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— 6. Serie —

Sei (X, A, u) MaB-Raum.

6.1 Sei f: X — [0, +00[ eine einfache Funktion.
Beweisen Sie: Es existiert Cy = const < +o00, so dafl

’/fdu‘ < Cou(A) VAe A (2P)
A

6.2 Sei pu(X) < 4o00. Sei f: X — [0, M] (M € N) A-mefibar. Beweisen Sie:
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[Hinweis. Definiere: AP = {x o < flz) < :; } (k=0,1,...,nM). Betrachte
nM nM
k P E+1
fn = § EXASIIC% f'n ::Z n XA’EI’C) (HEN). ]
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Bemerkung. H. LEBESGUE definierte das Integral einer beschréinkten mefibaren Funktion einer

reellen Verdnderlichen durch die Reihe auf der rechten Seite von (x).

6.3 Sei f: X — [0,400] A-mefbar mit / fdu < +oo. Beweisen Sie: Es existiert eine
X
Folge (f,) einfacher Funktionen, so da8

1./fndu<+oo Vn eN,
X
2. falz) — f(x) VeeX

3. (fn) ist Cauchy-Folge bez. Metrik d(g, h) := / |g — h|du (g, h p-integrierbar).
X
4. lim fnduzsup{/ sﬂdu‘s@€5(X),s0§f}- (4P)

Bemerkung. Die Aussage in 6.3 zeigt, dal das Integral einer nichtnegativen .4-mefibaren Funktion
f als Limes der Integrale einer Folge einfacher Funktionen mit den Eigenschaften 1., 2., 3. und 4.

definiert werden kann (vgl. HALMOS; Sec. 25) [Konvergenz f.ii. = Konvergenz dem Maf} nach].

= Bitte wenden!



6.4 FErweitertes Lemma von FATOU. Seien f, : X — R (n € N) A-mefibar, sei F': X —
[0, +00] p-integrierbar und sei |f,(z)| < F(z) fir p-fast-alle x € X. Beweisen Sie

/ liminf f, du < liminf/ fndu, / limsup f,dp > limsup/ fndu
X X X X

[vgl. ELSTRODT (1. Aufl.); S. 149, Aufg. 5.4]. (je 2P)
1
6.5 Sei a €0, +oof (fixiert). Fiir welche o €]0, +oof ist die Funktion — (z €]0, +-o00[)
x
1. LEBESGUE-integrierbar iiber ]0, al, (2P)
2. LEBESGUE-integrierbar iiber ]a, +oo[? (2P)

Bemerkung. Die Funktion = (z €]0,+o0]) ist fiir kein o €]0, +oo[ LEBESGUE-integrierbar iiber
a:Cr
0, +oc],
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