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— 2. Serie —

2.1 Sei X eine Menge, die mehr als zwei Elemente enthélt. Sei

0 falls A = (),
p(A) =< 1 falls AC X, A#0, A+# X,
2 falls A = X.
1) Zeigen Sie: p* ist duBeres Mafl auf P(X); 2P
2) geben Sie die Mengen A C X an, die p*-meBbar sind. 2P

2.2 Sei p* duBeres Maf auf P(X). Sei A C X eine p*-mefibare Menge. Beweisen Sie:

WH(A) + u*(B) = p*(AUB) + p*(ANB) VBCX. 3p

2.3 DEFINITION. Fin dufleres Maff u* auf P(X) heifit reguléir, wenn fir jedes A C X
eine p*-mefbare Menge B D A existiert, so dafs: p*(A) = u*(B).
1) Beweisen Sie: Fiir ein dufieres Mafl p* auf P(X) sind dquivalent:
1° p* ist regulér:
2° VA C X gilt: p*(A) =inf{p*(C)|ACC, Ce Ay} 2P
2) Sei p* regulires dufleres Mafl auf P(X). Sei A C P(X) eine o-Algebra, so daf

A €A, w4 ist MaBl auf A.

Beweisen Sie: A = A«
(d.h. fiir ein reguléres duBeres Mafl p* ist A« die gréBte o-Algebra, auf der
w* ein Maf ist). 3P

3) Sei R C P(X) Ring, sei x Inhalt auf R.
Beweisen Sie : Das zu {R, 1} geméf Satz 1.10 (Vorlesung: Abschnitt 1.4) kon-
struierte dulere Mafl p* ist regulér. 2P

2.4 (Hinreichende Bedingung fiir p*-Mejf$barkeit)
Seien R C P(X) Ring, 1 o-additiver Inhalt auf R und p* das zu {R, p1} konstruierte
Ma$ (vgl. Vorlesung: Abschn. 1.4, Satz 1.10).
Beweisen Sie: Sei F C X eine Menge, so daf

Ve>0 A, B: € R mit: A. CEC B, u(B: \ A:) < e.

Dann ist £ p*-mefbar. 3P

= Bitte wenden!



[Hinweis: Zeigen: es ex. A € A, mit A C E, p*(E\ A) = 0, dann folgt: E=
AU(E\A) € A, ]

2.5 Seien A C P(X) o-Algebra und pu Maf auf A.

1. (Aquivalente Charakterisierung der Vervollstindigung einer o-Algebra)
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen fiir £ C X:

1° E e A" (:= Vervollstindigung von A bez. j);
2° JA,Be Amit: ACECB, u(B\A)=0;
3°Ve>03A,B: € Amit: A. CE C B, u(B: \ Ac) < e. 3P
2. (Aquivalente Charakterisierung der Vervollstindigung eines MajSes)
Sei E e A" (dh. E=AUN mit Ae A, N C Ny, wobei Ny € A, u(Ng) = 0).
Beweisen Sie

u(A) =sup{u(F) | F € A, F C E} P

((E) := p(A) heiit Vervollstindigung von pu).
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