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– 4. Serie –

4.1 Beweisen Sie: Das äußere Lebesgue-Maß λ∗n ist translationsinvariant:
für A ⊂ Rn und ξ ∈ Rn sei

A + {ξ} := {y ∈ Rn
∣∣∣ y = x + ξ, x ∈ A};

dann gilt: λ∗n(A + {ξ}) = λ∗n(A). (4 P)
[ Bemerkung: Für Parallelepipede Q ⊂ Rn ist bekannt: vn(Q + {ξ}) = vn(Q) ∀ ξ ∈ Rn.]

4.2 Beweisen Sie:

1) Sei A ∈ L(Rn) mit λn(A) < +∞. Dann gilt:

sup
{
λn(F )

∣∣∣ F abgeschlossen, F ⊆ A
}

= λn(A) = inf
{
λn(G)

∣∣∣G offen, G ⊇ A
}
;

(2 P)

2) Sei A ⊂ Rn eine Menge, so daß

sup
{
λn(F )

∣∣∣F abgeschlossen, F ⊆ A
}

= inf
{
λn(G)

∣∣∣G offen, G ⊇ A
}

< +∞.

Dann ist A ∈ L(Rn). (2 P)

4.3 Sei f : [a, b] → [0, +∞[ Riemann-integrierbar. Sei

Gf : =
{
x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣ x1 ∈ [a, b], x2 = f(x1)
}

= Graph von f.

Beweisen Sie: λ2(Gf ) = 0. (3 P)

4.4 Seien a, b ∈ R(a < b). Beweisen Sie:

1. Jede monotone Funktion f :]a, b[→ R ist Borel-meßbar. (2 P)

2. Seien f :]a, b[→ R monoton und g : R→ R Lebesue-meßbar.
Dann ist f ◦ g Lebesue-meßbar. (1 P)

3. Sei f :]a, b[→ R differenzierbar auf ]a, b[. Dann ist f ′ Borel-
meßbar. (2 P)

4.5 Sei (X,A) meßbarer Raum, sei f : X → R A-meßbar.
Beweisen Sie: Für jede stetige Funktion ϕ : R→ R ist ϕ ◦ f A-meßbar. (3 P)
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