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– 7. Serie –

7.1 Sei (X,A, µ) Maß-Raum. Sei f : X → [0, +∞] A-meßbar. Beweisen Sie

1) {(x, t) ∈ X × R | 0 ≤ t ≤ f(x)} ist A× B(R)-meßbar (3P)
[Hinweis. Approximation durch einfache Funktionen].
Sei außerdem (X,A, µ) σ-endlich. Dann gilt

2) für A ∈ A gilt

(µ× λ1)
(
{(x, t) ∈ A× R | 0 ≤ t ≤ f(x)}

)
=

∫

A
f dµ; (2 P)

3) wenn f(x) < +∞ für alle x ∈ X, so gilt:

(µ× λ1)
(
{(x, f(x)) |x ∈ X}

)
= 0. (3P)

7.2 Sei f : [a, b]× [a, b] → R Lebesgue-integrierbar. Beweisen Sie:

∫ b

a

(∫ y

a
f(x, y) dλ1(x)

)
dλ1(y) =

∫ b

a

( ∫ b

x
f(x, y) dλ1(y)

)
dλ1(x)

(Formel von Dirichlet). (3 P)

[Hinweis. Integration mit fχE(E ⊂ [a, b] × [a, b] geeignet gewählt) über [a, b] × [a, b] integrrieren;

Fubini.]

Übungen zur Berechnung von Integralen über Teilmengen von Rn

7.3/1) Sei R := {(x1, x2) ∈ R2 | 3 ≤ x1 ≤ 4, 1 ≤ x2 ≤ 2}. Berechnen Sie∫

R

1
(x1 + x2)2

dλ2. (1P)

2) Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeters

Tn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn ≤ 1}. (4 P)

3) Sei Br(0) := {(x1, x2) ∈ R2 |x2
1 + x2

2 < r2}. Berechnen Sie∫

Br(0)
x2

2

√
r2 − x2

1 dλ2. (3P)

4) Sei A ⊆ R2 die Menge, die von den beiden Parabeln y = x2 und y2 = x begrenzt
wird. Berechnen Sie∫

A
(x2 + y) dλ2. (2P)
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