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13. Ubungen

zur Vorlesung ,,Einfiihrung in die mathematische Logik*

(Abgabe: 4. Februar 2008)

13.1 a) Einelementige Teilmengen von N sind rekursiv.

b) Endliche Teilmengen von N sind rekursiv.

13.2 Sei L die elementare Sprache einer zweistelligen Relation R(z,y). Fir n <m
(m # 0) seien 6, ,,(vy) die folgenden Formeln (induktive Definitionen):

0o,1(vo, v1) = R(vo, v1) A vg # 11
90,m+1(vo) = 90,m<U07 . 7Um) A R(UO, Um+1) A /\ U; 75 Um+1

0<i<m
Ont1.m(V0, Untas - - -, Um) = g1 m(Vo, Untts - - -5 Un)
oder kurz
O (V05 Unt1s - -+ Um)) = 0y ... Elvl( /\ R(vg,v;) A /\ v; # vj>.
0<i<m i<j<m

Wir nehmen an, dal A, V und 3 auch zu L gehéren und Symbolnummern besitzen.

a) Zeigen Sie, daf die Funktionen f(n,m) = "0, (v, Unt1,...,0,) " und g(n) =
"o O, (Vo) " rekursiv sind.
(Hinweis: Definieren Sie zuerst f(0,m) induktiv iiber m und dann f(n,m) fiir
festes m induktiv iiber n < m.)

b) Zeigen Sie, dafl die Menge {"Vvg 6,,,(vo) " : n € N} rekursiv ist.

13.3 Sei L wieder die elementare Sprache einer zweistelligen Relation R(x,y).
a) Geben Sie eine endliche Menge Y, von Aussagen an, so dafl M F ¥, genau
dann, wenn RM eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Klassen ist.

b) Geben Sie eine rekursive Axiomatisierung >y U ¥; an, so dafl M E XU 3
genau dann, wenn R eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Klassen ist, die

beide unendlich sind.
(Hinweis: Nutzen Sie 13.1 und 13.2.)

13.4 L, >, ¥ seien wie in 13.3 gegeben. Zeigen Sie:

a) Alle abzahlbaren Modelle von ¥, U ¥; sind isomorph.
b) (3o U ) ist eine vollstindige Theorie.
c) (3 UX))F ist entscheidbar.



