Kapitel 1

Erste algebraische Strukturen

Hier werden die grundlegenden Begriffe eingefiihrt; sie abstrahieren vom his-
torisch entstandenen Zahlbegriff und erlauben uns, mit nicht allzu groflem
technischem Aufwand eine Reihe von Resultaten gleichzeitig zu gewinnen,
die wir sonst Fall fiir Fall beweisen miissten. Andererseits ergibt sich ein
Ansatz fiir nicht triviale Erweiterungen vertrauter Sétze iiber das Rechnen
mit Zahlen.

1.1 Gruppen

Eine Abbildung x* : M x M — M, die jedem Paar (a,b) € M x M das mit
a*b bezeichnete Element aus M zuordnet, wird (zweistellige) Operation auf
der Menge M genannt.

Definition. (Monoid)

M sei eine nichtleere Menge und * eine Operation auf M.
(1) Das Paar (M, =) heift Monoid, falls die folgenden beiden Eigenschaften
erfiillt sind :
(i) Fiir alle a, b, c € M ist ax(bxc) = (a*b)x*c.
(Assoziativgesetz)
(ii) Es existiert ein e € M mit der Eigenschaft, dass fiir alle a € M
gilt exa =axe = a.
(Existenz eines neutralen Elements)
(2) (M, ) heiit abelsches (oder kommutatives) Monoid, falls (M, ) ein
Monoid ist und iiberdies a*xb = bxa gilt fiir alle a,b € M.

Eigenschaft (i) besagt, dass wir Klammern weglassen diirfen. M heifit die
zugrundeliegende Menge und x die Operation des Monoids (M, *).

e heiBt neutrales Element; es ist aufgrund der Bedingung (ii) der Definition
eindeutig bestimmt. Denn erfiillen e und e’ die Eigenschaft (ii), dann gilt
exe’ =¢ und € xe =e, aullerdem ist exe’ =€’ xe, folglich e = €.

Fiir die Operation * verwenden wir im Folgenden meist eines der Symbole
- oder +. Das Operationszeichen - wird haufig weggelassen, so dass wir fiir
a-b kurz ab schreiben; das Zeichen + wird nicht weggelassen.

Besteht kein Zweifel dariiber, welche Operation wir meinen, so wird oft auch
einfach von dem Monoid M gesprochen, obwohl (unverindert) das Paar (M, -)
gemeint ist.

Beispiele fiir Monoide.
1. (IN,+) (die natiirlichen Zahlen mit der Addition; neutrales Element ist 0),
2. (Z,-) (die ganzen Zahlen mit der Multiplikation; neutrales Element ist 1),

3. (Z\ {0},-) (die von 0 verschiedenen ganzen Zahlen mit der Multiplikation;
neutrales Element ist die Zahl 1)
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Dieser sehr einfache Begriff versteckt
sich in nahezu allen algebraischen
Strukturen, die wir spéter kennen
lernen.

Vorsicht! Es kann eine Vielzahl von
Moglichkeiten geben, auf der Menge
M eine Operation * mit den
angegebenen Eigenschaften zu
definieren.
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(@Q,+) (die rationalen Zahlen mit der Addition; neutrales Element ist 0)
(Sn,+) (die bijektiven Abbildungen der Menge {1,...,n} in sich mit dem
Produkt von Abbildungen; neutrales Element ist die identische Abbildung
idf1, .. n})

6. (Abb(X, X), ) (die Menge aller Abbildungen einer gegebenen Menge X in

sich, zusammen mit dem Produkt von Abbildungen; neutrales Element ist die
identische Abbildung idx)

7. (S(X)7 -) (die bijektiven Abbildungen einer gegebenen Menge X auf sich
mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen; neutrales Element ist
die identische Abbildung idx ) — Beispiel 5 ist der Spezialfall X = {1,...,n}.

Offenbar sind die Monoide in 1 — 4 abelsch; in 5, 6 und 7 ist dies fiir n > 2
bzw. |X| > 2 nicht der Fall.

Bezeichnungen. In Anlehnung an die obigen Beispiele wird fiir das neu-
trale Element beziiglich einer mit - bezeichneten Operation oft das Symbol
1 benutzt.

Bei einer mit + bezeichneten Operation verwenden wir das Symbol 0.

n
Sind aq,...,a, € M, dann setzen wir Hai =ay-...-ay

i=1
(auch mit ]}, a; bezeichnet). Eine exakte Definition fiir dieses Produktzei-
chen ist induktiv gegeben mittels

0 k+1 k
Hai =1, H a; == (Hai)'ak+1 (k € N).
i=1 i=1 i=1

Wir werden in dhnlichen Definitionen meist erstere Schreibweise mit , ...
verwenden und dem Leser die offensichtliche Prézisierung iiberlassen.

“

Im Fall a = ay = ... = a, schreiben wir fiir das obige Produkt auch a”,
0 _

insbesondere a” = 1, und es gelten die Potenzrechengesetze
(@™ =a™" m,n €N, aec M.

m—+n m n

a =a"-a", fiir

Ist die Operation mit dem Symbol + bezeichnet und das neutrale Element
mit 0, so wird entsprechend die Notation

0 k+1 k
Zai =0, Zai = (Zai)+ak+1 (k € IN)
i=1 i=1 i=1

(Summenzeichen) verwendet und im Fall ¢ = a; = ... = a, auch

i a; =:n-a gesetzt. Die obigen Formeln lauten dann

(n+m)-a=n-a+m-a, (n-m)-a=n-(m-a) (n,meN,aechM).

Bemerkung.

(1) Ist (M,-) abelsch, a1,as € M, dann gilt (a1 - a2)” =al -ay (n € N).

(2) Fiir eine endliche Familie (a;);c; von Elementen des kommutativen Mo-
noids (M, -) erhilt das Symbol [];.; a; einen Sinn, indem auf beliebige
Weise eine Bijektion f:{1,...,n} — I hergestellt wird,

Hai = Haf(i).
icl i=1
Fiir I =0 bezeichnet [];.; a; := 1 das neutrale Element. Im Fall einer
endlichen Teilmenge X C M, die gleichzeitig Indexmenge ist, wird das
Symbol [],.y a verwendet.

Hier verbirgt sich eine bose Falle: Die
Verwendung der Symbole 0 und 1
sagt nichts dariiber, welches Element
eigentlich vorliegt; es ist ja durch die
Operation eindeutig bestimmt.

. eine leichte Ubungsaufgabe zur
vollstéandigen Induktion.

Hier wird nur durch unterschiedliche
Symbole derselbe Sachverhalt
ausgedriickt.

Das hétten Sie wohl ohnehin richtig
gemacht, nur vergessen Sie die
Voraussetzung nicht!

Warnung.

Z.B. ist fir X ={1,2,3} CIN das
Produkt [, . =1-2-3 =86, jedoch
fiir die Familie (a;)i=1,...,4 mit der
selben zugrundeliegenden Menge und
6L1:17 a2:2, a3:a4:3

gilt ]‘_[ZA:L”_Y4 a; =1.2.3-3=18.
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(3) Entsprechend (1) erhalten wir im ,,additiven“ Fall fiir das kommutative
Monoid M (Operationszeichen +, neutrales Element 0) die Formel
n-(a;+az)=n-a;+n-az, nel.
Die Symbole
Z a; bzw. Z a
el acX
sind fiir endliche Indexmengen I bzw. endliche Teilmengen X C M
analog zu (2) definiert, insbesondere ) .y :=0 fir X = 0.
(4) Wir vereinbaren, dass eine Bedingung fiir fast alle Elemente einer Menge
I gilt, wenn sie bis auf endlich viele Ausnahmen erfiillt ist.
Nun lassen sich (2) und (3) auch auf beliebige Indexmengen I iibert-
ragen, sofern a; bis auf endlich viele Ausnahmen das neutrale Element
ist. Wir setzen beispielsweise
Hai = H a; in (2) bzw. Zai = Zai in (3),
i€l iel’ icl il
wobei I’ jeweils die Menge derjenigen ¢ € I bezeichnet, fiir die a; vom
neutralen Element verschieden ist.

Von nun an wird das Operationszeichen + nur noch fiir abelsche Monoi-
de verwendet. Benutzen wir die multiplikative Schreibweise, so deuten wir
dadurch an, dass eine solche Einschrinkung nicht von vornherein gemacht
wird.

Gruppen und Untergruppen

Definition. (Gruppe)

(1) Ein Monoid (G, -) heifit Gruppe, falls fiir alle a € G ein b € G existiert
mit b-a = e (wobei e das neutrale Element in G bezeichnet).

(2) Eine Gruppe (G,-) heifit abelsche (oder kommutative) Gruppe, falls
(G,+) ein abelsches Monoid ist.

Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, so lassen wir wieder die Angabe
der Operation weg und sprechen kurz von der Gruppe G.

Bemerkung. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
1. Wenn b-a =e, soist auch a-b=e.
2. Durch a € G und die Bedingung b-a = e ist b eindeutig bestimmt.
Wir nennen dieses Element das inverse Element zu a.
3. Fiir beliebige a,b,c € G gilt
ac=bc = a=0b
ca=cb = a=b (Kirzungsregeln).

Beweis. 1. Ist ba = e, so ergibt sich mit Hilfe des Assoziativgesetzes
b(ab) = (ba)b = eb = b. Wir wihlen ¢ € G mit ¢b = e. Dann folgt aus
b(ab) = b offenbar (cb)(ab) = c(b(ab)) = cb, also e(ab) = e und folglich
ab =e.

2. Wenn ba =e und ba = e, soist b'(ab) = (0'a)b = eb =b. Nach 1. gilt
ab = e, folglich ist b’ = b.

3. ergibt sich aus 1. und 2., indem die jeweilige Voraussetzung von rechts
bzw. links mit dem inversen Element zu ¢ multipliziert wird. |

1/1/2

Es werden verschiedene (dquivalente)
Axiomensysteme fiir Gruppen
verwendet. Dieses ist etwas stirker als
unbedingt nétig, fiir unsere Zwecke
jedoch gut brauchbar.
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Beispiele. Unter den Beispielen fiir Monoide (1/1/1) sind (1), (2), (3) kei-
ne Gruppen, (4), (5), (7) sind Gruppen, und in (6) erhalten wir genau dann
eine Gruppe, wenn die Menge X weniger als zwei Elemente enthélt.

Die Gruppe (S(X ), ) der bijektiven Abbildungen einer Menge X auf sich
mit der Komposition von Abbildungen werden wir von nun an auch die sym-
metrische Gruppe oder Permutationsgruppe von X nennen, ihre Elemente
heiflen Permutationen.

Hier folgen weitere Beispiele fiir Gruppen:

1. (Z,+) (die ganzen Zahlen mit der Addition),

2. @\ {0},-) (die Menge der von 0 verschiedenen rationalen Zahlen mit der
Multiplikation),

. ({1,-1},-) (die aus den Zahlen 1, —1 bestehende Menge mit der Multipli-
kation ganzer Zahlen),

w

>~

. ({1},-) (die einelementige Gruppe mit der einzig méglichen Operation).
In Anlehnung an vertraute Schreibweisen verwenden wir kiinftig die folgenden

Bezeichnungen.

(1) Fiir eine Gruppe (G,-) wird das neutrale Element meist mit 1, das
inverse zu x € G mit 2~ bezeichnet (multiplikatives Inverses). Nach
der Bemerkung 1 gilt z-27! =212 =1.

(2) Wird fiir die Gruppenoperation auf G das Symbol + verwendet, so
bezeichnet 0 das neutrale Element und —z das inverse von z € G
(additives Inverses). Anstelle der Summe z + (—y) schreiben wir auch
x —y. Entsprechend gilt * —2x = -z +2 = 0.

(3) Beziehen wir uns in einem gegebenen Zusammenhang auf eine mit +
bezeichnete Gruppenoperation, dann sprechen wir auch von einer ad-
ditiven Gruppe, bei Verwendung des Operationszeichens - von einer
multiplikativen Gruppe.

Strukturtafeln fiir Gruppen

Ist (G, ) eine Gruppe, so wird die Anzahl |G| der Elemente als ihre Ordnung
bezeichnet, eine Gruppe endlicher Ordnung auch endlich genannt. Endliche
Gruppen kénnen durch sog. cayleysche Tafeln (Gruppentafeln) angegeben
werden.

Wir betrachten dazu eine n-elementige Menge G = {a1,...,a,} und suchen
nach einer Gruppenoperation - auf G, fiir die e = a; das neutrale Element
ist. Nun bilden wir eine Tabelle mit n Zeilen und n Spalten, in der an der
j-ten Position der i-ten Zeile das Element a;-a; eingetragen wird.

Aus den Gruppeneigenschaften ergeben sich zwei notwendige Bedingungen,
die beim Ausfiillen jedenfalls zu beachten sind:

1. Erste Zeile und erste Spalte enthalten (in dieser Reihenfolge) aq, ..., ay,.
2. In jeder Zeile steht eine Permutation von aq,...,a,, ebenso in jeder
Spalte.

Diese Bedingungen sichern, dass a; neutrales Element ist und jedes Element
ein inverses besitzt. Schwieriger ist die Uberpriifung der Assoziativitit; wenn
wir nicht aus anderen Griinden wissen, dass eine Gruppe vorliegt, ist der
Nachweis dieser Eigenschaft durch explizite Priifung aller méglichen Fille
sehr aufwindig.

Empfehlung: Uberpriifen Sie diese
Eigenschaften.

1/1/3

Diese Illustration des Begriffs der
endlichen Gruppe kann beim ersten
Lesen auch ignoriert werden

Datfiir g.z.z.
a-a; = a-a; <= a; = aj.
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Beispiele.
1. Die zweielementige multiplikative Gruppe {1,—1}:

1| -1
1 1 | -1
—-1]-1] 1

2. Die dreielementige Gruppe.

Wir sehen, dass es nur eine einzige Moglichkeit gibt, eine Tafel fiir G =
{a1,a2,a3} entsprechend obigen Bedingungen auszufiillen. Denn wire z.B.
as-az = a1, somit as-asz = agz, dann hitte die letzte Spalte zwei gleiche
Eintrage, VA/ (vel. 2. oben).

ap | a2 | as

a1 ay an as

az | a2 | az | a1

az | az | ay | az

Spéter zeigt sich, dass tatséchlich eine dreielementige Gruppe existiert, so
dass wir uns den Nachweis der Assoziativitét hier ersparen kénnen.

Kommutativitit einer Gruppe G lésst sich leicht anhand ihrer Strukturtafel
iiberpriifen. Diese Eigenschaft ist genau dann erfiillt, wenn die Tafel von G
,symmetrisch zur Hauptdiagonale® ist (damit ist die Linie gemeint, die von der
linken oberen zur rechten unteren Ecke verlduft). Im vorhergehenden und in den
beiden folgenden Féllen ist dies erfiillt.

3. Gruppen mit vier Elementen.

Fiir eine Gruppe der Ordnung 4 erhalten wir (bis auf Umnummerieren der
Elemente) die folgenden Moglichkeiten:

ay | as | az | aq . ay | a2 | az | a4
ay aq as as a4 aq ay a2 as aq
az | a2 | as | a4 | ai as | a2 | a1 | a4 | as
ag | a3 | a4 | a1 | a2 az | as | a4 | a1 | as
as | a4 | a1 | G2 | Az ayg | ag | a3 | a2 | ay

Spéter werden wir sehen, dass auch hier in beiden Fillen die Operation asso-
ziativ ist, also tatsdchlich Gruppen vorliegen. Aussichtslos wére es wohl, mit
der angegebenen Methode alle 10.494.213 Gruppen aus 512 Elementen zu
suchen.

Wir bemerken, dass alle relevanten Eigenschaften der endlichen Gruppen aus
ihren Strukturtafeln abgelesen werden koénnen. Dies fiithrt uns spéter zum
Begriff der Isomorphie.

Erste Rechenregeln fiir Gruppen

Bemerkung. (Potenzen, direktes Produkt)

Das Auffinden der moglichen
Gruppentafeln hat gewisse Ahnlichkeit
mit dem Losen eines Kreuzwortratsels.

vgl. auch die Bemerkung in 1/1/25

vgl. auch die Bemerkung in 1/1/25

1/1/4

Die Verifikation darf wohl als trivial
bezeichnet werden. Fiihren Sie
einzelne der Beweise aus, falls Sie sich
mit den Begriffen noch nicht geniigend

vertraut fithlen. Vollstandige
F L TEE T SRR RN PR A PR I St TP
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(1) G sei eine Gruppe. Fiir a € G und n € N setzen wir =" := (a=1)".
Damit ist o™ fiir alle ganzen Zahlen n definiert und es gilt

m—+n (am)n — am+n

a =a"-a" sowie fir m,n e Z.
Ist G abelsch, so gilt iiberdies (a-b)" = a™-b" fiir a,b € G und n € Z.

(2) My, ..., M, seien Monoide. Dann ist die Produktmenge M; x ... x M,

ein Monoid mit der Operation
(a17'~~aan) '(b17~"7bn) = (al'b17-~‘7an‘bn)7

wobei (etwas nachlissig) dasselbe Multiplikationszeichen die jeweilige
Operation bezeichnet. Dieses Monoid wird kiinftig das (direkte) Pro-
dukt der Monoide M, genannt. Im Spezialfall M; =...= M, = M
erhalten wir die n-te Potenz M"™ von M.
Sind alle Monoide M; kommutativ, so ist auch ihr Produkt kommutativ.
Sind alle M; Gruppen, dann bildet M x...x M, mit der angegebenen
Operation eine Gruppe.
Besonders hiufig verwenden wir die Gruppenstrukturen auf Z™ und Q",
die geméf der obigen Vereinbarung durch komponentenweise Addition
gegeben sind.

n

Der Begriff unter (2) iibertrégt sich ohne Schwierigkeiten auf das Produkt M
einer beliebigen, nicht notwendig endlichen Familie (M;);c; von Monoiden:

M =X M;, (ai)ier - (bi)ier = (a; - bi)ier.
iel

Warnung. Unsere stillschweigende Ubereinkunft hinsichtlich einer einmal fi-
xierten Gruppenoperation sollte nicht zur Nachléssigkeit verleiten. Es konnen
auch scheinbar absurde Situationen auftreten; dafiir geben wir ein Beispiel:

Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet mit der Operation mon :=m-+n—1
eine abelsche Gruppe (Z,).

Dieser ,,pathologische“ Fall spielt kiinftig keine Rolle. Z wird immer mit der
vertrauten Operation + betrachtet, und auch andere Gruppen behalten bis
auf Widerruf die Operation, mit der sie einmal eingefiihrt wurden.

Bemerkung. FEs sei (G,:) eine Gruppe und a,b € G. Dann gilt:
(1) Die Gleichungen a-x = b und y-a = b besitzen jeweils eine eindeutig
bestimmte Losung © € G bzw. y € G.

@) (@) =a
3) (a-b)"'=b"ta L.

Beweis. Die Verifikation ist recht einfach; wir zeigen die Eigenschaft (3).
Esgilt (b~'a=1)(ab) =b " (ata)b =b"teb=0b"1b=r¢, also erfiillt b~ 'a?
die Definition fiir das zu ab inverse Element. |

Definition. (Untergruppe)

Es sei (G,+) eine Gruppe und U eine Teilmenge von G. Dann heifit U eine
Untergruppe von (G,-), falls die Operation - eine Einschrinkung auf U
besitzt und U mit dieser eine Gruppe bildet.

Natiirlich kann die Menge U nicht leer sein, das neutrale Element von G
muss in U liegen und dort ebenfalls das neutrale Element sein. Schliellich
ist das inverse Element von a € U auch in G zu a invers, wir kénnen also
dasselbe Symbol a~! dafiir verwenden.

Das vorliegende, eher lustige Beispiel
kann leicht verifiziert werden.
Assoziativitiat der Operation:
mo(nok) =m+n+ k — 2 = (mon)ok.
Neutrales Element ist hier die Zahl 1,
und 2 —m ist invers zu m, denn
mo(2—m)=m+(2-m)—1=1.

1/1/5

1/1/6
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Satz. (Untergruppenkriterium)

Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G ist genau dann Untergruppe,
wenn die folgende Bedingung erfillt ist:

(x) Fiir alle a,be U ist a=t-beU.

Beweis. (=) ergibt sich definitionsgeméf aus den Gruppeneigenschaften.
Zum Beweis von (<) zeigen wir zunéchst, dass das neutrale Element e von
G in U liegt. Wegen U # () gibt es ein Element a in G. Voraussetzungs-
gemif ist daher e = a~'-a € U (wir wihlen b = a in ()). Weiter ist mit
a €U auch a™! =a '-e € U (wir wihlen b = e in (*)). Nun wenden wir
(%) ein weiteres Mal an und finden, dass aus a,b € U auch a~',b € U und
damit a-b = (a=!)71-b € U folgt; die Gruppenoperation besitzt also eine
Einschrankung auf U. Da das Assoziativgesetz in der Teilmenge U C G
ohnehin erfiillt ist, folgt die Behauptung. |

Beispiele.

1. Jede Gruppe (G, ) besitzt die ,trivialen Untergruppen {e} und G.

2. (Z,+) ist Untergruppe von (Q,+).

3. {1,-1} ist Untergruppe von (@ \ {0},).

4. Die bijektiven Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n} mit o(1) =1
bilden eine Untergruppe von S,,.

5. (G,-) seieine Gruppe, a € G ein fest gewihltes Element. Dann ist U :=
{a™|n € Z} eine Untergruppe (dies folgt nach dem Potenzrechengesetz
1/1/4 (1)). Wir nennen U die von a erzeugte Untergruppe.

Existiert ein Element ¢ € G mit G = {a™|n € Z}, so heifit (G,-)
zyklisch.

Das letzte Beispiel lasst sich auf beliebige Teilmengen einer Gruppe verallge-
meinern, wir erhalten dann die von einer Teilmenge erzeugte Untergruppe,
die nachfolgend konstruiert wird.

Bemerkung. (Durchschnitt von Untergruppen)
{Ui]i € I} seieine Menge von Untergruppen der Gruppe G, dann ist auch

ihr Durchschnitt ﬂ U; eine Untergruppe von G.
iel

Beweis. Zunichst ist ((U; # 0, da das neutrale Element von G darin
liegt. Sind z,y € G fiir alle i € I, so auch z~'y. Die Behauptung folgt nun
unmittelbar aus dem Untergruppenkriterium. |

Es gibt insbesondere zu jeder Teilmenge M C G eine kleinste Untergruppe,
die diese enthilt; sie kann folgendermaflen charakterisiert werden.

Satz. (Erzeugung von Untergruppen)

M sei eine Teilmenge von G. Die Menge aller Produkte ai* -...-a¥" mit
neN, a; € M, (i=1,...,n) und v; € {1,—1} ist eine Untergruppe U
der Gruppe (G,-).

U ist Durchschnitt aller Untergruppen, die M enthalten und damit kleinste
Untergruppe mit dieser Figenschaft; sie heifst die von M erzeugte Unter-
gruppe. Gleichbedeutend wird M ein Erzeugendensystem der Untergruppe U

genannt.

1/1/7

Daraus konnte natiirlich auch eine
Definition gemacht werden ...

1/1/8

Es wird hier nicht verlangt, dass die
Indexmenge I endlich ist!

1/1/9
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Beweis. Nach dem Untergruppenkriterium bilden die angegebenen Pro-
dukte ai'-...-a¥» eine Untergruppe U von G. Diese enthélt offensichtlich
M (die obigen Produkte mit » =1 und v = 1). Ist nun U’ eine weitere
Untergruppe von G, die M enthélt, so miissen definitionsgeméf zu allen Ele-
menten von M auch deren Inverse und beliebige Produkte der so erhaltenen

in U’ liegen, d.h. U C U’. a

Besonders einfach ldsst sich die im Satz beschriebene Menge von Produkten
angeben, wenn M = {ai,...,a,} und G abelsch ist; wir erhalten dann
{a*-...-alr | v; € Z} als die von M erzeugte Untergruppe.

Satz. (Untergruppen von (Z,+))

Jede Untergruppe U wvon (Z,+) ist zyklisch, d.h. es existiert eine Zahl
n € Z, fir die

U=nZ:={n-m|méeZ}.

Beweis. Fiir U = {0} ist nichts zu beweisen, wir kénnen also annehmen,
dass U ein von 0 verschiedenes Element n enthélt. Da dann auch —n € U
ist, kann 0.B.d.A. n > 0 und in U minimal dieser Eigenschaft gewihlt
werden. Wir zeigen U = nZ:

Fir me U gilt m=q¢-n+r mit 0 <r <n (Division mit Rest). Also ist
r=m —q-n €U, und die Minimalitédtseigenschaft von n impliziert r = 0,
also m =q-n € nZ. |

Homomorphismen und Isomorphismen

Die cayleyschen Tafeln zeigten uns, dass im Wesentlichen héchstens eine zwei-
elementige und hochstens eine dreielementige Gruppe existieren. Dieses ,,im
Wesentlichen“ soll nun prézisiert werden. Um unnétig komplizierte Bezeich-
nungen zu vermeiden, werden Operationszeichen nur ausnahmsweise ange-
geben, insbesondere dann, wenn sonst Verwechslungen zu befiirchten sind.

Definition. (Homomorphismen und Isomorphismen )

G und G’ seien Gruppen.

(1) Eine Abbildung f : G — G’ heifit Homomorphismus von Grup-
pen (hier kurz auch Homomorphismus), falls f(ab) = f(a)f(b) gilt
fir alle a,b € G. Werden durch f : (G,-) — (G',-') die Grup-
penoperationen explizit angegeben, so erhélt die Definition die Gestalt
F(@b) = f(a)' 1)

(2) f heilit Isomorphismus von Gruppen (hier kurz auch Isomorphismus),
falls iiberdies ein inverser Homomorphismus existiert, d.h. falls ein Ho-
momorphismus ¢g: G’ — G existiert mit f-g =idg: und g-f =idg.

Bemerkung. Ist f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und bezeichnen
e, ¢’ die neutralen Elemente, so gilt f(e) = e’. Weiter wird das inverse eines
beliebigen Elements z € G auf das inverse von f(z) in G’ abgebildet.

Die erste dieser Eigenschaften lédsst sich beispielsweise dadurch gewinnen,
dass auf die Gleichheit e-e =¢ in G der Homomorphismus f angewendet
wird. Wir erhalten f(e) - f(e) = f(e) und nach Multiplikation mit dem
inversen Element von f(e) in G’ wie behauptet f(e) =€’ (|

Beispiele.

1/1/10

O.B.d.A. ist n > 0, denn
nZ = (—n)Z.

1/1/11

Nachlissig ausgedriickt bedeutet (1):
Eine Abbildung einer Gruppe in eine
andere ist ein Homomorphismus, falls
sie die Operationen respektiert. Unter
(2) wird fiir einen Isomorphismus
iiberdies gefordert, das dies in
eineindeutiger Weise geschieht.

Die Eigenschaft f(z™!) =27!
sollten Sie selbst iiberpriifen.
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1. G sei eine Gruppe, dann ist die identische Abbildung idg : G — G ein
Gruppenhomomorphismus.

2. f:(Z,4) = (Z,+) mit f(n):= —n ist ein Gruppenhomomorphismus.

3. f:(Z,+)— @\ {0},-) mit f(n):= (—1)" ist ein Gruppenhomomor-
phismus.

4. f: (R,+) — (Rsq,-), ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn f(x)
die Exponentialfunktion in IR bezeichnet und Rs¢ := {z € R|z > 0}
die Menge der positiven reellen Zahlen.

5. Wir betrachten die Untergruppe U einer Gruppe G. Dann ist die In-
klusionsabbildung j : U — G mit j(z) := z fiir x € G ein Gruppen-
homomorphismus.

6. D3 sei die Gruppe der Drehungen der Ebene um einen Punkt P, die
ein gegebenes gleichseitiges Dreieck mit dem Mittelpunkt P in sich
iiberfithren. Die Ecken des Dreiecks bezeichnen wir mit den Zahlen 1,
2, 3. Nun ordnen wir einem Element ¢ von Ds die entsprechende
Permutation o :{1,2,3} — {1,2,3} mit i~ o(i) aus S3 zu.

Es entsteht ein injektiver Homomorphismus D3 — Sg.

Bemerkung. Ein Gruppenhomomorphismus ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn er bijektiv ist.

Damit l&sst sich leicht feststellen, welche der Homomorphismen in den obigen
Beispielen auch Isomorphismen sind.

Sind G und G’ Gruppen, fiir die ein Isomorphismus G — G’ existiert,
so schreiben wir G = G’. Offenbar ist = eine Aquivalenzrelation auf jeder
Menge von Gruppen. |

Die Uberpriifung der Homomorphieeigenschaft ist nicht immer leicht. Ein
interessantes Beispiel ergibt sich bei der Untersuchung der symmetrischen
Gruppe.

Permutationen

S, = S(I,,) bezeichnet die Gruppe der Permutationen (Permutationsgruppe,
auch symmetrische Gruppe) der n-elementigen Menge I, = {1,...,n}. Ih-
re Elemente o € S,, (Permutationen) sind die bijektiven Abbildungen von
I, auf sich; wir beschreiben sie durch Wertetafeln und verwenden (etwas
nachlissig) die Notation

( 1 ... n ) — 5

o(l)...o(n)) — 7
Ist 7 € S,, eine weitere Permutation,

( 1 ... n ) -

(1) ...7(n)) —

so erhalten wir fiir das Produkt o -7 die Wertetafel

(otra) 2 oty )

Die identische Permutation wird durch
id = ( 1... n)
T \1l...n
gegeben. In S3 gilt beispielsweise
(123).<123) _ (123)
321 231)  \213)°

Definition. (Zyklus)

Im 3. bzw. 4. Beispiel ist natiirlich die
Gruppenoperation in Q \ {0} bzw.
IR~ 0 gemeint, die durch Einschréankung
aus der Multiplikation reeller Zahlen
entsteht.

Wir erinnern daran: %Y = e®. e¥.

1/1/12

Zum Beweis haben wir nur zu zeigen,
dass die inverse Abbildung eines
bijektiven Homomorphismus ebenfalls
Gruppenhomomorphismus ist.

1/1/13

Es wird hier nicht zwischen einer
Permutation und ihrer Wertetafel
unterschieden.

Quelle, Ziel und Graph bestimmen
natiirlich eine Abbildung vollsténdig.
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(1) Ein Zyklus der Liange k > 1 ist eine Permutation o € S, fir die
paarweise verschiedene Zahlen ji,...,jx € I, (Elemente des Zyklus)
existieren mit o(j;) = jiy1 fir 1 < i < k und o(jr) = j1 sowie
o(l) =1 fir 1 & {j1,...,Jr}- Wir schreiben in diesem Fall auch o =
(J1 - Jw)-

Jk — J1 So stellen wir uns den Ringelreihen
R \ vor, der hier Zyklus heif}t.

/ 2

4....j3

(2) Zwei Zyklen (41 ... jx) und (41 ... ji.) heiBen elementfremd (disjunkt),
wenn sie keine gemeinsamen Elemente besitzen, d.h. falls
(isees ey OG0 gl = 0 st

(3) Zyklen der Lénge 2 heilen Transpositionen. Dies sind die Zyklen (j1j2),
deren Elemente zwei Zahlen j; # jo aus I, sind.

Wir erhalten z.B.

Die Bedeutung der Zyklenschreibweise
123\ . 123456\ . g y
(13) = (3 9 1) in S3, (253) = (1 5243 6) in Sg, hingt also auch noch davon ab, in

12345 welcher der Gruppen S,, wir gerade
aber (253) kann auch das Element (1 594 3> von Ss bezeichnen — was  arbeiten!

gemeint ist, haben wir jeweils aus dem Zusammenhang zu entnehmen. Weiter
ist (253) = (532) = (325) (die Eintridge gehen durch ,zyklisches Vertau-
schen* auseinander hervor), jedoch (253) # (235).

Das Rechnen mit Zyklen ist besonders einfach. Beispielsweise gilt 72 = id
fiir jede Transposition 7 € S,,.

Satz. Wir betrachten Permutationen aus S,, n > 1. 1/1/14

(1) Sind o,7 elementfremde Zyklen, so ist -7 =7-0.

(2) Jede von der Identitit verschiedene Permutation ist Produkt element- %1) und (2) bilden zusammen einen
assifikationssatz, der gewisse

fremder Zyklen. Die Faktoren dieses Produkts sind bis auf Rethenfolge  Aphnlichkeit mit dem Satz iiber die

eindeutig bestimmt (kanonische Zerlegung). Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen
(3) Jeder Zyklus ist Produkt von Transpositionen. besitzt.
Beweis. (1) und (2) werden offensichtlich, wenn wir uns jeweils den ,, Weg*
eines Elements von {1, ...,n} bei wiederholter Anwendung einer festen Per-
mutation vorstellen — er ,schliefit sich“ nach endlich vielen Schritten.
(3) folgt durch Induktion iiber die Linge des gegebenen Zyklus (jy ... jg) :
Fiir k£ = 2 ist nichts zu beweisen, und fiir k¥ > 2 ergibt sich (ji ... jx) =
(J2 - Jk) - (jijr) als Produkt von Zyklen der Linge < k. (|
Beispiele.

(1 2345 6) =(132)-(46) = (46)-(132) Empfehlung: Rechnen Sie das doch
312654 ’ einmal nach.

(132) = (32)-(12) # (12)-(32) = (123).

Korollar. (Zerlegbarkeit in Transpositionen) 1/1/15

Fiir n > 1 ist jede Permutation aus S, Produkt von Transpositionen.

Beweis. Zunichst gilt id = (12)2. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz,
indem fiir jeden Faktor der in (2) gefundenen Zerlegung die Eigenschaft (3)
verwendet wird. a
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Wir diirfen nicht erwarten, dass die Zerlegung in Transpositionen eindeutig
ist. Beispielsweise kann zu jeder Faktorzerlegung eine beliebige gerade Anzahl
von Faktoren hinzugenommen werden, denn das Quadrat einer Transposition
ist die Identitat.

Definition. (Signum)

o € S,, sei eine Permutation.

(1) Eine Inversion (Fehlstellung) der Permutation o ist ein Paar (i,j) €
I, x I, mit i < j und o(i) > o(j).

(2) Ist k die Anzahl der Inversionen von o, so heifit sign(c) := (—1)¥ das
Signum (Vorzeichen) von o, d.h. sign(c) =1, falls o eine gerade Zahl
von Inversionen besitzt und anderenfalls sign(c) = —1. Entsprechend
wird o auch eine gerade bzw. ungerade Permutation genannt.

123
321

(; ?)) ?) die Inversionen (1,3),(2,3), daher ist sign(c) = —1 und sign(7) =

Beispiele. o = ( ) besitzt die Inversionen (1,2),(1,3),(2,3) und 7 =

1. Das Produkt o-7 = (; % g) hat genau eine Inversion (1,2) und wir
erhalten sign(o-7) = —1.
Lemma.

(1) Fir o €S, ist

sign(o) - 11 (I—m)= 11 (a(l) — a(m)).

(I,m)el, xI,,l<m (I,m)el, xI,,l<m
(2) Ist 7 €8S, eine Transposition, o € S,, beliebig, so gilt
sign(o-7) = —sign(o).

(3) 7 €8S, seieine Transposition. Dann ist sign(r) = —1.

Beweis. Zum Beweis fiir (1) kénnen wir n > 1 annehmen. Die Produkte

H (I—m) und H (oc(l) — a(m))

(I,m)elL, xI,,l<m (I,m)ElL, xI,,l<m
unterscheiden sich hochstens durch das Vorzeichen, denn o ist eine bijektive
Abbildung und vermittelt durch

l-m — o()—o(m)
eine Permutation der Betridge der Faktoren. Dabei haben die Zahlen | —m
und o(l) — o(m) genau dann verschiedene Vorzeichen, wenn (I,m) eine In-
version von o ist. Die Produkte auf der rechten und linken Seite der be-
haupteten Beziehung unterscheiden sich damit um den Faktor (—1)*, wobei
k die Anzahl der Inversionen von o bezeichnet.
Zum Beweis fiir (2) sei 7 = (ij) mit i < j. Nach (1) ist

sign(oT) - H (Il—m)= H ((o7)(1) = (o7)(m)).
(I,m)EL, xI,,l<m (I,m)El, xI,,l<m

Wir vergleichen die Faktoren auf der rechten Seite mit denen der durch (1)
gegebenen entsprechenden Formel fiir sign(o). Aus {,m ¢ {i,j} folgt

(07)(1) = (o7)(m) = o(l) — a(m),
und fur (I,m) = (i,j) erhalten wir

(07)(i) = (o7)(5) = o(7(i)) — o(7(j)) = 0(j) — (i) = — (o (i) = o())-
Die iibrigen Faktoren haben keinen Einfluss auf das Resultat, denn sie lassen
sich folgendermaflen zu Paaren zusammenfassen:

1/1/16

Das Ergebnis ist kein Zufall. Es lasst
bereits einen Zusammenhang zwischen
sign(o-7) und den Vorzeichen von o
und 7 vermuten.

1/1/17

Hier verstecken wir die technischen
Vorbereitungen zum Beweis des
Satzes, der dann wieder recht
einpragsam wird.

(3) kénnen Sie auch als Ubung im
Zéhlen von Inversionen betrachten, zu
7= (ij) mit ¢ < j sind dies:

(4,k), i<k<j

(1,7), i<l<yj und (3,j).

Die Faktorenpaare treten auf den
entsprechenden Seiten in (2) auf.
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k>j:

((e7)(4) = (o7)(k)) - ((o7) (i) = (a7)(k)) = (0(j) = (k) - (o(3) — o (k)),
1<k<y:

((e7)(k) = (@7)(5)) - ((67) (i) = (o7)(k)) = (o(k) = (5)) - (o(i) — o(K)),
k<i:

((o7)(k) = (67)(2)) - ((o7) (k) = (07)(5)) = (o(k) = 0(4)) - (o(k) — o (5))-
Daraus ergibt sich

II ((e)(1) = (o7)(m)) = — II (e(1) = o(m))

(Im)el, xI,,l<m (Iym)el, xI,,l<m

und so nach (1) die Behauptung (2).
(3) folgt aus (2) als Spezialfall mit o = id. d

Satz.

(1) Sind T1,...,7x €S, Transpositionen, so gilt sign(ry -... 1) = (=1)F.

(2) sign: S, — {1,—1} ist ein Homomorphismus von S, in die multipli-
kative Gruppe {1,—1}, d.h. fir beliebige 0,0’ € S,, ist sign(c-0’) =
sign(c) - sign(a’).

Beweis. Der Beweis fiir (1) ergibt sich induktiv mittels (3) und (2) aus dem
Lemma. Die Aussage (2) folgt aus (1) und dem vorigen Korollar, denn ist

o=7-...-7 und ¢’ =7 ... 7, mit Transpositionen 7;, 7/, so gilt
sign(o) = (=1)%, sign(o’) = (—1)* und daher

sign(c-0’) =sign(ry ... TR Ty Th) = (—1)k+k/: sign(o)- sign(c’). [
Klasseneinteilung durch Untergruppen und Homomorphie

Wir wenden uns einer allgemeinen Eigenschaft von Untergruppen zu: Diese
definieren (wie nachfolgend erldutert) eine Aquivalenzrelation und damit eine
Klasseneinteilung der gegebenen Gruppe. Im Fall einer normalen Untergrup-
pe bilden die Aquivalenzklassen sogar eine Gruppe.

Zunéchst wird ein Beispiel betrachtet. In der Gruppe (Z,+) der ganzen
Zahlen bildet die Teilmenge U = 3Z := {3m | m € Z} eine Untergrup-
pe. Eine ganze Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn sie in U liegt.
Jede andere ganze Zahl liegt offensichtlich in 1 := {1+ u | u € U} oder
2:={2+u|ue€U}. Wir setzen noch 0 := U. Damit ist jede ganze Zahl
aus genau einer der Mengen 0, 1, 2, die deshalb eine Klasseneinteilung fiir
Z bilden. Wir versuchen, auf der dreielementigen Menge G = {0, 1, 2} ei-
ne Gruppenoperation anzugeben. Dazu addieren wir beliebige Elemente der
Klassen und sehen nach, in welcher Klasse das Resultat liegt; diese Klasse
soll als Summe der Klassen definiert werden. So miisste z.B. 141 =2 sein,
dale€lund 1+1€2 oder 1+2=0,dalel, 2€2und 1+2¢€0
ist. Als Resultat ergibt sich die Tafel:

ol | =l ol +
S Rel) Reoll

=l Sl Dol o

Ol Dol =)=

1/1/18

Wir sehen, dass es fiir die Bestimmung
von sign(o) belanglos ist, welche
Ordnung wir auf der Menge

I, ={1,...,n} gewihlt haben.

1/1/19

...je nachdem, welchen Rest sie bei
Division durch 3 hat.
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Haben wir beim Ausfiillen nicht etwas falsch gemacht? Es wurde immer nur
an einzelnen Beispielen gepriift, in welcher Klasse die Summe zweier Elemente
liegt. Nun ist aber auch 6 € 0 und 13 € 1. Wegen 6+13=19=1+3-6¢€ 1
haben wir ,,Gliick® gehabt. Genau genommen liegt ein allgemeines Prinzip
vor. Zwei Zahlen r, r’ befinden sich gerade dann in derselben Klasse, wenn
r—r"€0. Sind s, s’ weitere Zahlen, die zur selben Klasse gehoren, so folgt
entsprechend s—s’ € 0, insgesamt also (r+s)—(r'+s') = (r—r')+(s—s') €
0, denn U ist als Untergruppe von Z gegeniiber der Addition abgeschlossen.
Daher liegen 7 + s und 7’ + s’ in derselben Klasse, d.h. die obige Defini-
tion ist tatséchlich unabhéngig von der Wahl der Représentanten. Die hier
gefundene Tafel stimmt offensichtlich mit der iiberein, die wir im Beispiel 2
unter 1/1/3 — bis auf die Namen der Eintrége — als einzige Moglichkeit fiir
eine dreielementige Gruppe erkannt haben. d

Der allgemeine Fall erfordert etwas mehr Vorsicht, denn wir wollen unsere
Uberlegungen nicht auf kommutative Gruppen beschréanken.

Satz — Definition. U sei eine Untergruppe der Gruppe (G,-). Dann ist
durch {a-U|a € G} eine Klasseneinteilung von G gegeben; die Mengen
a-U:={a-x|x € U} heiflen linke Nebenklassen von U .

Die entsprechende Aussage gilt auch fiir die rechten Nebenklassen
Ua:={zalzeU}.

Beweis. Offenbar ist a = a-e € a-U und somit (J,cqga-U = G. Wir
haben nur zu beweisen, dass aus a-UNb-U # 0 stets a-U =b-U folgt.
Dazu wahlen wir x aus dem Durchschnitt und erhalten z = au = bv mit
geeigneten w,v € U, also gilt a = b(vu~!) € b-U. Nunsei ¢ € a-U, dann
existiert ein z € U mit ¢ =az. Wegen a =bvu™! ist ¢ =b(vu=1z) € bU.
Es folgt a-U C b-U und analog auch b-U C a-U, daher a-U =b-U. d

Bemerkung. Alle linken Nebenklassen a-U einer Untergruppe U der
Gruppe G sind gleichmiichtig. Die entsprechende Aussage gilt fiir die rechten
Nebenklassen U -a.

Beweis. Die Abbildung f : U — a-U, x — a-z ist bijektiv, denn die
Gleichung a-x = b besitzt stets eine eindeutig bestimmte Losung = € G

(vel 1/1/5 (2)).

Da U selbst unter den Nebenklassen vorkommt, folgt unmittelbar

Satz. (Lagrange)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist ihre
Ordnung |G| ein ganzzahliges Vielfaches der Ordnung |U].

Die vorhergehende Bemerkung ergibt weiter: Die Anzahl der rechten Neben-
klassen stimmt mit der Anzahl der linken Nebenklassen von U fiberein. Diese

Zahl heifit auch Index von U in G.

Wir wenden uns nun der Untersuchung von Homomorphismen zu. Das Ziel
besteht darin, in gewisser Weise eine Klassifikation zu erhalten.

Definition. (Kern eines Gruppenhomomorphismus)

1/1/20

1/1/21

Diese Teilbarkeitseigenschaft ist
grundlegend fiir die Untersuchung
endlicher Gruppen.

1/1/22

1/1/23
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Ist f: G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann heifit das Urbild
ker(f) := {x € G| f(z) = €'} des neutralen Elements aus G’ der Kern
des Homomorphismus f.

Bemerkung. f:G — G’ sei ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt :
(1) ker(f) ist Untergruppe von G und im(f) ist Untergruppe von G'.

(2) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) nur aus dem neutralen Element
der Gruppe G besteht.

Beweis. (1) lidsst sich mit Hilfe des Untergruppenkriteriums nachweisen:
ker(f) # 0, da das neutrale Element e € G enthalten ist (vgl. 1/1/11,
Bemerkung). Aus z,y € ker(f) folgt f(z-y~!) = f(z)-f(y)~' =e-e=e, also
-yt € ker(f).

In (2) ist (<) trivial; (=) ergibt sich so: Es sei f(z) = f(y), dann ist
flz=ty) = f(z™H-f(y) = f(x)~ - f(y) = /. Nach Voraussetzung gilt daher
z ty=e, dh y=uz.

Definition. (Normalteiler)

Eine Untergruppe U von G heiit normal (oder Normalteiler) in G, falls
fiir jedes a € G rechte und linke Nebenklasse {ibereinstimmen: U-a = a-U.

Der Kern eines Homomorphismus ist stets normal; tatsdchlich gilt auch die
Umkehrung: Jede normale Untergruppe ist Kern eines geeigneten Gruppen-
homomorphismus. Dies ergibt sich aus der nachfolgenden Konstruktion.

Satz — Definition. (Faktorgruppe)

U sei Normalteiler der Gruppe G und G/U :={a-Ul|a € G} die durch U
gegebene Klasseneinteilung von G.

Dann besitzt G/U eine eindeutig bestimmte Operation, fir die die kanonische
surjektive Abbildung p: G — GJ/U, a— aU ein Gruppenhomomorphismus
ist. Die mit dieser Struktur versehene Menge G/U heifit Faktorgruppe von
G nach U und p der kanonische Homomorphismus auf die Faktorgruppe.
FEs gilt ker(p) =U.

Beweis. Wir schreiben wie iiblich @ := a-U fiir die Klasse von a € G und
definieren eine Operation auf der Menge G/U aller Klassen durch

(*¥) @b:=a-b.

Dies ist allerdings nicht a priori sinnvoll, denn die rechte Seite von (%) konnte
von der Wahl der Reprisentanten innerhalb der Klassen der Elemente a und
b abhéngen.

Es sei also @ = a7 und b = b;. Dannist a; € U-a und b, € b-U
(rechte und linke Nebenklassen stimmen voraussetzungsgemifl iiberein). Daher
gilt a;-by = (wrab)ug mit ui,us € U und wiab = abug mit usz € U,
folglich a1b; = abusus € (ab)U; die Klassen von ab und a;b; haben also
einen nichtleeren Durchschnitt und sind deshalb gleich. Damit ergibt sich die
Représentantenunabhéngigkeit von (x).

Nun ist die auf G/U erkldrte Operation offenbar assoziativ, besitzt ein neu-
trales Element € (wobei e das neutrale Element in G bezeichnet), und
a1 € G/U ist zu @ invers.

Wir bemerken noch, dass durch (x) die einzig mogliche Operation definiert
wird, fiir die a — @ ein Gruppenhomomorphismus ist. |

Die Verifikation von Eigenschaften
dieser Art ist nachfolgend nicht mehr
ausgefiihrt, wird allerdings zur Ubung
empfohlen.

1/1/24

Dass ein Kern normal ist, ergibt sich
durch leichte Rechnung.

1/1/25

Hier liegt ein allgemeines Prinzip vor:
Mit Hilfe geeigneter
Aquivalenzrelationen werden aus einer
gegebenen Gruppe weitere konstruiert,
ihre Faktorgruppen.

Uberpriifen Sie diese Eigenschaften!
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Bemerkung. U sei Untergruppe einer kommutativen Gruppe, so ist U
normal, daher existiert in diesem Fall stets die Faktorgruppe G/U. Insbe-
sondere gibt es fiir alle n € IN mit n > 0 eine n-elementige Gruppe Z/nZ,
die offensichtlich zyklisch ist (da von 1 erzeugt). Die Gruppen Z/2Z und
Z/3Z sind vom Isomorphietyp der anfangs durch cayleysche Tafeln angege-
benen Gruppen (vgl. 1/1/3). Die dort aufgefiihrten Tafeln fiir 4 Elemente
gehoren zu den Gruppen Z/4Z und (Z/2Z) x (Z/2Z).

Wir zeigen die Existenz einer kanonischen Faktorisierung beliebiger Grup-
penhomomorphismen.

Satz. (Homomorphiesatz)

Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — G’ existiert ein eindeutig
bestimmter injektiver Homomorphismus ¢ : G/ker(f) — G' mit f = ¢-p,
wobei p den kanonischen Homomorphismus von G auf die Faktorgruppe
G/ker(f) bezeichnet, d.h. es entsteht das folgende Diagramm:

G ! - G

~ T

G /ker(f)
Insbesondere gilt im(f) = G/ker(f).

Beweis. a bezeichne die Menge a - ker(f). Falls ein Homomorphismus ¢
mit der angegebenen Eigenschaft existiert, so muss f(a) = ¢(p(a)) = u(a@)
fir alle a € G gelten. Damit ist ¢ eindeutig bestimmt.

Zum Beweis der Existenz eines Homomorphismus ¢ mit den geforderten Ei-
genschaften zeigen wir zunéchst, dass durch

(¥) @) := f(a)

eine Abbildung definiert ist, d.h. die rechte Seite von (I) nicht von der Wahl
des Représentanten der Klasse von a abhéngt. Ist @ = a1, so gilt offenbar
ar-a~t € ker(f). Daherist f(a;-a=') =¢’ das neutrale Element der Gruppe
G, dh. f(a1)-f(a)™' =€/, und wir erhalten leicht f(a1) = f(a).
Offenbar gilt f = ¢-p, und ¢ ist ein Homomorphismus. Zum Beweis der
Injektivitdt von ¢ untersuchen wir den Kern:

Definitionsgemifl gilt f(a) = ¢ <= a € ker(f), und die Klasse ker(f)
bildet das neutrale Element in G/ker(f). Also ist ker(¢) einelementig und
somit ¢ nach Bemerkung 1/1/23 (2) injektiv. M|

Das angegebene Diagramm macht die Aussage des Satzes besonders anschau-
lich. Wir nennen es kommutativ, da das Bild eines Elements nicht von der
Wahl des Weges abhéingt, der beim ,Durchlaufen in Richtung der Pfeile“
gewdhlt wird. Auch kiinftig werden wir den Begriff kommutatives Diagramm
sinngeméf verwenden und dadurch Schreibarbeit sparen, wenn Produkte von
Abbildungen angegeben werden.

Das Homomorphieprinzip gehort zu den zentralen Ideen der Algebra. Es wird
uns in dhnlicher Gestalt noch wiederholt begegnen.

Als erstes Beispiel betrachten wir das Vorzeichen sign : S,, — {1,—1}. Der
Kern dieses Homomorphismus ist die alternierende Gruppe A,. Fir n > 1
ist sign surjektiv, also S, /A, = im(sign) = {1,—1}.

Eine weitere Anwendung des Homomorphiesatzes ist das folgende

Zum Begriff der zyklischen Gruppe
vel. 1/1/7, 1/1/8.

1/1/26

Die Formel im(f) = G/ ker(f)

ist eine ,,populdre“ Formulierung des
Homomorphiesatzes. Dabei geht
allerdings ein Teil der Information
verloren.

1/1/27
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Korollar. Jede zyklische Gruppe ist zu einer der Gruppen Z/nZ mit n € N 1/1/28
isomorph.

Beweis. G = {a”|v € Z} sei eine zyklische Gruppe. f:Z — G, a+— a”
definiert dann einen Homomorphismus mit im(f) = G. Aus dem Homo-
morphiesatz folgt G = Z/ker(f) und so die Behauptung, da der Kern als
Untergruppe von Z die Gestalt ker(f) = nZ hat (vgl. 1/1/10). a
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