Kapitel 4
Multilineare Abbildungen

In diesem Kapitel werden Abbildungen von Vektorraumen untersucht, die in
mehreren Argumenten linear sind.

Besonders niitzlich ist fiir uns die Determinante, mit der wir ein weiteres
Werkzeug zur Losung von Gleichungen erhalten. Die Bezeichnung wurde be-
reits 1801 von C. F. GAUSS verwendet; dem Inhalt nach ist die Konstruktion
wesentlich &lter. Wir erldutern, wie sich die Determinante in das Studium
multilinearer Abbildungen einordnet.

FEinen weiteren wichtigen Spezialfall bilden die Bilinearformen. Einige von
ihnen eignen sich dazu, die im Kapitel 6 untersuchten Begriffe der Lange und
des Winkels zu definieren.

Allgemein sind multilineare Abbildungen durch Rdume von Tensoren gege-
ben, die mittels Universaleigenschaften charakterisiert werden kénnen und so
ein selbststdndiges Interesse erlangen.

4.4 Tensorprodukte*

Die Untersuchung multilinearer Abbildungen fithrt ganz allgemein auf die
Frage nach einem klassifizierenden Objekt. Tatséchlich gibt es eine universelle
p-lineare Abbildung, deren Konstruktion zunéchst fiir p = 2 beschrieben wird.

Definition. (Tensorprodukt)

V, W seien K-Vektorrdume sowie ¢:V x W — T eine bilineare Abbildung
mit der folgenden Eigenschaft:

Ist f:V xW — P bilinear, dann existiert genau eine lineare Abbildung
@:T — P mit ¢-t=f, d.h. fiir die das Diagramm

Vxw —
T

kommutiert. Ein solches Paar (T,t) (oder nachlissig einfach der Vektorraum
T) heifit Tensorprodukt von V. und W (iber K ).

r

Trotz der etwas abstrakten Begriffsbildung beinhaltet diese Definition nichts
Anderes als eine Prizisierung des zuvor naiv verwendeten Begriffs klassifizie-
rendes Objekt. Fiir einen Vektorraum T mit der angegebenen Universalei-
genschaft ist Hompg (T, P) bis auf Isomorphie der Vektorraum aller bilinearen
Abbildungen V x W — P.

Satz. Zu jedem Paar (V,W) von K -Vektorriumen existiert ein Tensorpro-
dukt (T,t). Es ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. fiir
jedes Tensorprodukt (T',t") von V und W ezistiert ein eindeutig bestimmter
Isomorphismus 1 : T — T, fiir den das folgende Diagramm kommutiert:
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Diese Definition sichert noch nicht die
Existenz eines Tensorprodukts — sie
ergibt sich allerdings aus dem
folgenden Satz.
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'

VxW

NS

Dariiber hinaus gibt es eine kanonische Konstruktion, die unter den (isomor-
phen) Tensorprodukten von V. und W ein konkretes auswdhit, es wird von
nun an auch das Tensorprodukt von V' und W genannt.

T/

Tatséchlich wird die letzte Feststellung erst im Beweis des Satzes prézisiert.
Wer bereit ist, sich mit der Existenz eines in Abhéngigkeit von Basen konstru-
ierten Tensorprodukts zu begniigen (das damit nur bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt wire), erhélt dafiir die Anleitung in 4/4/5.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Sie ergibt sich (wie schon
bisher bei Objekten mit Universaleigenschaft) ohne besonderen Aufwand,
denn definitionsgemif existieren eindeutig bestimmte Homomorphismen
Y:T —T und ¢ : T — T, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

Tl

VxW

Nach Voraussetzung ist fiir ein Tensorprodukt (7',t) von V und W der
Homomorphismus ¢ = ¢’ -4 : T — T mit o -t = t eindeutig bestimmt.
Offensichtlich gilt auch idy -t = ¢, und die Eindeutigkeit von o ergibt
o = idp, dh. ¥ -4 = idp. Analog folgt v - ¢’ = idy/, daher ist ¥ ein
Isomorphismus.

Zum Beweis der Existenz eines Paares (7,¢) mit der geforderten Eigenschaft

withlen wir fiir 7' den Faktorraum 7 := K(V>*W)/U des K-Vektorraumes
KV*W) nach dem Unterraum U, der von allen Vektoren

(v+v,\w)— (v,w)— (v, w), v, eV, weW

(v,'erw')—(v,w)—(v,w'), ’UE‘/,’U),’U)IEW

(av,w) —a(v,w), (v,aw)—a(v,w), vEV, weW, ae K
erzeugt ist. Dabei wird mit der {iiblichen Identifikation V x W als Basis
von K(V>*W) betrachtet (vgl. 3/3/9). t : V. x W — T sei das Produkt
der Inklusion V x W — K(V>*W) mit dem kanonischen Homomorphismus
7 KV>XW) T Dann ist t offensichtlich bilinear (U wurde gerade so
definiert, dass die Bilinearitét auf den Klassen erfiillt ist). Fiir eine beliebige
bilineare Abbildung f : V x W — P haben wir nun zu zeigen, dass genau
eine lineare Abbildung ¢ : T — P mit ¢-t = f existiert. Dazu untersuchen
wir das folgende Diagramm:

Denken Sie dabei etwa an
Kardinalzahlen, mit denen Sie ohne
Kenntnis der expliziten Konstruktion
rechnen kénnen.
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VxW

Da V x W eine Basis von K(V*W) ist, existiert nach dem Prinzip der li-
nearen Fortsetzung ein eindeutig bestimmter Homomorphismus

o : KV>XW) P mit o(v,w) = f(v,w), fir v € V und w € W,
d.h. das &duBere Diagramm kommutiert. Da f bilinear ist, wird das oben
angegebene Erzeugendensystem fiir U durch o auf 0 abgebildet, d.h.
U C ker(o). Deshalb faktorisiert ¢ iiber den kanonischen Homomorphismus
7 KW 17 = KV>XW)/U und eine lineare Abbildung ¢ : T — P,
so dass das gesamte Diagramm kommutiert (vgl. 3/2/16 ). Die Eindeutigkeit
von ¢ folgt aus der Surjektivitit der Abbildung =: Ist ¢’ : T — P mit
@ -t = f, so muss auch ¢’ -7 = o sein (aufgrund der Eindeutigkeit der
linearen Fortsetzung), also ist ¢’ -7 = ¢ - 7, und die Surjektivitit von
impliziert ¢’ = ¢. A

Bezeichnungen. Das Tensorprodukt 7" von V und W {iber K wird mit
V @k W oder (bei fixiertem Grundkérper K) nachlidssig mit V @ W be-
zeichnet, die Elemente von T heiflen Tensoren. Fiir die zugehorige kanonische
bilineare Abbildung ( Tensorabbildung) t =ty,w : VXW — Vg W setzen
wir t(v, w) =: vQw. Die Vektoren v®@w werden zerfallende, auch zerlegbare
Tensoren genannt.

Die Menge der zerfallenden Tensoren heifit Segre-Kegel von V ® x W und ist
im Allgemeinen kein Unterraum.

Bemerkung. (Rechenregeln fiir Tensoren)

(1) Jedes Element von V ®g W ist Summe (endlich vieler) zerfallender Ten-
soren, d.h. {v@w | v €V, w e W} bildet insbesondere ein Erzeugen-
densystem des Vektorraumes V @ W.

(2) Die Bilinearitéit der Tensorabbildung ¢ : V xW — V @k W findet ihren
Ausdruck in den folgenden Rechenregeln.

w+v)ew=vw+v w, v,veV,weW
v (wtw)=vwt+vew, veV, ww ewW
(av)@w=a(v@w)=v® (aw), veV, weW, ac K

Aus Basen in V' und W lassen sich — wie nachfolgend erldutert — Basen des
Produkts V @ x W gewinnen.

Bemerkung.
By = (v;)ier und Bw = (w;);cs seien Basen der Vektorrdume V bzw. W.

(1) Es existiert eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — KUXJ) mit

(invi’zijj>'_> Z -Tiyj'(imj)v

icl jeJ (i,5)eIxJ

4/4/3
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wobei (x;);er bzw. (y;)jes Koordinatenfamilien von Vektoren aus V
bzw. W bezeichnen. Dadurch werden die Paare (v;,w;) auf die Ele-
mente (Z,7) der kanonischen Basis von K (IxJ) abgebildet. Nach dem
Prinzip der linearen Fortsetzung existiert fiir jede bilineare Abbildung
f:V xW — P eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

@ : KUXJ) — P fir die das Diagramm

Vx W ! - p

K(IXJ)

kommutiert. Daher erfiillt ¢ die Universaleigenschaft des Tensorpro-
dukts. Es folgt KUX)) = V @ W mit einem eindeutig bestimmten
Isomorphismus, der die bilineare Abbildung ¢ und die Tensorabbildung
von V x W respektiert; die Vektoren #'(v;,v;) € K/*/) werden durch
ihn auf v; ® w; abgebildet. So ergibt sich auch:

(2) Bv®@Bw := (v;®w;)(; jerxs ist eine Basis von V&g W, insbesondere
dimK(V QK W) = dlmK(V) - dlmK(W)
(3) Ein Tensor u € V @k W ist stets von der Gestalt
u = Z uij'ui K wy,
iel jeJ
wobei (u)(; j)erxs die Koordinatenfamilie von w beziiglich der Basis
By ® By bezeichnet. Die Zahlen u* werden auch Tensorkomponenten
des Tensors u beziiglich der Basis By ® By genannt. Fir V = W
und By = By heiflen sie kurz Tensorkomponenten von w beziiglich
By . In der Technik wird die Notation Tensor fiir Familien solcher Zah-

len (u%) verwendet, die durch Basistransformation in V auseinander
hervorgehen.

Beispiel. (Segre-Kegel)

V = R? sei der reelle Standardraum.
Sind (u%) die Tensorkomponenten von u € V ®g V' beziiglich der kanoni-
schen Basis B, so zerfillt der Tensor u genau dann, wenn er von der Gestalt
u = (r1e1 + r2e2) @ (y1€1 + yoe2) ist, d.h.

u=1z1y1€1 @ e + T1y2e1 @ ez + Toyi1€2 ® €1 + Tayre2 ® €2
mit geeigneten w;,y; € IR. Die Tensorkomponenten beziiglich B sind da-

her u'' = z1y1, u'? = 2192, u?' = 29y1, u?? = xoys. Sie geniigen der

Bedingung u!'u?? = u'2u?!.

Der Isomorphismus V®@grV — R?*, der (e1®e1,e1Res,e30e1,eaQes) auf
die kanonische Basis abbildet, hat als Bildmenge der zerfallenden Tensoren
die Nullstellenmenge V(X;X; — XoX3) C R

Das rechtfertigt die Bezeichnung ,Kegel“: Wer noch keinen Kegel im 4-
dimensionalen Raum gesehen hat ist eingeladen, sich die Schnitte mit den
dreidimensionalen Unterrdumen V (X, — aX3) fiir feste Zahlen o € R zu
veranschaulichen.

Satz. Sind V, W und P Vektorrdume, so existieren folgende Isomorphis-
men, die durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt sind:

(1) Vg WEWegV, vQuwr—w®uv.
(2) VogW)exk P2V g (WegP), vodw)@p—v®(wep).
3B) VEPW)exk P2 (Vg P)P(WekP), (v,w)®@p+— (v@p,wlp).

Damit erhalten wir das Tensorprodukt
ohne die abstrakte Konstruktion.

Durch das Transformationsverhalten
von (u*) werden die Eigenschaften
des Tensorprodukts in Koordinaten

beschrieben.

Fiir Tensorprodukte von mehr als zwei
Vektorrdumen erhalten wir dann
Tensoren als Verallgemeinerungen des
Begriffs der Matrix.

4/4/6

(1) - (3) und (5) werden als
Ubungsaufgaben empfohlen;
verwenden Sie vorzugsweise die
Charakterisierung des Tensorprodukts
durch seine Universaleigenschaft.
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(4) KeogV=2V, aQu—av.

(5) Homy (V, Homg (W, P)) = Hom(V @x W, P) ;
dabei wird ¢ € Homg (V, Homg (W, P)) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung V @k W — P zugeordnet, die mittels der Tensorabbildung
der bilinearen Abbildung V x W — P, (v,w) — (¢(v))(w) entspricht.

Wer fiir die obigen Regeln Namen wie ,, Kommutativitit®, ., Assoziativitéat“
usw. verwendet, sollte beachten, dass hier nur Isomorphie besteht — keine
Gleichheit. Die Eigenschaft (5) wird auch als adjungierte Assoziativitit be-
zeichnet.

Beweis des Satzes. Die angefiihrten Eigenschaften ergeben sich aus der
Universalitét des Tensorprodukts; wir zeigen (4).

t: KxV —V seidie durch t(a,v) := av gegebene bilineare Abbildung; es
ist nur zu zeigen, dass t die Universaleigenschaft des Tensorprodukts erfiillt.
Dazu betrachten wir eine beliebige bilineare Abbildung f : K x V — P;
offenbar ist ¢ : V — P mit ¢(v) := f(1,v) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, fiir die das Diagramm

KxV ! - p

(a,v)y—~a-v ¥

kommutiert. [ |

Nachdem ein Tensorprodukt von Vektorrdumen definiert ist, ldsst sich auf
nahe liegende Weise auch ein Tensorprodukt linearer Abbildungen erkléren,
das in beiden Argumenten funktoriell ist.

Satz. (Bifunktorialitit des Tensorprodukts)
Sind Vi, Vo, W1, Wy Vektorraume und o1 : Vi — W1, @o @ Vo — Wy lineare
Abbildungen, so gibt es genau eine mit 1 Qg 2 bezeichnete lineare Abbildung
Vi @k Vo — W1 @k Wa, fiir die
(p1 @K 92)(V1 ®2) = p1(v1) @ p2(v2), vI€VI, V2 €V,
ist. Das so definierte Tensorprodukt zweier Homomorphismen besitzt die fol-
genden Figenschaften:
(1) idVl ®K id‘/'2 - idV1®KV2 .
(2) Sind ¢} : Wy — Py und ¢ : Wo — Py weitere lineare Abbildungen,
dann gilt

(©1 - ¢1) Ok (95 - 92) = (@) @K ¢5) - (1 Ok P2).

Beweis. Die bilineare Abbildung

fiVix Vo= W@k W, (vi,v2) = ¢1(v1) @ p2(v2)
lésst sich durch einen eindeutig bestimmten Homomorphismus iiber das Ten-
sorprodukt V; @ Vo fortsetzen, und die so entstehende lineare Abbildung
Vi @k Vo — W1 @k Wy bildet v1 ® v2 auf ¢1(v1) ® p1(va) ab. Die verblei-
benden Eigenschaften folgen daraus, dass Tensorprodukte von zerfallenden

a/a/7

Der Begriff der Bifunktorialitit soll
hier nicht prézisiert werden, er diirfte
aber durch seinen gelegentlichen
Gebrauch einleuchten.
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Tensoren erzeugt werden; es geniigt also, die Ubereinstimmung der betref-
fenden Abbildungen auf der Teilmenge {v; @ vy | v1 € Vi, va € Vo} zu
iiberpriifen. D

Fir Vi = Wy =V setzen wir auch idy ®g p2 =: V ®k @9, entsprechend
wird 1 @ W := @1 Q idy definiert.

Wir bemerken, dass das Symbol ¢ ®x @2 einen Doppelsinn hat, es kénn-
te ebenso ein Element des Vektorraumes Hom g (V1, W1) @ k Hom g (Va, Wa)
bezeichnen. Erfreulicherweise ist in wichtigen Féllen keine Unterscheidung
erforderlich; dies ergibt der folgende

Satz. Vi, Vo, Wi und Wsy. bezeichnen endlichdimensionale Vektorrdume.
(1) Die (gemdf8 der Konstruktion aus Satz 4/4/7) durch (o1, 92) — @1 QK @2

induzierte kanonische Abbildung
Hompg (Vi, Wh) ® x Homg (Va, Wa) — Homp (Vi @k Vo, Wi @ Wa)

st ein Isomorphismus. Insbesondere gilt

(2) Endg(Vh) ®x Endg (V) = Endg (Vi @k Va).

Beweis. Fiir einen Vektorraum W gibt es zu beliebigen Zahlen m € IN
Isomorphismen W™ = Homg (K™, W), die (wi,...,w,,) € W™ auf den
Homomorphismus K™ — W, e; — w; abbilden. Es geniigt offenbar, den
Satz fiir den Fall zu beweisen, dass Vi = K™ und Vo = K™2 endlichdi-
mensionale Standardriume sind. Dann ist bis auf Isomorphie auch V; ®x V5
der Standardraum K™'™2 und die Behauptung (1) ergibt sich aus der Kom-
mutativitat des folgenden Diagramms.

W{nl RK W2m2 iP HOHlK(Kml,Wl) ®K HOI’HK(KMQ,WQ)

R

(Wl ®K WQ)TVHW'LQ

Homp (K™ @k K™, W1 @k Wa)
Erweiterung des Skalarbereichs

Wir fixieren eine Korpererweiterung K C K’ d.h. von nun an ist K Un-
terkorper eines Korpers K', der dann selbst als Vektorraum iiber K ange-
sehen werden kann.

Bezeichnungen. V und W seien K-Vektorrdume, ¢ : V — W eine K-
lineare Abbildung.

(1) Vg := K' @ V ist ein K’-Vektorraum, der seine Addition durch die
Struktur als Vektorraum iiber K erhélt und fiir den die Multiplikation
mit Skalaren durch die K-bilineare Abbildung

(*) K/ X VK/ — VK/
gegeben ist, die durch (a/,b’ @ v) — (a’-b') ® v eindeutig bestimmt wird.

Vi heifit der aus V' durch Skalarerweiterung mit K’ entstandene Vek-
torraum.

Weitere Eigenschaften — wie die
Vertauschbarkeit des Tensorprodukts
mit einer Summe von
Homomorphismen — werden in den
Ubungsaufgaben behandelt.

4/4/8

. eine kleine Rechnung mit
zerfallenden Tensoren. Wie sieht die
Abbildung zum linken vertikalen Pfeil
aus?

4/4/9

Rechnen wir mit Vektoren des
Standardraumes IR™ und betrachten
wir das Ergebnis spéter in C", so
haben wir genau das ausgefiihrt, was
hier beschrieben wird: eine
Skalarerweiterung.

Verwenden Sie die K-bilineare
Abbildung K’ x K’ — K’, die durch
(a’,b') — a’-b' eindeutig bestimmt ist.
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(2) Dem Homomorphismus ¢ : V — W wird die K’-lineare Abbildung
YK = K’ Qr @ : Vg — Wk
der durch Skalarerweiterungen entstandenen Vektorrdume zugeordnet.

Ist K Unterkorper der komplexen Zahlen (hier meist K = R oder K =Q),
so heifit Vg bzw. ¢¢ die Komplexifizierung von V' bzw. .

Homomorphismen endlichdimensionaler Vektorrdume haben wir schon wie-
derholt mittels der zugeordneten Matrizen beschrieben. Das ist im vorliegen-
den Fall besonders leicht.

Satz.

(1) V sei ein K-Vektorraum und By = (v;)jes eine Basis von V. Dann
ist B, = (1®v;),es eine Basis des K'-Vektorraumes Vi, insbeson-
dere dimK/(VK/) = dlmK(V)

(2) ¢ : V. — W sei eine K-lineare Abbildung endlichdimensionaler Vek-
torrdume, Bw = (w;)ier eine Basis des K-Vektorraumes W wund
By = (1 ® wi)ier, dann gilt Mg, 5 (pr’) = Mp, 5y (), wo-
bei M(I,J; K) mittels der Inklusion K C K’ als Teilmenge von
M(I, J; K') betrachtet wird.

Beweis. Die K-bilineare Abbildung

K x KU — K'Y (d, (a)je0) — (a'aj)jes
erfiillt die Universaleigenschaft des Tensorprodukts {iber K, daher existiert
ein K-Isomorphismus

(K(J))K’ — K’ QK K(J) _ K/(J), d ® (aj)jeJ s (a/aj)jeﬁ
er ist mit der Multiplikation von Elementen aus K’ vertriglich, daher ein
K'-Isomorphismus .
Fiir die Basis (v;);es des Vektorraumes V' erhalten wir nun mittels linearer
Fortsetzung einen K-Isomorphismus V =2 K/ v; — e;. Sein Tensorpro-
dukt mit idgs tiber K ergibt einen Isomorphismus, dessen Komposition mit
dem vorhergehenden ein K’-Isomorphismus

VK’ = K/ XK V — K’ R K(]) — K/(J)
ist; er bildet die Familie (1 ® v;);es auf die kanonische Basis (e;);es von

K')) ab. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der
Matrix einer linearen Abbildung. |

Anmerkung. So sieht der typische Fall aus: Ist ¢ : V — W ein Homo-
morphismus reeller Vektorrdume, dann erhalten wir durch Erweiterung des
Skalarbereichs mit den komplexen Zahlen ein kommutatives Diagramm

¥pc

e - W
v—1ev w—low
v d - W

von IR-linearen Abbildungen, in dem ¢¢ sogar C-linear ist.
Wird ¢ : R" — R™ durch die Matrix A = M(p) € M(m,n;R) definiert, so
entspricht das obige Diagramm einem kommutativen Diagramm

4/4/10

Das Studium von Endomorphismen
reeller Vektorrdume kann zweckméBig
auf dem Umweg iiber die komplexen
Zahlen ausgefiihrt werden.
Einzelheiten dazu folgen im 5. Kapitel.
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q:n . Cm
C c
|R7L ¥ IR’”L
in dem beide Zeilen durch Multiplikation mit derselben Matrix A gegeben
sind.
Das Kroneckerprodukt 4/4/11

Das Tensorprodukt linearer Abbildungen ldsst sich insbesondere fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume als Matrizenoperation interpretieren. Aus Basen
1 2 1 2
(’vg’l))hEJU (’Ug‘z))jzer von Vi bzw. V5 und (wz(’l))i1€f17 (wz(’z))hEIz von
W1 bzw. Wy erhalten wir Basen By, ® By, = (vgi) ® U<2))(j1,j2)eJ1xJ2 von

J2
Vi@ Vs und Bw, ® Bw, = (w) @ w), i)enxn von Wy @ Wa. Sind
AW = (@) ) e M(I, Ji; K) und A® = (af?)) € M(Iz, Jo; K) die Matri-
zen der Homomorphismen ¢; : Vi — Wj bzw. @9 : Vo — Wy bezliglich der
entsprechenden Basen, so ist

Mgy, @By, B, @Bw, (P1 @K P2) = (i, iz),(j1.52) € M(11 X Iz, J1 X Jo; K)
(2)

: _ (1)
mit b(i1>i2)x(jlvj2) =05, Gigjy

Definition. (Kroneckerprodukt zweier Matrizen)

Fiir Matrizen A1) = (agllzd) € M(Iy, J;; K) und AR — (ag;z) € M(I,, Jo; K) Hier wird lediglich das Tensorprodukt
heif3t von Homomorphismen in

AW 4@ .= (b(is i), (is ) € M(I1 % I, Jy X Jo; K) it Matrizenschreibweise ausgedriickt.
@ @

b(i17i2)»(j11j2) = ailjl ’ ai2j2
das Kroneckerprodukt, auch Tensorprodukt von A und B.

GemésB der allgemeinen Definition im Kapitel 1 (vgl. 1/3/1) sind hierbei die
Paare (i1,i2) Zeilenindizes und die Paare (j1,j2) Spaltenindizes.

Die Rechenoperationen zwischen Matrizen sind so definiert, dass die vertraute
Anordnung der Eintrige als rechteckiges Schema nicht erforderlich ist. Fiir
das Kroneckerprodukt der Matrizen A = (a;,;,) € M(m1,n1; K) und B €
M(ma, n2; K) wird jedoch die folgende Konvention verwendet, bei der A® B
als Blockmatrix so geschrieben werden kann:

(1113 alle alnlB X
Beachten Sie: Das Kroneckerprodukt
A®B = € M(ml ma, N1N2; K) ist fiir beliebige Matrizen definiert.
am 1B ... amiB oo amn, B
Beispiel.
1 0 2 0 0 O
1 2 0 1 0 2 3 4 6 00
(113>®(23>_101030 -
2 3 2 3 6 9

Die obige Anordnung der Eintridge der Matrix A® B ergibt sich so: Sind V'
und W Vektorrdume mit Basen By = (v1,...,v,) und By = (w1,...,wWn,),
dann wéhlen wir die Anordnung der Vektoren in By ® By, als

By ® By =
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(V1®W1,V1QW3, . .., VIQW,y, VaQW1, . .., V2Q@Wip, . . ., U QW1 . .., Uy @Wiy, ).

Bemerkung. (Figenschaften des Kroneckerprodukts)

(1) Sind 1 : K™ — K™ und ¢ : K™ — K™2 lineare Abbildungen
mit zugehorigen Matrizen A = M(p1) € M(my,n1; K) und A®) =
M(ps) € M(ma,ny; K), so ist AN @ AP die Matrix von ¢; @ 2
beziiglich der Tensorprodukte der kanonischen Basen.

(2) Fiir das Kroneckerprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(i) (aA)®@ B=a(A® B)=A® (aB)
fir A € M(mq,n1;K), B € M(mg,ng; K), a€ K.

(i) (AW +AY@B=AD@B+A® @B
fir AW, AR e M(my,n; K), B € M(mg,no; K).

(i) A® (BM +B®) =A% BY + A® B®
fir A€ M(my,n;K), B®, B € M(mg,ng; K).

(iv) (A @A) (B @ B@) = (A1 . B) g (A® . B@)
fir AN € M(mq,ny; K), BY € M(ny,p1; K), A® € M(mg, ny; K),
B® € M(ng, p2; K).

Beweis. (1) ist offensichtlich. (2) folgt aus den entsprechenden Eigenschaften
des Tensorprodukts von Homomorphismen durch Ubergang zu den zugehori-
gen Matrizen. d

Wer den Versuch unternimmt, Formeln wie die unter (2) aufgefiihrten ele-
mentar zu verifizieren, lernt die Vorziige , basisfreier* Beweise schétzen.
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Es handelt sich um Eigenschaften, die
fiir das Tensorprodukt von
Homomorphismen bewiesen wurden
bzw. leicht zu priifen sind.
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