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Aufgabe 1. Diese Aufgabe soll verstandlichen, dafl die &uflere Ableitung von Differentialformen

als Verallgemeinerung der Operationen Gradient, Rotation und Divergenz aus der Vektorana-
lysis gesehen werden kann. Wir betrachten dazu das Diagramm

C(R?) 220, 3 (R3) —2Ls x(R?) —i% oo (R?)
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Q(R?) — Q' (R?) — (R?) =~ }(R?),

1%

wobei die vertikalen Isomorphismen gegeben sind durch

XRY) = QUR?),  fi0x1 + 2019 + f3023 — fidzy + fodxs + fadas
%(R‘g) — Qz(Rg) s f1a7f1 + f28x2 + f38:c3 — fldSCg VAN d&?g - fgdl’l VAN d;Ug + fgdxl VAN d.TQ
C®[R?) = B[R, [ fdry Adry Adas.

Zur Erinnerung, fiir eine Funktion f € C°°(R?) und ein Vektorfield X = f,0z;+ foOxo+ f30x3 €
X(R?) sind Gradient, Rotation und Divergenz definiert durch

_of of of
grad f = axlaxl + ot Oxy + B O0xs

_ (Ofs  Ofa ofi  0fs dfs  0h
rotX = (8:52 83:3) Or1 + (8:133 0:1:1) 022 + (83:1 8:@) Oy
o Oh O 0%

8x1 81‘2 81'3 ’

Zeigen Sie, dass das Diagramm kommutiert und folgern Sie die Identitdten rot grad = 0 sowie
divrot = 0.

Aufgabe 2. Sei V ein orientierter reeler Vektorraum und (-,-) eine nicht-ausgeartete sym-
metrische Bilinearform auf V' von Index p. Wir erhalten die induzierte Biliniearform auf A¥V
definiert durch

(U Avg A+ Ao, wy Awg A -+ Awy) == det ((U,»,wj>)1§i7j§k )

Sei (eq,...,e,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von V. Die Hodge-Dualitit ist die
Abbildung
w1 APV — ARV U KU

gegeben durch
VAW = (xv,w)yes Nea A Ney, Yw € A"V

(i) Zeigen Sie, dass die Bilinearform auf A*V nicht-ausgeartet und symmetrisch ist und eine
Orthonormalbasis gegeben ist durch alle e;, Aej, A---Ae;, mit 1 <4y <idg < -+ <1 < .

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung % wohl-definiert und unabhéngig der Wahl der orientierten
Orthonormalbasis ist und weisen Sie die folgenden Eigenschaften von * nach.
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(a) Seie; = (e;,e;) und ji, ..., jn—k so gewdhlt, dass (e, ..., €;,,€j,,...¢€;, _,) eine positive
Basis bildet. Dann gilt

*(67;1 N €is VANEERIVAN 6ik) =Ej1Ejy - Ej 1€y VAN €j, VAR €+
(b) #x = (=1)P~F=k) - ARy 5 ARV
(c) *(v A xw) = x(w A *v) = (=1)P (v, w) fiir alle v, w € A*V.

Aufgabe 3. Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld. Weisen Sie die folgen-
den Eigenschaften der Lie-Ableitung Lx : Q*(M) — Q*(M) und der Kontraktion ix : Q*(M) —
QY M), a — a(X,-) nach. Fiir alle « € Q¥(M) und 8 € QY(M) gilt

(i) ix(aAB) =ix(a) AB+ (=1)Fa Nix(B)
(ii) Lx(aAB)=Lx(a) ANB+aALx(B)

(iii) dlxa = Lyda
(iv) Lya=dixa+ixda

Bemerkung: Die letzte Gleichung ist auch unter dem Namen Cartan’s magische Formel bekannt.

Aufgabe 4. Sei M eine Mannigfaltigkeit und betrachten Sie die disjunkte Vereinigung der
Orientierungen der Kotangentialrdume M := [, or (T ~M )

(i) Zeigen Sie, dass M die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit tragt und die Abbildung
T M— M, or(TrM) 3> [w,] — z,

glatt ist. Tipp: Zu einer Karte (U, ) von M, definieren Sie U_, U, C 7 (U) durch
Uy = {|ws] | £we(0s,(x),...,0,(x)) > 0} und konstruieren Sie mit (Uy, o) einen

—

Atlas von M.

(ii) Zeigen Sie, dass wenn M orientierbar ist, dann gibt es eine glatte Abbildung s : M — M ,
so dass wo s = idyy,.



