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Aufgabe 1. Wir betrachten M = R* mit Koordinaten (¢, z,y, z), der Standardorientierung
und der Minkowski-Metrik
—dt* + dx* + dy* + d2*.

Seien F, B € X(M) Vektorfelder mit Komponenten
E=E,0, + E,0,+ E.0, B=B,0,+ B,0, + B.0. .

Weiterhin sind gegeben p € C*°(M) und j € X(M) mit j = j, 0, + j, 0y + j.0.. Die Mazwell
Gleichungen lauten
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wobei fiir die Operationen rot und div die Vektorfelder £ und B als zeitabhangige Vektorfelder
in R® mit Koordinaten (z,y,2) angesehen werden (siche Blatt 1 fiir eine genaue Definition).
Mittels der musikalischen Isomorphismen (siehe Blatt 3), der Kontraktion 4 und Hodge-Dualitét
* definieren wir die 2-Form F € Q*(M) und 1-Form J € Q'(M) durch

F=0,,«B +E ANdt, J=—pdt+j.
Zeigen Sie die Maxwell-Gleichungen (1) sind mit dieser Umformulierung dquivalent zu
dFF =0, xdx F = J.

Begriinden Sie warum damit die Maxwell-Gleichungen fiir allgemeine Lorentzmanigfaltigkeiten
der Form R x ¥ mit Metrik —dt? + g definiert werden konnen.

Aufgabe 2. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit von Index p. Zeigen Sie: Fiir
die Lie-Ableitung der Volumenform vol§, nach dem Vektorfeld X € X(M) gilt

Lxvold, = (—1)Pd* X"

Aufgabe 3. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V die durch den Levi-
Civita Zusammenhang induzierte kovariante Ableitung auf dem Biindel A*T*M der k-Formen
von M. Zeigen Sie

(i) V ist metrisch, d.h. fir alle k-Formen w und o und alle Vektorfelder X € X(M) gilt
X (w,0) = (Vxw,0) + (w, Vxo) .
(ii) Vx(wAn) =VxwAn+wA Vxn fiir alle w € QF(M) und n € QY(M).
(iii) Vx (Y ow) =VxY Jw+Y JVyw fiir alle X, Y € X(M) und w € QF(M).

(iv) Sei M zusétzlich orientiert, dann gilt * Vx = Vx *.



