DIFFERENTIALGEOMETRIE 2
FELIX SCHMASCHKE
SOMMERSEMESTER 2019

Blatt 11

Bearbeitung bis: 08.07.2019

Aufgabe 1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammen-
hang V. Zeigen Sie, dass die folgenden Differentialoperatoren D der Ordnung m sind und
iiberpriifen Sie das angegebene Hauptsymbol o(D); fiir p € M und § € Ty M \ {0}.

(i) Fiir die kovariante Ableitung D = Vx : I'(TM) — I'(T'M) mit X € X(M) gilt m =1
d(Vx)ev=£E(X) - v.
(ii) Fiir das duBere Differential d : QF(M) — Q*1(M) gilt m = 1 und
o(d)ew=ENw.
(iii) Fiir das Ko-differential d* : QF(M) — QF1(M) gilt m = 1 und
o(dNew=—€w.
(iv) Fiir den Hodge-Laplace-Operator A : QF(M) — QF(M) gilt m = 2 und
o(A)ew = —g(€h, ) - w.

Aufgabe 2. Sei (M, g) eine kompakte orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und A
der Hodge-Laplace Operator. Der Wert A € R heifit Eigenwert, wenn es eine nicht-triviale

k-Form w € QF(M) gibt, so dass
Aw = Iw, (1)

Solch ein w heifit Figenform oder Eigenvektor. Wir bezeichnen mit V), den Raum der Eigen-
vektoren zum Eigenwert . Zeigen Sie

(i) Alle Eigenwerte sind nicht-negativ und diskret.
(ii

) Alle Eigenrdume sind endlich dimensional.

(iii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
)
)

(iv) Die Menge der Eigenwerte ist unbeschrénkt.
(v) Jede schwache Losung von (1) ist eine starke Losung, d.h. glatt.

(vi) Die Eigenvektoren von A bilden eine L?-Orthonormalsystem fiir den Raum der k-Formen.

Aufgabe 3. Sei M = T" der Torus mit flacher Metrik und Standardorientierung. Wir
definieren dz!,..., dz" € QYT") durch dz' = 7*dz’ wobei 7 : R — T" die Projektionsab-
bildung ist. Wir haben bereits gesehen, dass jede k-Form w € QF(T") eindeutig als
W= Y fu.adB A AT
1< <-<1p<n

geschrieben werden kann mit f;, ;€ C(T"). Zeigen Sie, dass w genau dann harmonisch ist,
wenn Af;, 4, = 0 fiir alle 4; < - -+ < 4. Folgern Sie daraus direkt H*(T") = H*(T").

Aufgabe 4. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie die Bochner-
Formel fir f € C®(M):

1 .
—SAlldf|I* = [IVdf|* = (dAf, df) + Ric(grad f, grad f)
Tipp: Verwenden Sie die Weitzenbock-Formel



