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Aufgabe 1. In dieser Aufgabe sollen Sie eine allgemeine Formel fiir den Pullback in lokalen
Koordinaten herleiten.

(i) Zunéchst ein paar Aufwérmungen.
(a) Sei ¢: R — (0,00) die Exponentialabbildung x +— e*; berrechnen Sie (b*(%y)

(b) Sei ¢ : R? — R? die Abbildung (r, ) ~— (r cos6,rsinf); berrechnen Sie ¢*(dz A dy).
(c) Sei ¢: (0,00) x R — R?\ {0} die Abbildung (r,0) — (r cos @, rsin); berrechnen Sie

& rdy —ydx
x? + y? '

(ii) Gegeben eine offene Menge U C R™ und eine glatte Abbildung ¢ = (¢1,...,¢,) : U —

R™. Wir schreiben yy,...,9,, und zi,...,x, fir die Koordinaten auf R™ bzw. R". Sei
I = (i1,...,i) ein Tupel mit 1 <i; < --- <ip < m. Zeigen Sie die Formel
det
= St (Gt ) i’
wobei die Summation tiber alle Tupel J = (jq,...,jk) mit 1 < j; < --+ < jx < n lduft und

(‘%’ ) die Matrix (8@’7

8%)197(19 bezeichnet. Tipp: Verwenden Sie die Leibnitzformel fir die

Determinante.
Aufgabe 2. Berrechnen Sie folgende Integrale.

(i) Sei S? C R? die Sphére definiert durch z? + y? 4+ 22 = 1 und orientiert durch das adufere
Normalenvektorfeld. Berrechnen Sie f g2 w fiir

w=zdyN dz—ydx AN dz—+zdx A dy.

Sei T? = St x S ¢ R* der Torus definiert durch z2 + y =12+ y = 1 mit Produktori-
1 1 2 2
entierung. Berrechnen Sie fTQ w fur

w=yy2dxy N\ dre — 122 dxy N\ dys — 21Yy2 dyi N dxg + 122 dyy A dys .

Aufgabe 3. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V9 der zugehorige Levi-
Civita Zusammenhang. Fiir ein Vektorfeld X € X(M) definieren wir die Divergenz div?(X) €
C*°(M) durch

div?(X) = Tr? g(VIX, - Zalg (V9 X, e;),

wobei (eq, ..., e,) eine lokale ON-Basis von (M, g) ist und €; := g(e;, e;) = £1. Sei M zusétzlich
orientiert und vol9, bezeichne die durch g definierte Volumenform. Zeigen Sie:
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(i) Fiir jedes Vektorfeld X € X(M) gilt

Lxwvoll, = div?(X)voli, .

(ii) Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM und ist € := g(v,v) = +1 fur das Vektorfeld
v der duBerden Normalen auf dem Rand, so gilt fiir jedes Vektorfeld X € X(M) mit
kompaktem Tréager die Divergenzformel

/ div?(X)vol§, = 8/ g(X,v)vol},,
M oM

wobei vol},, die durch ¢ und v induzierte Volumenform auf dem Rand bedeutet.

Aufgabe 4. Diese Aufgabe soll verdeutlichen, dass die Kompaktheitsannahmen im Satz von
Stokes notwendig sind. Sei

M ={(z,y) € R? |2 +y* < 1} U{(2,y) € R* [ 2? +y* = 1,2 > 0},

und w = z dy. Zeigen Sie M ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit Rand aber

/dw;«é w.
M oM



