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Aufgabe 1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die musikalischen Isomor-
phismen ·[ : X(M) → Ω1(M), X 7→ X[ und ·] : Ω1(M) → X(M), α 7→ α] sind gegeben
durch

X[
x :=

∑
1≤i,j≤n

ai(x)gij(x)dxj , α]x :=
∑

1≤i,j≤n

bi(x)gij(x)∂xj , (1)

wenn Xx =
∑

i a
i(x)∂xi und αx =

∑
i bi(x)dxi in kanonischen Koordinaten einer Karte und

gij(x) := gx(∂xi, ∂xj) der erste Fundamentaltensor und gij(x) sein Inverses bedeuten, d.h.∑
j g

ij(x)gjk(x) = δik. Ein Vektorfeld X ∈ X(M) heißt Gradientenfeld, wenn es eine Funktion

f : M → R gibt, so dass (df)] = X, und heißt wegunabhängig, wenn für alle Pfade γ, γ′ :
[0, 1]→M mit γ(0) = γ′(0) und γ(1) = γ′(1) gilt∫ 1

0

gγ(t)(Xγ(t), γ̇(t)) dt =

∫ 1

0

gγ′(t)(Xγ′(t), γ̇
′(t)) dt .

Ein Vektorfeld heißt lokales Gradientenfeld, wenn es für alle x ∈ M eine Umgebung U gibt,
so dass die Einschränkung X|U ∈ X(U) ein Gradientenfeld ist. Wir schreiben Xgrad(M) und
Xlocgrad(M) für den Raum der Gradientenfelder bzw. lokalen Gradientenfelder. Zeigen Sie:

(i) Für alle x ∈M und v ∈ TxM gilt gx(Xx, v) = X[
x(v) und gx(α

]
x, v) = αx(v). Schliessen Sie

daraus, dass die Definition (1) nicht von der Wahl der Karte abhängt und die musikalischen
Isomorphismen invers zueinander sind.

(ii) Ein Vektorfeld ist ein Gradientenfeld genau dann wenn es wegunabhängig ist. Tipp:
Verwenden Sie die Umformulierung der Aussage für 1-Formen.

(iii) Es gibt einen Isomorphismus H1
dR(M) ∼= Xlocgrad(M)/Xgrad(M).

Aufgabe 2. Berrechnen Sie H∗dR(R2\{p, q}) mit p 6= q und geben Sie dabei auch geschlossenen
Formen an, welche eine Basis der Kohomologiegruppen representieren.

Aufgabe 3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Funktion f : M → R heißt konstant, wenn es
ein c ∈ R gibt so dass f(x) = c für alle x ∈M .

(i) Angenommen M ist bogenzusammenhängend. Zeigen Sie: Eine Funktion f : M → R ist
konstant genau dann wenn df = 0.

(ii) Angenommen M =
⊔
i∈IMi ist eine disjunkte Vereinigung und Mi ist bogenzusam-

menhängend für alle i ∈ I. Zeigen Sie: Es gibt einen Isomorphismus H0
dR(M) ∼= RI .

Aufgabe 4. Sei M eine parallelisierbare Mannigfaltigkeit, d.h. es gibt X1, . . . , Xn ∈ X(M), so
dass für alle x ∈M die Vektoren (X1)x, . . . , (Xn)x eine Basis von TxM bilden. Zeigen Sie, dass
Ω∗(M) als graduierte Algebra isomorph zu C∞(M)⊗ Λ∗Rn ist, wobei die Algebrastruktur auf
C∞(M)⊗ Λ∗Rn gegeben ist durch (f ⊗ v) ∧ (g ⊗ w) := fg ⊗ (v ∧ w).
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