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Aufgabe 1. Sei S? C R3 gegeben durch z? + y? + 22 = 1. Berechnen Sie Reprisentanten
der Thom- und Eulerklasse fiir das Vektorbiindel 7'S? — S? und verifzieren Sie die Formel
fs2 6(S2> - X(SQ) =2.

Hinweis: Uberdecken Sie S* mit zwei Karten Uy := S?\ {(0,0,+1)} und U_ := S\ {(0,0, -1}
wobei Uy = R? durch stereographischer Projektion. Trivialisieren Sie T'S?|y, mit kanonischen
Koordinaten und berechnen Sie den Trivialisierungswechsel ¥. Verwenden Sie nun die Formeln
aus der Vorlesung.

Aufgabe 2. In dieser Aufgabe beweisen Sie das Poincaré-Hopf-Indextheorem fiir transversale
Vektorfelder. Sei m: E — M ein orientiertes Vektorbiindel und M geschlossen (d.h. kompakt
ohne Rand). Ein Schnitt s € T'(E) := {s: M — E | mos = idy} heiBt transversal, wenn s
transversal zum Nullschnitt Og := {(2,0) € E'| x € M} ist. Zeigen Sie:

(i) Fiir jeden transversalen Schnitt s € I'(E) gilt e(F) = PD(s ' (Og)).
(ii) Wenn M orientierbar und x (M) # 0, dann hat jedes Vektorfeld X € X(M) eine Nullstelle.
(iii) Fir alle transversalen X € X(M) =T'(TM) gilt

X(M) = ind, X,

T

wobei die Summe tiber alle Nullstellen z € M von X lauft und ind, X € {—1,+1} das
Vorzeichen von det(da’(x)/0x;) beziiglich einer lokalen Darstellung X i = >, a’Ox; ist.

Aufgabe 3. Sei M geschlossen und orientiert. Fiir ¢ : M — M definiere die Lefschetz-Zahl

n

L(¢) =Y (=1)" Ta(¢" : Hip(M) — Hjp(M)),
k=1

wobei Tr die Spur der linearen Abbildung bedeutet. Zeigen Sie das Lefschetz- Fixpunkt- Theorem
fiir glatte Abbildungen: Wenn L(¢) # 0, dann hat ¢ einen Fixpunkt.

Hinweis: Die Fizpunkte von ¢ sind die Schnittpunkte der Diagonalen A = {(x,x) | © € M}
mit dem Graph T := {(x,¢(x)) | x € M} = (idp x ¢)(A). Verwenden Sie die Formel fir das

Poincaré-Duale der Diagonalen aus der Vorlesung.

Aufgabe 4. Seien N und M orientiert ohne Rand aber nicht notwendigerweise kompakt und
dimM = dim N = n. Fir jede eigentliche Abbildung ¢ : N — M und w € Q?(M) mit
[y w =1 definiere den Abbildungsgrad durch deg¢ := [, ¢*w. Zeigen Sie:

(i) Der Wert deg ¢ héngt nicht von der Wahl von w ab und deg ¢y = deg ¢, fiir alle ¢, ¢; :
N — M mit ¢y ~p ¢, beziiglich eigentlicher Homotopie H.

(i) Es gilt degp o) = dego - degp fir alle » : P — N und ¢ : N — M wie oben.

(iii) Es gilt degp = >_ o-1(z) indy @ wobel z € M ein reguldrer Wert von ¢ und ind, ¢ €
{—1,+1} das Vorzeichen von det(d¢’(y)/dy;) beziiglich einer lokalen Darstellung ¢|; =
(¢, ..., ¢") ist. Hinweis: Verwenden sie w = PD(z).



