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1 Einfithrung

Die Geometrie beschéftigt sich mit den Eigenschaften des Raumes, etwa dem Abstand,
Winkel, Lénge, Fliche, Volumen etc. Anfangs zur Beschreibung unserer unmittelba-
ren Welt verwendet, hat sich iiber viele Jahrhunderte der Rahmen der Geometrie stark
erweitert und es haben sich viele Teilgebiete der Geometrie entwickelt, etwa die Diffe-
rentialgeometrie, die algebraische Geometrie oder diskrete Geometrie. Wir behandeln
in diesem Semester vorrangig zweidimensionale Geometrien, insbesonderen die Euklidi-
schen Ebene sowie auch die nicht-Euklidische Ebene. Euklid geht in seinem beriithmten
Werk ,,Elemente“ den abstrakten Weg der axiomatischen Herleitung der Geometrie. Wir
werden in diesem Semester dem Weg von Euklid folgen, allerdings dabei nicht die ur-
spriinglichen Axiome von Euklid verwenden, sondern solche, die durch die Erkenntnisse
der Analysis und insbesondere der reelen Zahlen, welche Euklid nicht zur Verfiigung
standen, moderniserten worden.

2 Vorbereitungen

2.1 Was ist ein Axiomatischer Ansatz?

Mit einem axiomatischen Ansatz meinen wir, dass die Ebene durch eine Liste von Ei-
genschaften moglichst eindeutig beschreiben wird. Diese Eigenschaften heiflen Aziome.
Wenn ersteinmal ein solches Axiomsystem festgelegt ist, konnen anschliefend Aussagen
von diesen Axiomen abgeleitet werden, die in allen Modellen, die diese Axiome erfiillen,
gelten.

Um dies besser zu verstehen versuchen wir selber ein solches Axiomsystem fiir die
Ebene aufzustellen. Hier ist ein erster Prototyp. Wir setzen dabei voraus, dass die Begriffe
wie Punkt, Gerade und Winkel intuitiv klar sind.

(I) Wir kénnen den Abstand zwischen Punkten messen.
(IT) Es gibt eine eindeutige Gerade durch je zwei gegebene Punkte.
(III) Wir kénnen Winkel messen und eindeutig abtragen.

I
(IV) Durch Verschieben und Drehen @ndern sich die Messungen nicht.

Wir wollen nun im Folgenden eine mathematische Sprache entwickeln, um diese Axiome
etwas rigoroser zu formulieren.



2.2 Modelle

Bevor wir uns allerdings diesen Axiomen zuwenden, schauen wir uns ein paar konkrete
Modelle von Geometrien an.

Modell 2.1 (Kartesisches Modell). Die Kartesische Ebene ist gegeben als der reelle
Vektorraum R2. Der Abstand zwischen zwei Punkten A = (z4,y4) und B = (zp,yB)
ist gegeben durch die Formel

d(A,B) = /(x4 —xp)? + (ya —yp)?. (2.1)

Das Winkelmaf8 zwischen den Strahlen % ={O+t(A—-0) |t >0} und OB =

{O+t(B—0) |t > 0} mit Scheitel O = (zp,yo) und d(O, A) = d(O, B) = 1 ist gegeben
durch

£LAOB = +arccos (u,v) , (2.2)

wobei (u,v) = TuTy + YuYo fir u = (zy,y,) und v = (x,,y,) das Skalarprodukt der
Vektoren u = A — O und v = B — O bezeichnet und das Vorzeichen durch das Vor-
zeichen der Determinante det(u,v) gegeben ist. Skalarprodukt und Abstandsfunktion
verallgemeinern direkt zum Vektorraum R™ fiir beliebiges n > 1.

Modell 2.2 (Sphéirisches Modell). Die 2-Sphire ist gegeben als

S% = {(z,y,2) eR® | 2® +y* + 22 =1},

der Abstand zwischen den Punkten A, B € S? ist gegeben durch
dg2(A, B) = arccos (A, B) .

Geraden in der Sphire sind sogenannte GroBkreise, d.h. Schnitte von S? mit 2-dimen-
sionalen Unterrdumen von R3. Das Winkelmaf ist durch mit ensprechender Inter-
pretation von u und v definiert, genauer sind v und v Einheitsvektoren tangential zu
den GroBkreisen durch O, A bzw. O, B. in Richtung A bzw. B (siehe Abbildung [2.1).
Man kann zeigen, dass die Innenwinkelsumme von Dreiecken stets grofler als 7 ist.

Modell 2.3 (Hyperbolisches Modell). Die Hyperboloidschale ist gegeben als

H? = {(z,y,2) € R® | 2 = /a2 +y2 + 1}.

Die Abstandsformel ist kompliziert und wir wollen sie nur geometrisch beschreiben. Die
Geraden von H? sind alle Hyperbeliste die durch Schnitte von H? mit 2-dimensionalen
Unterrdumen von R? entstehen. Je zwei Punkte A und B in H? liegen auf einem eindeu-
tigen solchen Hyperbelast und der Abstand ist die (Bogen)ldnge des Stiickes zwischen A
und B. Das Winkelmaf ist wieder durch mit entsprechender Interpretation von u
und v als Tangentialvektoren definiert (sieche Abbildung .

Alternativ dazu betrachten wird das Modell der Poincaré Kreisscheibe

D? = {(x,y) e R? | 22 +¢* < 1}.



Abbildung 2.1: Ein Winkel in der sphérischen Geometrie.

Abbildung 2.2: Ein Winkel auf der Hyperboloidschale.



Abbildung 2.3: Ein Winkel in der Poincaré Kreisscheibe. Die Vektoren u und v sind der
Ubersichtlichkeit halber nicht mit korrekter Linge dargestellt.

Die Geraden in diesem Modell, auch h-Geraden genannt, sind Teile von Euklidischen
Kreisen und Euklidischen Geraden die den Rand von D? senkrecht schneiden. Die Ab-
standsformel in diesem Modell ist etwas einfacher anzugeben, trotzdem werden wir diesen
Abstand erst spéter definieren. Das Winkelmaf} ist wieder durch gegeben mit ent-
sprechender Interpretation von u und v als Tangentialvektoren an die h-Geraden (siehe
Abbildung. Wir werden zeigen, dass die Innenwinkelsumme von Dreiecken stets echt
kleiner als 7 ist. In der Tat gibt es Dreiecke mit beliebig kleiner Innenwinkelsumme. Auch
gilt das Parallelenaxiom nicht, d.h. es gibt eine h-Gerade und einen Punkt durch den
zwei verschiedene parallele h-Geraden verlaufen.

Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen D? und H?, welche die Abstéinde und Win-
kelmafBe erhilt. Diese Abbildung heif3t stereographische Projektion und ist wie folgt de-
finiert: Der Punkt A = (74,y4) € D? wird auf den Schnittpunkt von H? und dem
1-dimensionalen Unterraum erzeugt durch (z4,y4,1) abgebildet, d.h. A = (x4,y4) —
(txa,tya,t) € H? fiir ein eindeutiges t € R.

2.3 Metrische Raume
Metrischen Rdume sind notwendig um den Begriff des Abstands genauer zu beschreiben.

Definition 2.4. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge
X und einer Abbildung d : X x X — R, dem Abstand, welche folgende Eigenschaften
erfiillen fiir alle A, B € X



(i
(ii
(ii

i
(iv

) (Positivitit) d(A, B) >0

) (nicht-ausgeartet) A= B <= d(A,B) =0

) (Symmetrie) d(A, B) = d(B, A)

) (Dreiecksungleichung) d(A, B) < d(A,C) + d(C, B) fiir alle C' € X.

Wir schreiben auch AB = d(A, B) wenn klar ist welcher Abstand gemeint ist.

Beispiel 2.5. (i) Fiir jede beliebige Menge X definiere d(A, B) = 1 fiir alle A # B
sowie d(A, A) = 0. Dieser Abstand heifit diskreter Abstand und der metrische Raum
(X,d) heiit diskreter Raum.

(ii) Fiir X = R definiere d(A, B) = |A — B fiir alle A, B € R.

(iii) Fiir X = R? definiere die Abstéinde mit A = (z4,yp) und B = (zB,yB)
e di(A,B) =|za— x|+ |ya — yp| der sogenannte Manhattan Abstand,
e do(A,B) = /(x4 —xB)?+ (ya — yp)? der Euklidische Abstand,
 do(A, B) = max{|za — x|, [ya — ypl}-

Definition 2.6. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx) und
(Y, dy) heiit abstandserhaltend, falls gilt

dy (f(A), f(B)) = dx(4A, B),

fiir alle A, B € X. Eine bijektive und abstandserhaltende Abbildung heif3t Isometrie.
Die Ridume (X, dx) und (Y, dy) heiflen isometrisch, falls es eine solche Isometrie gibt.

Ubung 2.7. Zeigen Sie, dass jede abstandserhaltende Abbildung injektiv ist.
Ubung 2.8. Sei f : R — R eine Isometrie, dann gilt entweder f(z) = f(0) + = oder
f(z) = f(0) — x fir alle x € R.

Gerade, Strahl und Strecke

Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann ist jede Teilmenge Y C X auch ein metrischer
Raum durch Einschranken der Abstandsabbildung.

Definition 2.9. Eine Teilmenge g C X eines metrischen Raums (X, d) heifit Gerade
wenn ¢ isometrisch zu R ist. Drei Punkte A, B,C € X heiflen kollinear, wenn es eine

Gerade g C X gibt mit A, B,C € g.
Bemerkung. Es gibt metrische Rdume ohne Geraden, etwa der diskrete Raum.

Ubung 2.10. Sei g C R? gegeben durch den Graph der Abbildung y = |z|. Fiir welche
Abstinde dyi, do und do, ist g eine Gerade?



Definition 2.11. Sei g eine Gerade eines metrischen Raums (X, d) und P,Q € g zwei
verschiedene Punkte. Wir bezeichnen

e (PQ) = g falls g eindeutig durch P und @ festgelegt ist.

o JE C ¢ den Strahl, eindeutig definiert durch f([P,Q)) = [0,00) C R fiir die
Isometrie f: g — R mit f(P) =0 und f(Q) > 0.

e PQ C g die Strecke, eindeutig definiert durch f(PQ) = [f(P), f(Q)] fiir eine
Isometrie f: g — R mit f(P) < f(Q).

Ubung 2.12. (i) Wenn R € IE dann gilt QR = |PR — PQ).
(ii) Wenn R € PQ dann gilt PR + RQ = PQ.

Winkel und Winkelmal

Definition 2.13. Ein geordnetes Paar von Strahlen (%, %) mit gleichem Start-
punkt O heifit Winkel. Der Punkt O heifit Scheitelpunkt. Wir bezeichnen dieses Paar
mit L AOB. Das Winkelmaf ist eine Funktion, die jedem Tripel von Punkten (A, O, B)
mit A # O und B # O eine reelle Zahl im Intervall (—m, 7| zuordnet. Wir bezeichnen
diese Zahl mit LAOB € (—m,7|.

Wir sind nun in der Lage den ersten Teil des Axiomes (III) genauer zu formulieren.
Zwar fordern wir, dass fiir jeden Strahl % und jede reele Zahl a € (—m, 7| es genau
einen Strahl Oj gibt, so dass gilt

£LAOB = a.

AuBlerdem gelte fiir je drei Strahlen %, Q§ und % die folgende Additionsformel

{AOB + ZBOC = ZA0C,

wobei = bedeutet, gleich bis auf Addition von ganzahligen Vielfachen von 2w. Genauer
schreiben wir o = 3, wenn « = 8 4 2an fiir ein n € Z.

Ubung 2.14. Zeigen Sie:
(i) Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(i1) Seien o = 8 und o' = (', dann gilt
a+d =B+p und a—-d =B-75.

Auferdem gilt fiir beliebige n € Z, dass na = nf aber es gilt nicht notwendigerweise
11
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Stetigkeit

Im zweiten Teil des Axiomes (III) fordern wir, dass das Winkelma8 (A4, O, B) — £AOB
stetig ist. Um das exakt zu formulieren brauchen wir eine klare Definition des Begriffs
der Stetigkeit fiir Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Diese erhalten wir als direkte
Verallgemeinerung des Begriffs fiir reelle Funktionen.

Definition 2.15. Eine Abbilung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen (X, dx) und
(Y,dy) ist stetig im Punkt A € X, wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass

dx(A,A) <6 = dy(f(4), f(4)) <e,
fiir alle A" € X. Wir sagen f ist stetig, wenn [ stetig in allen Punkten A € X ist.

Man zeigt leicht, dass fiir metrische Rédume (X, d) und (X’,d’) auch das kartesische
Produkt X x X’ mit dem Abstand

dXXX’((A7 A,)’ (Bv B,)) = max{d(A, B)v d,(Ala B,)} )
ein metrischer Raum ist. Insbesondere tragt X x X x X auch einen induzierten Abstand.

Ubung 2.16. Gegeben seien metrische Riume (X, dx), (Y, dy) und (Z,dz) sowie stetige
Abbildungen f : X =Y und g: Y — Z, dann ist auch die Komposition h =go f: X —
Z, A h(A) =g(f(A)) stetig.

Kongruente Dreiecke

Wir wollen das Axiom (IV) genauer fassen. Dazu verwenden wir Dreiecke.

Definition 2.17. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein geordnetes Tripel (A, B, C') von
Punkten heiit Dreieck und wird mit AABC bezeichnet. Zwei Dreiecke AABC und
AA'B'C’ heiflen kongruent, wenn es eine Isometrie f : X — X gibt, mit

f(A)=4", f(B)=B" und f(C)=C".
Wir schreiben dann AABC = AA'B'C'.

Bemerkung. (i) Die Komposition von Isometrien ist auch wieder eine Isometrie. Das
Gleiche gilt fiir die Umkehrabbildung einer Isometrie. Somit ist 2 eine Aquivalen-
zrelation. Insbesondere gilt wenn AABC = AA’B'C’ und AA'B'C’' = AA"B"C”
dann auch AABC = AA"B"C".

(ii) Wenn AABC = AA'B'C’ dann gilt
AB=AB, AC=AC" uwd BC=DBC(C.
Fiir manche metrische Rdume gilt auch die Umkehrung, etwa fiir den diskreten

Raum. Das néchste Beispiel allerdings zeigt, dass dies nicht zwangsldufig der Fall
ist.

Beispiel 2.18. Sei (R?,d;) die Ebene mit Manhattan-Abstand. Definiere die Punkte
A=(0,1), B=(1,0) und C=(-1,0).



Es gilt d1(A,B) = d1(A,C) = di(B,C) = 2. AuBer-

dem ist AABC = ACBA durch die Isometrie (z,y) — 1
(—x,y). Aber AABC ist nicht kongruent zum Dreieck
AACB. Wir wollen dies kurz beweisen. Angenommen es ; . . ;
wiirde gelten AABC = AACB, dann gibt es eine Iso- —2 —1 | 1 2
metrie f mit f(A) = A, f(B) = C und f(C) = B. Ein

Mittelpunkt M von AB ist ein Punkt mit der Eigenschaft

di(A, M) = dy (M, B) = %dl(A, B).

Es gibt unendlich viele solche Punkte, gegeben durch (¢,t) fiir ¢ € [0, 1]. Nach Isome-
trieeigenschaft ist M Mittelpunkt von AB genau dann wenn f(M) ein Mittelpunkt von
AC ist. Die Strecke AC' hat allerdings nur einen Mittelpunkt, gegeben durch (0,0). Das
widerspricht der Bijektivitit von f. Demzufolge kann es keine solche Abbildung f geben
und AABC ist nicht kongruent zu AACB.

3 Absolute Geometrie

3.1 Axiome

Das Tripel (€,d, £) heifit absolute Ebene (oder neutrale Ebene oder ebene absolute Geo-
metrie) wenn folgende Axiome erfiillt sind

(I) Das Paar (&,d) ist ein metrischer Raum und £ hat mindestens zwei Punkte.
(IT) Es gibt eine eindeutige Gerade zwischen je zwei verschiedenen Punkten.

(ITI) Jedem Winkel £ AOB ist eine reelle Zahl L AOB im Intervall (—m, 7] zugeordnet
und es gilt
(a) Fir jeden Strahl O4 und reelle Zahl o € (—m, 7] gibt es einen eindeutigen
Strahl OB, so dass LAOB = a.

(b) Fiir alle Punkte A, B und C' verschieden von O gilt

£LAOB+ £BOC = LAOC.

(c) Die Abbildung (A,O,B) — £LAOB ist stetig fiir alle Tripel (A, O, B) mit
A# 0O, B# 0O und LAOB # .

(IV) Es gilt AABC = AA'B'C’ genau dann wenn

AB=A'B', AC=AC'" und ACAB=+LC'A'B’.

Im Folgenden sei stets eine absolute Ebene (&, d, £) vorausgetzt.

Ubung 3.1. Es gibt unendlich viele Punkte und unendlich viele Geraden.



Satz 3.2. Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in maximal einem Punkt.

Beweis. Angenommen zwei verschiedenen Geraden g und h schneiden sich in den Punk-
ten P und @ (und womoglich weiteren Punkten). Es folgt P,@Q € g und P,Q € h. Dann
gilt nach Axiom (II), dass ¢ = (PQ) und h = (PQ). Also ist g = h im Widerspruch zur
Annahme. O]

Lemma 3.3. Gegeben sei ein Strahl O4
(i) Wenn A" € OA mit A # O, dann gilt 04 = OA/
(i1) Fiir jedes v > 0 gibt es einen eindeutigen Punkt A’ € % mit OA" = r.

Beweis. Nach Definition sei f : (OA) — R die Isometrie mit f(O) = 0 und f(A) > 0.
Zu (i). Fiir alle A" € 04 mit A" # O gilt f(A') > 0. Also gilt OA’ = f~1([0,00)) = O4.

Zu (ii). Definiere A’ := f~1(r). Da f abstandserhaltend ist, folgt OA’ = |f(A’) —
f(0)] = r. Wegen Bijektivitit von f ist A’ mit dieser Eigenschaft eindeutig. O

Nullwinkel

Ein Winkel £ AOB heifit Nullwinkel, wenn £ AOB = 0.
Satz 3.4. Der Winkel LAOB ist genau dann ein Nullwinkel, wenn [OA) = [OB).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle Punkte A # O gilt L AOA = 0. Nach Axiom
(I11) gilt

LAOA + LAOA = LAOA.

Nach Subtraktion von £AOA erhalten wir LAOA = 0. Da LAOA € (—mn,n]| folgt
£AOA = 0. Die Behauptung folgt nun nach Axiom (IIT) und Lemma O

Satz 3.5. Fir alle Punkte A, B verschieden von O gilt

£AOB = —4BOA.

Beweis. Nach (IIIb) und Satz folgt

£LAOB + £BOA = {AOA=0.

Die Behauptung folgt nach Subtraktion. O

Gestreckter Winkel



Ein Winkel £ AO B heift gestreckter Winkel, wenn L AOB = . o
Wir sagen O liegt zwischen A und B, wenn gilt O € AB sowie B m A

O # A und O # B.

Satz 3.6. Ein Winkel £ AOB ist gestreckt, genau dann wenn A
O zwischen A und B liegt.

Beweis. Wir zeigen die Richtung < der Aquivalenz. Sei also O zwischen A und B. Nach
Lemma [3.3| konnen wir annehmen, dass OA = OB = 1. Setze a := {AOB. Nach (IIla)
gibt es einen Strahl %, so dass L BOA’ = . Ohne Einschrinkung ist OA’ = 1. Nach
(IV) ist AAOB = ABOA'’. Sei f die entsprechende Isometrie mit f(A) = B, f(O) = O
und f(B) = A’. Da (A’'B) = f((AB)) 2 f(O) = O gilt (A’B) = (AB) nach (II), denn
beide Geraden enthalten die Punkte O und B. Nach Definition der Geraden gibt es genau
zwei Punkte auf (AB) mit Abstand 1 von O, nidmlich A und B. Da auch A’ € (AB)
mit OA’ = 1 gilt entweder A’ = B oder A’ = A. Falls A’ = B gilt « = £{BOA’ = 0
und mit Satz folgt aus @« = LAOB = 0 dass % = Oj Jedoch liegt dann O nicht
zwischen A und B im Widerspruch zur Voraussetzung. Wir folgern A’ = A und rechnen
mit (IIIb) und Satz

0=4A0A = LAOB + £BOA = LAOB + £{BOA" =2a.

Damit ist @« = 0 oder a = 7. Da wir bereits a = 0 ausgeschlossen haben, folgt o = 7.
Wir zeigen die Richtung = der Aquivalenz. Es gelte also £AOB = 7. Sei B’ € (AO),

so dass O zwischen A und B’ liegt. Nach dem eben Gezeigtem folgern wir L AOB’ = 7

und mit (Ila) OB = O_B; Also ist O zwischen A und B. O

Ein Dreieck AABC heifit ausgeartet, wenn die Punkte A, B und C kollinear sind. Das
folgende Korollar ist eine direkte Konsequenz aus dem letzten Satz.

Korollar 3.7. Ein Dreieck AABC ist ausgeartet, genau dann wenn einer der Winkel
LABC, ABCA oder A{CAB,

gleich 0 oder m misst. AufSerdem sind dann bis auf Umordnung die Winkelmafle dieser
Winkel gleich 0, 0 und 7.

Ubung 3.8. (i) Drei paarweise verschiedene Punkte A, O und B sind genau dann
kollinear, wenn 24 AOB = 0.

(i) Gegeben Punkt A, B und C verschieden von O, dann gilt B, O und C' sind kollinear
genau dann wenn 24 AOB = 2L A0C.

Ubung 3.9. Es gibt ein Dreieck, das nicht ausgeartet ist.



(a) Scheitelwinkel (b) Nebenwinkel

Abbildung 3.1: Wichtige Paare von Winkeln.

Scheitelwinkel und Nebenwinkel

Zwei Winkel £ AOB und £ A’OB’ heiflen Scheitelwinkel, wenn sowohl O zwischen A und
A’ als auch zwischen B und B’ liegt.

Satz 3.10 (Scheitelwinkelsatz). Scheitelwinkel haben gleich grofies Winkelmaps.
Beweis. Die Winkel L AOA’ und £ BOB' sind gestreckt. Nach (IIIb) und Satz [3.6] gilt

0=4AOA" — £LBOB' = LAOB + £BOA" — {BOA' — LAOB' = LAOB — LA'OB'.

Nach Subtraktion folgt LAOB = LA’OB’ und da LAOB,{A’OB’' € (—mn, x| folgt die
Behauptung. O

Zwei Winkel £ AOB und £ BOC heiflen Nebenwinkel wenn O zwischen A und C' liegt.
Satz 3.11 (Nebenwinkelsatz). Fir Nebenwinkel LAOB und £BOC gilt

LAOB + £BOC = =£7.

Auferdem haben die Winkelmafe das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Der Winkel £ AOC' ist gestreckt. Setze o := LAOB und 8 := £BOC. Nach
(ITIb) und Satz [3.6| gilt

m=£LA0OB+ £{BOC =a+ (.

Ohne Einschriankung gilt |al,|8| < 7. Demnach 27 > | + 8| = |7 + 27n| fiir ein n € Z.
Diese Ungleichung ist nur fiir n = 0, —1 erfiillt. Das liefert die erste Behauptung. Auch
haben o und § das gleiche Vorzeichen. Sonst wire m > |a + 8| = |7 4+ 27n| aber diese
Ungleichung hat keine Losung fiir n € Z. O

3.2 Halbebenen

Definition 3.12. Ein Winkel £ AOB heifit
e cchter Winkel, wenn £ AOB weder ein Nullwinkel noch ein gestreckter Winkel ist.
e positiv, wenn 0 < L{AOB < 7

e negativ, wenn £LAOB < 0



Das Vorzeichen Vz£ AOB eines echten Winkels £ AOB ist +1 (bzw. —1), wenn L AOB
positiv (bzw. negativ) ist.

Korollar 3.13. Der Winkel L AOB ist genau dann positiv wenn £ BOA negativ ist.
Beweis. Satz O
Wir verwenden den folgenden wichtigen Satz aus der Analysis ohne Beweis.

Satz 3.14 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so dass f(a)
und f(b) verschiedene Vorzeichen haben, dann gibt es ein ty € (a,b) so dass f(ty) = 0.

Korollar 3.15. Sei [0,1] = EXEXE  t — (A, O, By) eine stetige Funktion, so dass Ay
Oy und By fir alle t € [0,1] nicht kollinear sind. Dann haben £AoOoBy und £A101B,
das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Setze f(t) := £A;O:B; nach [2.16) und Axiom (Illc) ist f stetig und es gilt
f(t) # 0 fiir alle ¢t € [0, 1] nach Voraussetzung O

Lemma 3.16. Fir Q' € IE mit Q' # P und X # (PQ) haben die Winkel L PQX und
APQ'X das gleiche Vorzeichen.

.

Z A B

Abbildung 3.2: Innenwinkel im Dreieck haben das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Nach Lemma [3.3| gibt es fiir jedes t € [0, 1] ein
eindeutiges Q; € JE mit X

PQ=(1-t)PQ+tPQ >0.

Die Abbildung t — @ ist stetig, denn es gibt eine Kon- Q Q' P
stante ¢ so dass QsQ; = c|s — t| fiir alle s,t € [0,1].

Auflerdem gilt Qp = Q und Q1 = Q' sowie Q; # P fiir alle ¢ € [0,1]. Somit folgt die
Behauptung aus dem Korollar O



Lemma 3.17. Gegeben ein nicht-ausgeartetes Dreieck AABC, dann haben die Winkel
£LABC, £BCA und LCAB das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Sei Z ein Punkt, so dass A zwischen B und Z liegt. Nach Nebenwinkelsatz
haben £ ZAC und £CAB das gleiche Vorzeichen. Nach Lemma haben £ZAC und
LZBC = LABC das gleiche Vorzeichen. Damit haben auch {ABC und LCAB das
gleiche Vorzeichen. Analog zeigen wir, dass LCAB und £ BC'A das gleiche Vorzeichen
haben. O

Satz 3.18. Geben eine Strecke XY und eine Gerade (PQ), dann gilt XY N (PQ) =0
genau dann wenn £ PQX und £ PQY das gleiche Vorzeichen haben.

Beweis. Die Richtung = ist eine Hausaufgabe. Wir
zeigen die Riickrichtung < durch Widerspruch. Ange- ¥
nommen XY N (PQ) = {Z}. Ohne Einschrankung gilt
Z # P, sonst benenne P um. Wir machen eine Fallun-

terscheidung nach der Lage von Z auf (P(Q). Betrachte 2 @ 7

den Fall Z = (). Dann gilt nach Nebenwinkelsatz
Vz4APQX = —Vz4 XPQ = —VzLPQY . Y

Nun der Fall @) zwischen P und Z. Durch abwechselndes Anwenden des Nebenwinkel-
satzes Lemma [3.17 und Korollar

VzAPQX = —VzAZQX = VzLQZX = —VzLAQZY = VzLZQY = —VzL PQY .
Im letzten Fall ist Q_}Z = % Wir verwenden Lemma und Nebenwinkelsatz |3.11

VzAPQX =Vz4APZX = —Vz4APZY = —VzLPQY .
Damit wurde der Satz bewiesen. |

Korollar 3.19. Das Komplement einer Geraden (PQ) in der Ebene ist die Vereinigung
zweier disjunkter Teilmengen, genannt Seiten oder Halbebenen. Diese sind eindeutig
durch einen der beiden folgenden Punkte beschrieben.

(i) Zwei Punkte X,Y ¢ (PQ) liegen in der gleichen Seite genau dann wenn £PQX
und LPQY das gleiche Vorzeichen haben.

(i) Zwei Punkte X,Y ¢ (PQ) liegen in der gleichen Seite genau dann wenn XY und
(PQ) sich nicht schneiden.

Definition 3.20. Gegeben eine Gerade (PQ) und ein Punkt X ¢ (PQ)
Hi(PQ,X) :={Y € £\ (PQ) | XY N(PQ) =0}
H-(PQ,X) :={Y € £\ (PQ) | XY N(PQ) # 0}

Wir sagen X,Y liegen auf der selben (bzw. verschiedenen) Seite bzgl. (PQ) wenn Y €
Hy(PQ,X) (bzw. Y € H_(PQ, X)). Wir definieren das Innere einer Strecke AB, Strahls
OA, Winkels £AOB und Dreiecks AABC' durch



e Inn AB = AB\ {AB}

e mOA4 = % \ {O}.
o Inn {AOB =H,(AO,B)NH(OB,A)
e InnAABC =H(AB,C)NH4(BC,A)NHL(CA, B)
Eine Menge Q C & heifit konver wenn fiir alle A, B € Q gilt AB C Q.
Ubung 3.21. Zeigen Sie
(i) Der Durchschnitt zweier konvexer Mengen ist entweder leer oder konvex ist.

(ii) Eine Gerade, ein Strahl, eine Strecke und eine Halbebene sowie das Innere von
Strecke, Winkel und Dreieck sind konvexe Mengen.

Ein Dreieck AABC heif3t echt, genau dann wenn es nicht ausgeartet ist. Die Seiten des
Dreiecks sind die Strecken AB, AC und BC und die Eckpunkte die Punkte A, B und C.

Satz 3.22 (Satz von Pasch). Gegeben ein echtes Dreieck AABC und eine Gerade g die
keinen Eckpunkt enthdlt, dann schneidet g entweder keine oder genau zwei Seiten von
AABC.

Beweis. Angenommen AB N g # (. Mit Korollar liegen A und B auf verschiedenen
Seiten beziiglich g. Da C ¢ g gibt es zwei Félle. Im ersten Fall gilt C € Hy(g,A) =
H_(g,B), also ACNg =0 und BC Ng # 0. Im zweiten Fall C € H_(g,A) = H+(g, B),
also ACNg# () und BCNg=0. O

Lemma 3.23 (Armbrustlemma). Sei L AOB ein echter Winkel und OC ein Strahl mat
C € Inn LAOB. Dann gilt

(i) Inn AB C Inn £LAOB und Inn OC' C Inn LAOB.

(ii) Der Strahl % schneidet die Strecke AB in genau einem Punkt.

Beweis. Zu (7). Gegeben X € Inn AB, dann folgt XB N (AO) =0 und XAN (OB) =1,
also X € H4(AO,B) und X NH4 (OB, A). Somit X € Inn LAOB.

Gegeben X € Inn O£, dann folgt Oﬁ = Q)_(; nach Lemma @ Demnach LAO0X =
£LAOC und £BOX = £BOC. Insbesondere sind die Vorzeichen dieser Winkel jeweils
gleich und es folgt mit Korollar X € Hi(AO,B) und X € H, (OB, A). Somit
X € InnLAOB.

Zu (ii). Nach Korollar folgt aus C' € H4(AO,B) und C € H (OB, A), dass
£ AOB und L AOC sowie £ BOC und £ BOA jeweils das gleiche Vorzeichen haben. Nach
dem Nebenwinkelsatz[3.11]folgt, dass £ AOC und £ BOC verschiedene Vorzeichen haben.
Damit ergibt sich wiederum aus Korollar dass AB die Gerade (OC') schneidet. Sei
nun Z dieser Schnittpunkt. Wir miissen noch zeigen, dass Z € O(/. Angenommen per
Widerspruch Z € (OC) \ O(. Dann gilt nach Nebenwinkelsatz 3.11} dass £AOC" und
£ AOZ verschiedene Vorzeichen haben. Also Z € H_(AO, C). Dies steht im Widerspruch
zu Z € Inn AB C Inn £LAOB C H4(AO,C). O
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Abbildung 3.3: Aulenwinkel im Dreieck AABC

Satz 3.24 (schwacher Innenwinkelsatz). Sei AABC' ein echtes Dreieck, dann gilt

|ZCAB| + [ZABC| < .

Beweis. Sei M der Mittelpunkt der Strecke AB und
D e C’M, so dass M auch der Mittelpunkt von C'D c

ist. Nach Scheitelwinkelsatz|3.10|gilt { BMC = LAMD.

Nach Konstruktion und Axiom (IV) gilt ABMC =

AAMD. Damit gilt {MBC = +4MAD. Mit dem

Lemma, in den Dreiecken ABMC und AAMD da

A£BMC und £ AM D das gleiche Vorzeichen haben, folgt A M B
AMBC = AMAD. Da M zwischen A und B liegt, folgt

AMAD = {BAD und LM BC = £ABC. Zusammen-

gefasst haben wir gezeigt

{ABC = {BAD. Y

Wir setzen dies in die folgende Gleichung nach Axiom (IIIb) ein und erhalten

£CAD = LCAB + £ABC.

Da die Punkte M, B und D alle auf der gleichen Seite beziiglich (AC') liegen und erneut
mit Lemma [3.17 im Dreieck AABC haben alle Winkel in der letzten Gleichung das
gleiche Vorzeichen. Demnach gilt = anstatt von = und es folgt

|XCAB| + |[{ABC| = [£CAD| < .

Wobei wir in der letzten Ungleichung verwendet haben, dass £CAD kein gestreckter
Winkel sein kann. O

Sei AABC ein echtes Dreieck und A’ auf der Geraden (AB) so dass B zwischen A und
A’ liegt, dann nenne £ CBA’ den Aufenwinkel zu £C AB.

Korollar 3.25 (Auflenwinkelsatz). Sei AABC' ein echtes Dreieck und LCBA’ ein Au-
Benwinkel zu LCAB, dann gilt

[ZCAB| < |<CBA| .



Beweis. Betrachten wir den Fall wenn £C'AB positiv ist. Nach Lemma und
ist auch LCBA’ und £ ABC positiv. Nach Satz und Satz folgt

LCAB <7 —£ABC = LCBA’.

Der Fall wenn £C AB negativ ist folgt analog. O

3.3 Kongruenzsatze

Sei AABC ein Dreieck, wir schreiben fiir die Innenwinkel

o L{A=LCAB
o {B=AABC
o LC = ABCA.

Gegeben seien zwei Winkel £ AOB und £ A’O’ B’ sowie zwei Strecken AB und A’B’. Wir
schreiben

o {AOB = LA'O'B’ fir {AOB = ££LA'0O'B’

o AB = A'B' fir AB = A'B.
In diesem Fall nennen wir die Winkel bzw. Strecken kongruent.

Satz 3.26. Gegeben seien zwei Dreiecke AABC und AA’B'C’. Jede einzelne der fol-
genden Bedingungen impliziert, dass AABC = AA'B'C’:

o (SWS) AB= A'B', AC = A'C’ und LA= LA,
o (WSW)AB>= A'B', LA~ KA und LB = LB’.
o (555) AB= A'B', AC = A'C" und BC = B'C".
o (WWS) BC = B'C', LA~ LA und {B= 4B
e (SsW) AB= A'B', BC = B'C' und LA = LA’ sowie AB < BC.

Bemerkung. Der Teil (SWS) bedarf keines Beweises, da dies Axiom (IV) ist. Die weitere
Bedinung bei (SsW) ist notwendig. Wir werden in der Ubung ein Gegenbeispiel zur
Aussage des Satzes kennenlernen, wenn sie nicht gilt.

Beweis von (WSW). Ohne Einschrinkung gilt AC' > A’C". Sei C” € AC so dass AC" =
A'C’. Nach (SWS) gilt AA'B'C" = AABC”. Insbesondere auch L ABC” = L A'B'C’ =
£LABC. Damit entweder {ABC" = —£LABC oder ABC" = LABC. Der erste Fall
ist nicht moglich, da C und C” mit Korollar auf der gleichen Seite liegen, da
CC" N (AB) = 0 und somit die Winkelmafie das gleiche Vorzeichen haben miissen.
Im zweiten Fall gilt LABC" = £LABC und mit Axiom III gilt B( = B_C’; Also (BC) =
(BC") und damit {C"} = (BC") N (AC) = (BC) N (AC) = {C}. Es gilt also C = C".
Damit AC' = AC"” und somit nach (SWS) auch AABC =2 AABC" = AA'B'C". O




Ein Dreieck AABC heifit gleichschenklig, wenn zwei Seiten gleich lang sind. Die dritte
Seite heiffit dann Basis.

Satz 3.27 (Basiswinkelsatz). Sei AABC ein echtes Dreieck. Dann gilt
CA=CB <<= {A=LB.

Beweis. Richtung =. Fiir die Dreiecke AABC und ABAC gelten CA = CB,CB = CA
und {BCA = LACB. Damit folgt nach (SWS) AABC =~ ABAC. Insbesondere £ A =
£B.

Richtung < wird in der Ubung bewiesen. O

Ein Dreieck mit drei gleichlangen Seiten heifit gleichseitig.
Ubung 3.28. Sei AABC ein gleichseitiges Dreieck, dann gilt LA = AB = £C.
Beweis von (SSS). Konstruiere C”, so dass
e Punkte C' und C” auf verschiedenen Seiten beziiglich (AB).
o {BAC" = AB'A'C'
o AC" = A'C

Nach (SWS) gilt AA'B'C' 2 AABC”. Damit sind die Dreiecke AACC” und ABCC"”
gleichschenklig mit Basis CC"”. Wir folgern nach dem Basiswinkelsatz

LACC" = —LAC"C und C"CB = —-4£CC"B.

Addiere mit Axiom (III) und erhalte

LACB = —£AC"B.

Da beide Winkelmafle im Intervall (—m, 7) Werte annehmen gilt sogar = anstatt von =.

Mit (SWS) folgt AABC = ABC" = AA'B'C'. 0

Satz 3.29. Sei AABC ein echtes Dreieck, dann gilt

|{CAB| > |[{ABC| <+= BC > AC.

Beweis. Richtung <. Sei A’ € BC, so dass A'C' =2 AC. Damit ist ACAA’ gleichschenk-
lig. Wir folgern mit Axiom ITIb

LCAB = LCAA'+ LA'AB.

Nach dem Armbrustlemma folgt A" € Inn £C AB. Somit sind alle Vorzeichen in der
letzten Gleichung gleich und es gilt = anstatt von =. Wir schlieflen

|ZCAB| = [{CAA| + [LAAB| > |[£CAA| = [LCAA| > [ZABC],



wobei wir in der letzten Ungleichung den Auflenwinkelsatz (siehe Korollar verwen-
det haben.

Fiir Richtung = nehmen wir per Widerspruch an, dass AC > BC gilt. Bei = folgt
£LCAB = £ABC nach Basiswinkelsatz was aber durch die Voraussetzung ausge-
schlossen ist. Falls > gilt, folgere analog zur Richtung < mit vertauschten Rollen A und
B, dass |[{ABC| > |{£CAB| welches ebenfalls durch die Voraussetzung ausgeschlossen
ist. O

Bemerkung. (i) Der letzte Satz besagt, dass in einem Dreieck stets die liangere
Seite dem grofleren Winkel gegeniiberliegt.

(ii) Im Beweis haben wir folgende niitzliche Aussage bewiesen: Fiir alle B € Inn L AOC
gilt

{AOC = £AOB + £BOC, (3.1)

und alle haben das gleiche Vorzeichen.

Beweis von Satz[3.268. Die restlichen Teile werden als Hausaufgabe und Ubung bewiesen.
O

Bemerkung. In der absoluten Geometrie ist (WWW) im Allgemeinen keine Bedingung
fiir die Kongruenz von Dreiecken. Wir werden spéter sehen, dass (WWW) in der hyper-
bolischen Geometrie ein Kongruenzsatz ist.

Satz 3.30. Gegben seien zwei echte Winkel L AOB und £ AOC mit gleichem Vorzeichen,
dann gilt

[XAOC| > |[{AOB| <= B ecIm4AOC.

Beweis. Richtung <. Nach Gleichung gilt |LAOC| > |LAOB| da |£BOC| > 0.
Richtung =. Wir machen eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von £ BOC'
Im Fall, dass die Vorzeichen von £BOC, £LAOC und £AOB iibereinstimmen, folgt
nach Korollar dass B und A sowie B und C auf der gleichen beziiglich (OC)
bzw. (AO) liegen. Damit B € Inn L AOC'. Im anderen Fall stimmen die Vorzeichen von
£BOC, {BOA und £COA {iberein. Damit folgt, dass C und A sowie C und B auf der
gleichen Seite beziiglich (BO) bzw. (AO) liegen. Demnach liegt C' im Inneren des Winkels
£AOB und wir folgern mit |£{AOB| > |£AOC| im Widerspruch zur Voraussetzung.
Demnach kann nur der erste Fall eintreten und die Behauptung ist bewiesen. O

3.4 Senkrechte Geraden
Ein echter Winkel L AOB heifit
o spitzer Winkel, wenn |[{ AOB| < 5
e rechter Winkel, wenn |{ AOB| = % und

2

o stumpfer Winkel, wenn [{AOB| > 7.



Im Fall eines rechten Winkels £ AO B schreibe auch % 1 Oj Wir sagen, zwei Geraden
g = (OA) und h = (OB) schneiden sich senkrecht, geschrieben g L h, wenn £ AOB ein
rechter Winkel ist.

Bemerkung. Aufgrund des Nebenwinkelsatzes und des Satzes iiber den gestreckten Win-
kel ist ,,sich senkrecht schneiden* wohl-definiert.

Gegeben eine Strecke AB mit Mittelpunkt M, d.h. M € AB so dass AM = M B. Fine
Gerade g heiflit Mittelsenkrechte von AB wenn g die Strecke AB in M schneidet und es
gilt g L (AB).

Satz 3.31 (Satz von der Mittelsenkrechten). Sei AB eine Strecke und m ihre Mittel-
senkrechte, dann gilt

m={Q €& | QA= QB}.
Beweis. Hausaufgabe. O

Ubung 3.32. Gegeben eine Strecke AB und m ihre Mittelsenkrechte sowie ein beliebiger
Punkt X ¢ m. Dann gilt

AX <BX <+ XeH (mA).

Gegeben sei eine Gerade g und ein Punkt P. Eine Gerade ¢ heifit Lot von P auf g,
wenn P € £ und £ L g gilt. Der Schnittpunkt von £ und ¢ heifit LotfufSpunkt.

Satz 3.33 (Satz vom Lot). Gegeben eine Gerade g und ein Punkt P, dann gibt es ein
eindeutiges Lot von P auf g.

Beweis. Im Fall, dass P € g folgt die Existenz und Eindeutigkeit nach Axiom III. Neh-
men wir also an P ¢ g.

Wir zeigen die Existenz. Wihle zwei verschiedene Punkte A, B € g und einen Punkt
P’ so dass

e P und P’ liegen auf verschiedenen Seiten beziiglich g,
e {ABP = {ABP' und
o AP AP,

Nach (SWS) gilt AABP = AABP’. Insbesondere BP = BP’ und AP = AP’. Nach
dem Satz ist damit ¢ = (AB) die Mittelsenkrechte der Strecke PP’. Insbesondere
gilt £ = (PP') L g.

Wir zeigen die Eindeutigkeit. Angenommen es géibe zwei solche Geraden ¢ und ¢ mit
Schnittpunkten F' bzw. F’ mit g. Dann hitte das Dreieck APFF’ zwei rechte Innenwin-
kel APFF’" und £ PF'F im Widerspruch zum schwachen Innenwinkelsatz O

Satz 3.34 (Eigenschaften vom Lot). Gegeben eine Gerade g und ein Punkt P. Sei F' € g
der Lotfuflpunkt des Lots von P auf g, dann gilt

(i) PF < PQ fiir alle Q € g mit Q # F.



(ii) PZ < PQ fiir alle Q,Z € g mit Z zwischen F und Q.
Beweis. Ubung. O

Definition 3.35. Mit Bezeichnung von Satzes definiere den Abstand von Punkt P
zu einer Geraden g durch d(P,g) := PF.

Satz 3.36. Sind AABC, AA'B'C’ zwei Dreiecke mit AC = A'C" und BC = B'C’, dann
qgilt

AB < A'B’ = |LACB| < |£A'C'B|.
Beweis. Hausaufgabe. O

Satz 3.37 (Legendre - Saccheri - Lambert). Sei AABC' ein Dreieck, dann gilt

|Z{ABC|+ |{BCA| + |[£CAB| < .

3.5 Kreise
Definition 3.38. Sei M € £ und r € R mit r > 0. Dann heifit die Menge

K(M,r):={P€c&|PM=d(P,M)=r},

Kreis um den Mittelpunkt M mit Radius r. Fiir einen Punkt P € K nennen wir die
Strecke M P auch Radiussegment. Wir sagen, dass ein Punkt A € £ innerhalb oder im
Inneren von K (M,r) liegt, falls AM = d(A, M) < r. Entsprechend sagen wir, dass A
auferhalb von K(M,r) liegt, falls AM = d(A, M) > r gilt. Sind P,Q € K(M,r), dann
heift die Strecke PQ Sehne des Kreises. Eine Sehne PQ von K (M, r) heifit Durchmesser,
falls M € PQ.

Satz 3.39. Sei K(M,r) ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Sei PQ eine Sehne
von K(M,r) und m ihre Mittelsenkrechte. Dann gilt M € m.

Beweis. Da P,Q € K(M,r) gilt PM = QM = r. Nach dem Satz folgt die Behaup-
tung. O

Ubung 3.40. Sei K = K(M,r) ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Sei P
ein Punkt und g eine Gerade durch P, so dass g den Kreis K in zwei verschiedenen
Punkten X, Y schneidet. Zeigen Sie, dass P genau dann im Inneren von K liegt, wenn
P zwischen X undY liegt.

Ubung 3.41. Gegeben seien zwei verschiedene Kreise K = K(M,r) und K’ = K(M',r")
mit M # M' und PQ eine Sehne von sowohl K als auch K'. Zeigen Sie, dass (M M)
die Mittelsenkrechte von PQ ist

Satz 3.42. Sei K = K(M,r) ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r und sei g eine
Gerade. Dann schneidet g den Kreis K in

(i) genau zwei Punkten, falls d(M,g) < r,



(ii) genau ein Punkt, falls d(M,g) = r und
(11i) keinem Punkt, falls d(M,g) > r.

Beweis. Bezeichne mit F' € g den Lotfulpunkt des Lots von M auf g. Wahle einen
Strahl Iﬁ C ¢g. Nach Lemma gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein eindeutiges Qy € FE, S0

dass F'Q); = t. Die Funktion f : [0,00) = R, ¢t — d(M, Q) ist

e stetig, da nach Dreiecksungleichung |f(t) — f(s)| < d(Qs, Q) = |s — t| fir alle
s,t >0,

e monoton wachsend, da nach Satz (3.34) gilt f(s) < f(¢) fiir alle s < ¢ und

e unbeschrinkt, da es fiir alle ¢ > 0 ein ¢t := ¢+ d(F, M) gibt, so dass wieder nach
Dreiecksungleichung gilt ¢ = d(F, Q) — d(F, M) < f(t).

Nun werten wir die Funktion bei 0 aus

(i) f(0) =d(M,F) < r. Nach dem Zwischenwertsatz und den oben gezeigten Eigen-
schaften von f gibt es ein eindeutiges Q; € FE mit f(t) = d(M,Q;) = r. Analog

zeigen wir die Existenz eines zweiten Schnittpunktes auf dem entgegengesetzten
Strahl FQ' C g mit FQ' U FQ = g. Es gibt also genau zwei Schnittpunkte.
QCy QUIFQ=ygTsg g P

(ii) f(0) =d(M, F) = r, dann folgt F' € K und mit Satz fiir alle anderen P € g
mit P # F gilt d(M, P) > d(M, F') = r. Es gibt also genau einen Schnittpunkt.

(iii) f(0) = d(M, F) > r, dann folgt analog mit Satz fiir alle anderen P € g mit
P # F dass d(M, P) > d(M,F) > r. Es gibt also keinen Schnittpunkt.

O
Definition 3.43. Sei K = K(M,r) ein Kreis und g eine Gerade. Wir nennen g
(i) Sekante, wenn g den Kreis K in genau zwei Punkten schneidet,
(ii) Tangente, wenn g den Kreis K in genau einem Punkt schneidet und
(iii) Passante, wenn g den Kreis K nicht schneidet.

Korollar 3.44. Gegeben sei ein Kreis K = K(M,r) mit Mittelpunkt M, eine Gerade
g und ein gemeinsamer Punkt P € gN K. Dann ist g genau dann eine Tangente an K,
wenn das Radiussegment M P senkrecht auf g steht.

Beweis. Sei F' der LotfuBBpunkt von M auf g. Nach Satz und gilt d(M, F) =
d(M,P) =r und d(M,Q) > r fir alle P # @ € g genau dann wenn K und ¢ sich nur in
P schneiden. Dies wiederum ist dquivalent zu P = F, also MP = MF 1 g. O

Satz 3.45. Seien K = K(M,r) und K' = K(N,s) zwei verschiedene Kreise mit Mit-
telpunkten M # N. Dann schneiden K und K' sich in mazimal zwei Punkten



Beweis. Wird in den Ubungen gezeigt. O

Ubung 3.46. Seien K = K(M,r) und K' = K(N,s) zwei verschiedene Kreise mit
Mittelpunkten M # N und P € K N K’ ein gemeinsamer Punkt. Dann ist dquivalent

(i) Die Kreise K und K' schneiden sich nur im Punkt P.

(i) Die Kreise K und K' haben in P eine gemeinsame Tangente.
(i4i) Die Punkte P, M und N sind kollinear.
(iv) Es gilt NM =1+ s oder MN = |s —r|.

Satz 3.47. Seien K = K(M,r) und K' = K(N,s) zwei verschiedene Kreise mit Mit-
telpunkten M # N. Dann schneiden K und K' sich in

(i) genau zwei Punkten, wenn |r —s| < MN < r+ s,
(ii) genau einem Punkt, wenn |r — s| = M N oder NM =1r + s und
(iii) keinem Punkt, wenn |r —s| > MN oder MN > r + s.

Bevor wir diesen Satz beweisen konnen, miissen wir etwas Vorarbeit leisten. Fiir ein
r > 0 fixiere Punkte A, B mit AB = r. Damit ist nach Axiom (III) und Lemma fiir
jedes g € [0, 7] der Punkt Cg mit

BCg=r und A£ABCz=p

eindeutig definiert. Falls 0 < 8 < 7 dann ist AABCj3 ein echtes Dreieck und nach
Axiom (IV) hangt die Lénge der Strecke ACg nicht von der Wahl von A und B ab. Wir
definieren

s(r,B) == ACp.
Lemma 3.48. Fir alle € > 0 gibt es ein B > 0 so dass gilt
B<d = s(rp)<e.

Beweis. Gegeben sei ein € > 0. Wihle einen Punkt X, so dass der Winkel £ ABX positiv
ist und einen Punkt Y € fg, so dass AY = %E. Da nach Konstruktion die Punkte Y
und X auf der gleichen Seite beziiglich der Geraden (AB) liegen, ist auch der Winkel
£LABY positiv. Wir setzen § := £ ABY und nehmen ein 5 < §. Weiterhin bezeichne mit
% die Winkelhalbierende von £ ABCjg, d.h. es gilt LABZ = %B. Da § < 4 liegt nach
Satz [3.30] der Punkt Z im Inneren des Winkels £ ABY und somit schneidet nach dem
Armbrustlemma der Strahl Bj die Strecke AY im Inneren in genau einem Punkt,
nennen wir ihn D. Da D € Inn AY gilt

AD < AY . (3.2)



Da D € BZ gilt LABD = £CBD und somit gilt sind nach Axiom (IV) die Dreiecke
AABD und ACgBD kongruent. Insbesondere AD = DCpg. Wir rechnen mit Dreiecks-

ungleichung und

s(r,8) = AC3 < AD + DCjs = 2AD < 2AY =¢,
wobei die letzte Gleichung nach Wahl von Y gilt. U
Korollar 3.49. Die Abbildung [0,7] — &, B — Cjg ist stetig.

Beweis. Nach letztem Lemma folgt die Stetigkeit im Punkt 5y € [0, 7], denn fiir 81 # So
gilt d(Cﬁ’ovCﬁl) :S(T’, ’,80—,81’). ]

Beweis von Satz[5.47 Ohne Einschréinkung gilt » < s. Wir setzen B = M und A im
Inneren von MN so dass AB = r. Sei C der Punkt mit MCsz = r und LAMCj = B.
Wir betrachten die Funktion

f:0,7r] =R B d(Cs,N).

Diese Funktion ist nach letztem Korollar und Ubung stetig.

Falls |[r — s| > MN oder MN > r + s kann es nach der Dreiecksungleichung keinen
Schnittpunkt zwischen den Kreisen geben. Wir zeigen, dass es mindestens einen Schnitt-
punkt im Fall |r — s| < MN < r + s gibt. Wir analysieren die Werte der Funktion an
den Intervallgrenzen. Da nach Konstruktion der Punkt B zwischen C; und Cy = A liegt
und A zwischen M und N liegt, liegt auch M zwischen C; und N und es gilt

r+s>MN=MCy+CoN=r+f(0) = f(0)<s.
s=s—r4+r=ls—r|+r<NM+ MC,=NC, = f(r).

Falls f(0), f(m) # s, dann folgt nach Zwischenwertsatz, dass es § € (0,7) mit f(8) = s
gibt. Im anderen Fall gilt f(0) = s oder f(/3) = s. In jedem Fall finden wir also auch ein
Cg, so dass d(M,Cg) = r und d(N,Cg) = f(f) = s. Somit ist Cg ein Schnittpunkt der
Kreise K und K’ und die Behauptung des Satzes folgt mit Ubungund Satz O

Definition 3.50. Sei K = K(M,r) ein Kreis und A, B,C € K verschiedene Punkte.
Wir definieren den Kreisbogen —~ ABC durch

~ABC := K\ H_(AC,B).
AuBerdem definieren wir ~ ABoo := AB und —~ AocoB := (AB) \ Inn AB.

Die Punkte A, C heiflen Endpunkte des Kreisbogens —~ ABC. Ein
A P% Strahl AX heifit Tangentialstrahl an ~ ABC in A, falls die Gerade
(AX) eine Tangente an K ist und die Punkte X, B auf der glei-
chen Seite beziiglich (AC) liegen. Im Fall ~ ABoo oder —~ AcoB
definiere den Tangentialstrahl in A durch AB bzw. 1_4_B_; mit B’ so
dass A zwischen B und B’ liegt. Gegeben seien zwei Kreisbégen




k= ~0OAP und ¢ = ~OBQ mit einem gemeinsamen Endpunkt
O sowie moglicherweise P = oo oder () = co. Wir definieren das

Winkelmaf$ von (k,¢) durch

L(k,l) == £XOY (3.3)
wobei % und O_§>/ Tangentialstrahlen an k£ bzw. ¢ in O sind.

Ubung 3.51. Gegeben sei ein Kreis K = K (M,r) und verschiedene Punkte A,B,C €
K. Zeigen Sie:

(i) Der Kreisbogen —~ ABC' ist die Menge aller Punkte @Q mit Q = A, Q = C oder
Q € K, so dass Q und B auf der gleichen Seite beziiglich der Geraden (AC') liegen.

(i) Der Tangentialstrahl M zum Kreisbogen ~ ABC ist durch A, B und C eindeutig
bestimmt.

(i1i) Im Kreis K gibt es genau zwei Kreisbogen mit Endpunkten A und C.

Poincaré Halbebene

Wir haben nun alle Instrumente beisammen um ein Modell der hyperbolischen Geometrie
genau zu beschreiben. Wir definieren die Poincaré Halbebene

H = {(z,y) € R* | y > 0}.

Die Punkte von H nennen wir auch A-Punkte. Der Durchschnitt von H und Kreisen oder
Geraden im kartesischen Modell welche die z-Achse senkrecht schneiden heiflen h-
Geraden. Die Schnittpunkte mit der z-Achse heiflen ideale Punkte. Mit anderen Worten,
h-Geraden sind Teilmengen der Form

hay ={(z,y) €H | (z —a)* +y* =r*} oder h.={(z,y) €H|z=c},

fiir reelle Konstanten a,c € R und r > 0 und die idealen Punkte sind (a £r,0) im ersten
Fall und (¢, 0) im zweiten Fall. Fiir die h-Gerade von Typ h. sagen wir zusétzlich, dass
(¢,0) und oo ideale Punkte sind. Fiir vier Punkte A, B,C,D € R definieren wir das

Doppelverhdltniss
AC - BD
(A,B,C,D) ‘_mv (34)
wobei hier AC = d(A,C), BC = d(B,C) usw. den euklidischen Abstand bezeichnet.
Wir erlauben auch oo fiir die Punkte A, B, C' oder D indem wir die beiden Absténde
welche mit dem entsprechenden Punkt in der Definition weglassen, etwa
AC
A, B; =—.
( b ) C7 m) BC
Ubung 3.52. Fiir zwei verschiedene h-Punkte A und B gibt es eine eindeutige h-Gerade
durch A und B. Wir bezeichnen diese mit (AB)p,.



Sei (AB)}, eine h-Gerade mit idealen Punkten X und Y wobei wir diese so bezeichnen,
dass die Punkte X, A, B, Y in dieser Reihenfolge auf dem Kreis bzw. der Geraden liegen,
dh. X ¢ ~ABY und Y ¢ —~ BAX. Wir definieren

e die h-Strahlen AR}, := ~ ABY \ {Y} mit idealem Punkt Y und BAp =~ BAX\
{X} mit idealem Punkt X.

e die h-Strecke ABjy, := Ajh N %h.
e den h-Abstand dj(A, B) :=In(A, B;Y, X) mit d,(A4, A) = 0.

e fiir zwei h-Strahlen %h und th mit idealen Punkten X bzw. Y definiere das
Winkelmafl durch

£hAOB = L(k, 1),
mit Kreisbogen h := ~0OAX und ¢ := ~OBY.

Bemerkung. Wir werden zeigen, dass (H, dp, £p) ein Modell einer absoluten Ebene ist
und dass die h-Geraden, h-Strahlen und h-Strecken genau den Geraden, Strahlen und
Strecken beziiglich dj, im Sinne der Definitionen und entsprechen.

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Unter einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal verstehen wir die Beschreibung eines
Algorithmus welcher aus gegebenen geometrischen Objekten (Punkten, Kreis, Geraden,
usw. ) bestimmte gesuchte geometrische Objekte liefert, wobei in der Regel nur ein idea-
ler Zirkel und ein ideales Lineal verwendet werden darf. Das ideale Lineal hat keine
Markierungen. Es kénnen damit also keine Messungen vorgenommen, sondern nur Ge-
raden durch zwei gegebene Punkte gezeichnet werden. Der ideale Zirkel kann nur Kreise
mit gegebenem Mittelpunkt und Radius zeichnen, d.h. fiir gegebene Punkte M, A und
B mit A # B, kénnen wir nur den Kreis K(M,r) mit r = AB zeichnen. Wir kénnen
auch Punkte auf der Ebene oder bereits konstruierten Geraden, Kreisen, usw. und de-
ren Schnitten wihlen (vorausgesetzt natiirlich, dass diese Schnittpunkte existieren). Es
gibt natiirlich auch Varianten von Konstruktionsaufgaben, bei denen weitere Werkzeuge
erlaubt sind, etwa ein Werkzeug, dass einen gegeben Winkel in drei gleich grole Winkel
teilt. Die Losung einer Konstruktionsaufgabe besteht aus folgenden Teilen.

e Konstruktionsbeschreibung: Das ist eine Liste von erlaubten Schritten. Hierbei
konnen auch bereits bekannte Konstruktionen, etwa der Konstruktion der Mit-
telsenkrechten, verwendet werden. Im letzten Schritt muss erkliart werden, welche
der konstruierten Objekte den gesuchten Objekten entspricht.

e Begrindung der Durchfithrbarkeit: Es wird bewiesen, weshalb die in der Konstruk-
tionsbeschreibung gewéhlten Schnittpunkte tatsdchlich existieren.

e Begrindung der Korrektheit: Es wird bewiesen, weshalb die Konstruktionsbeschrei-
bung tatséchlich die gesuchten Objekte liefert.



o Analyse der Findeutigkeit: Es wird bewiesen, wie viele verschiedene oder bist auf
Kongruenz verschiedene gesuchte Objekte es gibt. Dieser Teil wird nicht erwartet,
wenn nicht explizit danach gefragt ist.

Als erstes Beispiel geben wir die Konstruktion der Mittelsenkrechten einer gegebenen
Strecke AB.
e Konstruktion:
(1) konstruiere den Kreis Kj := K(A,r) mit r = AB,
(2) konstruiere den Kreis Ky := K(B,r),
(3) bezeichne mit P und @ die Schnittpunkte von K; und Ky und
(4) konstruiere die Gerade m := (PQ). Dies ist die gesuchte Mittelsenkrechte.

e Durchfiihrbarkeit: Da 0 < r < r + r folgt nach Satz [3.47] dass sich die Kreise K
und K3 sich in genau zwei Punkten schneiden.

e Korrektheit: Da PA = PB und QA = QB liegen nach Satz die Punkte P
und @ auf der Mittelsenkrechte von AB und damit ist m = (PQ) die gesuchte
Mittelsenkrechte.

3.6 Isometrien

Wir méchten die Menge der Isometrien verstehen. Isometrien wurden bereits in Defi-
nition fiir allgemeine metrische Raume eingefithrt. Wir wiederholen hier kurz die
Definition. Eine Abbildung ® : £ — £ heifit Isometrie, wenn sie abstandserhaltend , d.h.
es gilt

d(A, B) = d(®(A), B(B)).

fiir alle A, B € £ und bijektiv ist. Wir bezeichnen mit
Isom(€) :={P: & — & | ¥ ist eine Isometrie}

die Menge der Isometrien. Diese Menge triagt die Struktur eine Gruppe beziiglich der
Gruppenoperation gegeben durch Verkniipfung von Abbildungen. Zur Erinnerung geben
wir hier die Definition einer Gruppe.

Definition 3.53 (Gruppe). Ein Paar (G,-) aus einer Menge G und einer Abbildung
GxG—G, (g,h)—gh,
der Gruppenoperation, heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.
(i) (Assoziativitit) Es gilt (gh)k = g(hk) fir alle g, h, k € G.
(ii) (neutrales Element) Es gibt ein e € G, so dass eg = ge = ¢ fiir alle g € G.

(iii) (inverses Element) Fiir alle g € G gibt es ein g~ € G, so dass gg~' =g 'g =e.



Eine Gruppe heifit abelsch, wenn zusétzlich gilt gh = hg fiir alle g, h € G. Eine Teilmenge
H C G heifit Untergruppe, wenn gh € H und g~ € H fiir alle g,h € H.

Beispiele von Gruppen sind etwa die reellen Zahlen R mit der Addition oder R \
{0} mit der Multiplikation, aber auch die Menge der Restklassen Z/nZ beziiglich einer
natiirlichen Zahl n > 2 mit Addition oder die Symmetrische Gruppe

Yo =A{®:{1,...,n} = {1,...,n} | ® ist bijektiv}

mit der Verkniipfung von Abbildungen. Man kann zeigen, dass die Gruppe X, fiir > 3
nicht abelsch ist. Wir geben eine Liste von Isometrien der Ebene.

Satz 3.54. Die folgenden Abbildungen sind Isometrien.

(i) Sei g eine Gerade. Die Geradenspiegelung oy : € — &, P — P’ ist definiert durch
P =P falls P € g und falls P ¢ g durch

e der Punkt P’ liegt auf dem Lot von P auf g,
e ¢s gilt FP = FP', wobei F der entsprechende LotfufSpunkt ist und
o der P' liegt auf der anderen Seite als P beziiglich g.
Mit anderen Worten P’ ist eindeutig dadurch bestimmt, dass g die Mittelsenkrechte
der Strecke PP’ ist.
(ii) Sei Z ein Punkt und o € (—m,7|. Die Drehung @z, : € — &€, P +— P’ ist definiert
durch P' = Z falls P = Z und falls P # Z durch
o /P = 7P und
e {PZP'=a.
Der Punkt Z heif$st Drehzentrum und « ist der Drehwinkel. Im Fall o = m nennen
wir die Drehung ® 7 = ®z . auch Punktspiegelung.
(ii) Seien A und B Punkte mit A # B. Die Translation ®-» : &€ — &, P — P’ ist
definiert durch folgende Bedingungen.
e Fulls P € (AB) ist P' € (AB) und es gilt

U(P') = U(P) + U(B) — U(A), (3.5)

beziigich einer Isometrie ¥ : g — R.

o Falls P ¢ (AB) gilt AP = A'P' und {BAP = {B'A'P" wobei A' = ®-(A)
und B' = &-=(B).

(iv) Seien A und B Punkte mit A # B. Die Gleitspiegelung ist definiert als Ver-
kniipfung ®-3 0 0g mit g = (AB).

Bevor wir diesen Satz beweisen konnen brauchen wir noch ein Lemma. Dieses Lemma
ist nicht trivial, wie man am Beispiel ® : N — N, n + 2n mit diskretem Abstand auf N
sieht.



Lemma 3.55. Sei & : £ — & eine abstandserhaltende Abbildung, dann ist & eine
Isometrie.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass jede abstandserhaltende Abbildung injektiv ist. Wir
miissen noch zeigen, dass ® auch surjektiv ist. Sei dazu P € £ beliebig gegeben. Wir
suchen ein A, so dass ®(A) = P. Wihle weitere Punkte B, C' € £ und setze Q) := ®(B),
R := ®(C) sowie r := d(Q, P) und s := d(R, P). Ohne Einschrankung gilt , s > 0 sonst
wurde A gefunden. Da sich die Kreise K’ = K(Q,r) und L' = K(R,s) im Punkt P
schneiden und da ® abstandserhaltend ist, gilt nach Satz

r—s| <d(Q,R)=d(B,C) <r+s,

sowie dass @ die Kreise K = K(B,r) und L = K(C,s) auf die Kreise K’ bzw. L’ ab-
bildet. Nach Satz haben K N L und K’ N L’ die gleiche Anzahl von Elementen. Die
eingeschrinkte Abbildung ®|xnz, : KNL — K'N L ist injektiv zwischen endlichen Men-
gen mit gleicher Anzahl an Elementen wovon P € K’ N L' ein Element ist. Insbesondere
muss es einen Punkt A € K N L geben, so dass ®(A) = P. O

Beweis von Satz[3.5) Nach dem letzten Lemma reicht es zu zeigen, dass die Abbildun-
gen abstandserhaltend sind. Gegeben Punkte P, @ € £. Wir zeigen fiir jede Abbildung
® einzeln, dass PQ = P'Q’ wobei P’ = ®(P) und Q' = ®(Q).

(i) Fall ® = o0,4. Sei g = (AB) wobei ohne Einschrankung A, B # P,Q. Wir zeigen

zunachst

AP~ AP’ und 4BAP =-A{BAP. (3.6)

Falls P € g, dann folgt P = P’ und die Punkte A, B, P = P’ sind kollinear. Somit
folgt mit den Satzen [3.4] und Falls P ¢ g, dann ist P # P’ und (AB) die
Mittelsenkrechte von PP’. Damit gilt mit der Eigenschaft der Mittelsenkrechten
(siehe Satz AP = AP', BP = BP’ und mit (SSS) auch AABP = AABP'.
Es gilt also AP = AP’ und L{ABP' =2 {ABP. Danun P und P’ auf verschiedenen
Seiten beziiglich (AB) liegen folgt mit Korollar Wir zeigen auch
wobei P durch @ ersetzt ist. Es gilt also zusammen
£{BAP'= {BAP £BAQ = £BAQ

AP >~ AP AQ' = AQ.
Mit Axiom (IIT) schlieBen wir
LP'AQ" = AP'AB + {BAQ' = —{PAB — {BAQ = —{PAQ
und mit (SWS) folgt AP'AQ" = APAQ. Also gilt PQ = P'Q’ wie gewiinscht.

(ii) Fall ® = ®z,. Falls P = Z oder Q = Z folgt nach Definition PQ = P'Q’. Wir
nehmen also an, dass P,Q # Z. Es gilt mit Axiom (III)

AP ZQ) =4PZP +APZQ + XQZQ = —a+APZQ + a = ZPZQ.

Somit folgt mit (SWS), dass AP'ZQ' =2 APZ(@ und insbesondere PQ = P'Q)’ wie
gewiinscht.




(iii) Fall ® = ®-—. Ubung.
(iv) Fall ® = &2 0 o(4p) folgt aus (i) und (444).
O

Definition 3.56. Sei ® eine Isometrie von €. Ein Punkt P heiit Fizpunkt wenn ®(P) =
P. Wir bezeichnen mit
Fix(®) :={P € £ | ®(P) = P}

die Menge der Fixpunkte von &.

Satz 3.57. Gegeben eine Isometrie ® : £ — &€ und drei nicht kollineare Punkte A, B,C.
Wenn A, B,C € Fix(®), dann ist ® die Identitdit.

Beweis. Wir beweisen den Satz indirekt. Angenommen & ist nicht die Identitdt. Dann
gibt es einen Punkt P, so dass P’ = ®(P) # P. Da ® abstandserhaltend ist und A, B,C €
Fix(®) gilt d(P,A) = d(P', A), d(P,B) = d(P',B) und d(P,C) = d(P',C). Mit der
Eigenschaft der Mittelsenkrechten (siehe Satz folgern wir, dass A, B und C auf der
Mittelsenkrechten von PP’ liegen. Somit sind A, B und C kollinear im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Korollar 3.58. Jede Isometrie ® : £ — £ ist Verkniipfung von mazximal drei Geraden-
spiegelungen.

Beweis. Fixiere nicht kollineare Punkte A, B und C. Wir konstruieren bis zu drei Ge-
raden durch folgenden Algorithmus.

o Schritt 1: Wenn ®(A) = A, dann setze 1 := &. Wenn $(A) # A, dann sei g die
Mittelsenkrechte von A®(A) und setze @1 := o,0P. Dann gilt ®1(A) = 0,(P(A)) =
A. Setze in jedem Fall By := ®;(B) und C; := ®;(C). Zusammengefasst gilt

A:(I)l(A), Blzq)l(B) und 01:(1)1(0)

e Schritt 2: Wenn B = Bjp, dann setze &3 = ®;. Wenn B # Bj, dann sei h die
Mittelsenkrechte von BB; und setze ®3 := oj, 0 &1. Da ®1(A) = A gilt A € h.
Setze Cy := ®3(C). Zusammengefasst gilt

A:(I)Q(A), B:(I)Q(B):O'h(Bl):B und CQICPQ(C)

e Schritt 8: Wenn C = (5, dann setze &3 = ®3. Wenn C # (s dann sei k die
Mittelsenkrechte von C'Cy und setze ®3 := o0 P9. Da A = $9(A) und B = $o(B)
gilt A, B € k. Somit folgern wir

A:(I)g(A):O'k(A):A, B:@g(B):O'k(B):B und 02@3(0).



Aus der letzten Gleichung folgt mit Satz dass
®3=o0p00,00,09,

die Identitét ist, wobei wir die Geradenspiegelung weglassen, wenn die entsprechende
Gerade im Algorithmus nicht definiert wurde. Da Geradenspiegelungen zu sich selbst
invers sind folgern wir ® = o400}, 00}, wobei wir wieder die Geradenspiegelung weglassen,
wenn die entsprechende Gerade im Algorithmus nicht definiert wurde. O

Korollar 3.59. Fualls ® mindestens einen Fizpunkt hat, dann ist ® die Verkniipfung
von mazimal zwei Geradenspiegelungen und falls ® mindestens zwei Fixpunkte A und B
hat, dann ist ® entweder die Geradenspiegelung o, mit g = (AB) oder die Identitdt.

Beweis. Wihle als A bzw. A und B die Fixpunkte im Beweis von Korollar [3.58 O

Korollar 3.60. Wenn zwei Isometrien auf drei micht kollinearen Punkten tiberein-
stimmen, so sind sie gleich.

Beweis. Geben Isometrien ®, ¥ mit nicht kollinearen Punkten A, B und C, so dass
®(A) = U(A), (B) = ¥(B) und ®(C) = ¥(C). Dann hat die Verkniipfunge ¥~ o ®
Fixpunkte bei A, B und C. Somit ist ¥~! o ® die Identitéit und es gilt ® = V. O

Lemma 3.61. (i) Fir jede Geradenspiegelung o, gilt 040 04 = id.
(ii) Die Verkniipfung von zwei Geradenspiegelungen ist keine Geradenspiegelung.

(111) Gegeben seien zwei Geraden g und s mit s L g. Dann gilt 04(s) = s und og(H) = H
fiir jede Halbebene H beziiglich s.

(iv) Gegeben seien zwei Geraden g und h. Dann gilt fir die Verknipfung ogo0p004 = oy,
wobei k = o4(h).

Beweis. Zu (i). Wenn P € g so folgt o4(04(P)) = 04(P) = P. Falls P ¢ g, dann setze
P'" = 04(P). Nach Definition der Geradenspiegelung ist P # P’ und P’ ist eindeu-
tig dadurch bestimmt, dass g die Mittelsenkrechte der Strecke PP’ ist. Nach erneuter
Anwendung der Definition gilt o4(P’) = P, also 04(04(P)) = 04(P') = P.

Zu (i1). Mit Widerspruch nehmen wir an, dass es Geraden g, h und k gibt mit o400, =
ok. Wenn h = g dann folgt mit Punkt (i), dass o, = 0400}, = 0400, = id, was unméglich
ist. Sei also g # h und wihle einen Punkt P € k mit P ¢ g N h. Wir rechnen

og(on(P)) =ox(P)=P = op(P)=04(P)=:P.

Da P ¢ gNhist P # P’ und nach Definition der Geradenspiegelung ist sowohl g als auch
h die Mittelsenkrechte von PP’. Nach Eindeutigkeit dieser gilt ¢ = h im Widerspruch
zur Annahme, dass h # g.

Zu (iii). Sei P ¢ g und setze P’ = o4(P). Nach Definition ist die Gerade (PP’) das
Lot von P auf g. Falls P € s gilt (PP’) = s nach Eindeutigkeit des Lots, da auch s L g.
Insbesondere P’ € s. Falls P ¢ s gilt (PP')Ns =0, denn wenn es einen Punkt Q € £N's



gibt, hiitte der Punkt @ zwei Lote auf g. Insbesondere PP’ N's = () und somit liegen P
und P’ auf der gleichen Halbebene nach Korollar

Zu (). Setze @ := 04004 004. Sei P € k = 04(h). Damit gilt mit (), dass P’ =
04(P) € hund ®(P) = o4(04(P’)) = 04(P’) = P. Nach Korollar ist ® entweder die
Identitdt oder o;. Wenn ® = id folgt o5, = id im Widerspruch zu Fix(op) = h. Damit
gilt ® = 0}, wie gewiinscht. O

Satz 3.62. Gegeben seien Geraden g,h und k.

(i) Angenommen es gibt einen Punkt Z mit gNhNk = {Z}, dann gibt es eine Gerade
{ mit Z € £ und es gilt
OgO0p00L =0y.

(i) Angenommen es gibt eine Gerade s, so dass g, h und k senkrecht auf s stehen,
dann gibt es eine weitere Gerade £ mit £ 1 s und es gilt

UgOJhOO'k:Ug.

Beweis. Zu (i). Setze ® := 040 0p 0 0. Wéhle P € k mit P # Z und setze P’ :=
®(P). Wenn P = P’, dann definiere ¢ := (ZP). Wenn P # P’, dann definiere ¢ als
Mittelsenkrechte von PP’. Da Z € g N h Nk nach Voraussetzung, folgt ®(Z) = Z und
somit d(Z, P) = d(Z, P"). Mit der Eigenschaft der Mittelsenkrechten schliefen wir,
dass Z € ¢ in diesem Fall. Fiir die Verkniipfung ¥ := gy 0 ® gilt

V(Z)=0u(®(2)) =00(2) = Z, U(P) = 04(®(P)) = o¢(P') = P.

Somit ist nach Korollar [3.59| die Abbildung ¥ entweder die Identitéit oder die Geraden-
spiegelung an der Geraden (ZP) = k. Angenommen ¥ = oy, dann gilt nach Einsetzen
der Definition

0p00gO0R00K =0 = 0gO0p=0y.

Das steht im Widerspruch zu Punkt (i) von Lemma [3.61] Es muss also gelten, dass ¥
die Identitét ist. Damit gilt nach Einsetzen der Definition

opoogoopo0,=1id = ogo0p00, =o0y.

Damit wurde der Punkt (i) gezeigt.
Zu (7). Dies ist eine Hausaufgabe. O

Drehungen

Drehungen sind genau die Isometrien mit nur einem Fixpunkt. Auch sind Drehungen
eindeutig dadurch charakterisiert, dass sie sich als Verkniipfung von zwei Geradenspie-
gelungen an Geraden mit genau einem Schittpunkt schreiben lassen. Hierbei kann eine
der beiden Geraden frei gewahlt werden, solange sie durch den Fixpunkt verlauft.

Satz 3.63. Sei @ eine Isometrie und Z ein Punkt. Dann ist dquivalent



(i) Es gilt ® = @z, fir ein a # 0.
(ii) Es gilt Fix(®) = {Z}.
(iit) Es gibt Geraden g,h mit gNh = {Z} und es gilt & = o}, 0 oy.

(iv) Fir jede Gerade g mit Z € g gibt es Geraden h,k mit gNh=gNk={Z} und es
gilt & = o, 004 = 040 0.

Beweis. Der Schritt (i) = (i7) ist offensichtlich nach der Definition.

Wir zeigen (i) = (iv). Sei P € g mit P # Z und setze P’ := ®(P). Es gilt P # P’ nach
Voraussetzung. Definiere h als die Mittelsenkrechte von PP’. Da ® abstandserhaltend
ist, gilt d(Z, P) = d(Z, P') und somit Z € h nach der Eigenschaft der Mittelsenkrechten
(siehe Satz . Fiir die Verkniipfung ¥ := ®~! 0 0, 0 o gilt

U(2) = & (o3(0,(2))) 8 (on(2) = 07 1(2) = Z
U(P) = & (on(0y(P)) = & (on(P)) = & 1(P') = P.

Damit ist mit Korollar die Abbildung ¥ entweder die Identitdt oder die Geraden-
spiegelung an der Geraden (ZP) = g. Angenommen ¥ = 0,4, dann gilt nach Einsetzen
der Definition

q)_loahoagzag = P=g0y.

Dies steht im Widerspruch zu Fix(®) = {Z}. Es muss also gelten, dass ¥ die Identitt
ist. Daraus folgt ® = o0} 0 0, wie gewiinscht. Die zweite Gerade k erhalten wir durch
k= og4(h). Mit Lemma folgt o4 0 04 0 04 = o, und somit ® = 0y, 0 0y = 04 0 0y

Der Schritt (iv) = (d¢i7) ist trivial. Wir zeigen (iii) = (i7). Sel per Widerspruch
P # Z ein weiterer Fixpunkt von ®. Dann folgt P = ®(P) = op,(04(P)) und somit
on(P) = 04(P) =: P'. Wenn P = P/, dann ist P € g N h, also P = Z im Widerspruch
zur Annahme. Wenn P # P’, dann ist sowohl g als auch h die Mittelsenkrechte von PP’,
also g = h nach Eindeutigkeit. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung gnNh = {Z}.
Damit wurde (iz) gezeigt.

SchlieBlich zeigen wir (iv) = (i). Sei ® = o}, 0 0, und wéhle P € g mit P # Z. Setze
a = LPZP'" mit P/ = ®(P). Dann gilt fiir die Verkniipfung ¥ := @Za o & wieder
U(Z) = Z und ¥Y(P) = @2’1&(]3’ ) = P. Somit ist ¥ nach Korollar entweder die
Identitat oder die Geradenspiegelung an der Geraden (ZP) = g. Angenommen ¥ = o,
dann folgt

CIJE}QOUhOJg =04 = Pz,=o0y,

im Widerspruch zu Fix(®z,) = {Z}. Es muss also gelten, dass ¥ die Idenitét ist und
somit ® =op 00, = Pz ,. L]

Translationen

Translationen sind genau die Isometrien welche eine Gerade und beide Halbebenen er-
halten. Auch sind Translationen eindeutig dadurch charakterisiert, dass sie sich als Ver-
kniipfung von zwei Geradenspiegelungen an Geraden mit einer gemeinsamen Senkrech-



ten schreiben lassen. Hierbei kann wieder eine der beiden Geraden frei gewihlt werden
solange sie senkrecht zu der Geraden verlduft die erhalten bleibt.

Satz 3.64. Sei ® eine Isometrie und s eine Gerade. Dann ist dquivalent.
(i) Es gilt ® = O mit verschiedenen Punkten A, B € s.

(ii) Die Isometrie ® hat keine Fixpunkte, ®(s) = s und ®(H) = H fiir jede Halbebene
H von s.

(111) Es gibt Geraden g und h so dass g,h L s und es gilt & = oj, 0 0.

(iv) Fiir jede Gerade g mit g L s gibt es Gerade k,h mit h,k L s und es gilt =
000y = 0g O 0.

Beweis. Wir zeigen (i) = (i¢). Per Definition gilt ®(s) = s. Angenommen per Wi-
derspruch sei P Fixpunkt von ®. Falls P € s, dann gilt nach fiir eine Isometrie
U:s—R

U(P)=V(B) - ¥(A)+¥(P),

damit W(A) = ¥(B) und somit A = B im Widerspruch zur Tatsache, dass A # B. Falls
P ¢ s, sei F der Lotfulpunkt von P auf s und setze F’ := ®(F). Dann sind sowohl (PF)
als auch (PF’) zwei Lote von P auf s im Widerspruch zur Eindeutigkeit des Lots |3.33
Damit haben wir gezeigt, dass ® keine Fixpunkte haben kann. Wir zeigen nun, dass
® beide Halbebenen erhilt. Sei @ ¢ s. Nach Definition gilt LA’B'Q" = LABQ mit
A'=®(A), B = ®(B) und Q' = ®(Q). Eine direkte Konsquenz der Definition ist auch

A'B' C AR. Somit folgt mit Lemma dass £ ABQ, £A'B'Q’' und L ABQ’ das gleiche
3.19

Vorzeichen haben. Damit nach Korollar liegen @ und Q' auf der gleichen Halbebne
beziiglich s.

Wir zeigen (i) = (iv). Sei F' der Schnittpunkt g N's und wéhle einen weiteren Punkt
P € g mit F # P. Setze F' := ®(F) # F, h die Mittelsenkrechte von FF’ sowie
¥ := &1 00y 00, Nach Konstruktion gilt ¥(F) = F. Nach Lemma und (77) gilt
auBerdem fiir P’ = ¥(P) dass P’ undP auf der gleichen Halbebene beziiglich s liegen,
FP = FP und aus FP 1 s folgt FP' 1 s. Wir folgern, dass P’ = P. Also hat ¥ zwei
Fixpunkte in F' und P. Analog zum Beweis von Satz folgern wir ¥ = id und somit
(iv)

Die Richtung (iv) = (éi4) ist trivial. Wir miissen noch (i) = (i) zeigen. Sei nun
® = gp 00, mit g,h L s gegeben. Sei ¥ : s — R eine Isometrie. Nach Lemma [3.61] ist
04(s) = 04(s) = s. Seien G und H die Schnittpunkte g N's bzw. h N s. Man sieht leicht,
dass fiir P € s gilt

U(oy(P)) =2¥(G) —=¥(P),  Y(on(P))=2V(H)—V¥(P).
Damit folgt

U(D(P)) = W(on(og(P))) = 2W(H) — W(oy(P)) = 2V (H) - 2¥(G) + ¥ (P).



Damit folgt mit A = U~1(2¥(G)) und B = ¥~ (2¥(H)). Da nach Lemma [3.6]]
auch gilt o4(H) = op(H) = H fiir jede der beiden Halbebenen H von s folgt auch
LA'B'Q" = LABQ fiir alle Q ¢ s wie gewiinscht. Damit haben wir gezeigt, dass ® eine
Translation ist. O

Orientierungen

Neben der Fixpunktmenge verwende wir Orientierungen um Isometrien genauer vonein-
ander zu unterscheiden.

Definition 3.65. Sei ® eine Isometrie und L AOB ein echter Winkel. Wir sagen ®
ist orientierungserhaltend, wenn L AOB = LA’O'B' fir A’ = ®(A), B = ®(B) und
O’ = ®(0). Im anderen Fall, wenn LAOB = —£L A’O'B’, ist ® orientierungsumkehrend.

Satz 3.66. Die Definition[3.67] ist unabhdingig von der Wahl des Winkels.

Beweis. Wir verwenden die Notation P’ := ®(P) fiir einen Punkt P. Gegeben seien
zwel Winkel £ AgO¢ By und £ A0 B mit gleichen Vorzeichen ohne Einschrankung. Wir
miissen zeigen

Vz4L AYO( B}, = Vz£L A1 0 B . (3.7)

Dazu betrachten wir einzelne Fille.

Wenn Oy = 01 und Ay = A; gilt ByB; N (OgAy) = 0 nach Korollar Dann auch
B{B| N (O, Af)) = B\B}; N (0}A}) = 0 und wieder mit Korollar gilt (3.7). Analog
zeigen wir den Fall Og = O1 und By = B; durch Vertauschen der Rollen von A und B.

Wenn Oy = O;: Nach Scheitelwinkelsatz koénnen wir £ AgOgBy mit dem Scheitel-
winkel ersetzen ohne das Vorzeichen zu éndern. Ohne Einschrinkung liegen also Ag und
A; auf der gleichen Seite beziiglich der Geraden (O1Bj). Dann folgt nach dem letzten
Schritt

Vz4L A OBl = Vz£L A1O(B|, = Vz£ A OB .

Wenn Oy # Op: Nach Anwenden des letzten Falls nehmen wir an, dass Ay = Bi,
By = O1 und A7 = Og sowie dass Oy, O1 und Ay nicht kollinear sind. Mit anderen
Worten £AgOgBy und £A101B; sind die Innenwinkel des echten Dreiecks AOgO1Ag.
Damit sind auch £ A{O, B, und £ A} O] B} die Innenwinkel des echten Dreiecks AO{O} 4

und (3.7)) folgt aus dem Lemma O

Satz 3.67. Geradenspiegelungen und Gleitspiegelungen sind orientierungsumkehrend.
Drehungen und Translationen sind orientierungserhaltend.

Beweis. Der Beweis wird in der Ubung besprochen. O

Bemerkung. Wir werden sehen, dass im Allgemeinen Geradenspiegelungen und Gleit-
spiegelungen genau die orientierungsumkehrenden Abbildungen sind. Fiir die Euklidi-
sche Geometrie sind die orientierungserhaltenden Isometrien genau die Drehungen und
Translationen. Beim Modell der hyperbolischen Geometrie gibt es allerdings noch eine
orientierungserhaltende Isometrie, welche wir noch nicht kennengelernt haben.



Definition 3.68. Eine Isometrie ® heifit gerade (bzw. ungerade), wenn es Geraden-
spiegelungen gibt o4,,04,,...,04, mit n = 2k (bzw. n = 2k 4+ 1) mit £ € Ny und es
gilt

® =04 0040--00g,.

Satz 3.69. Eine Isometrie ist genau dann orientierungserhaltend, wenn sie gerade ist,
sowie genau dann orientierungsumkehrend, wenn sie ungerade ist. Die Menge der ori-
entierungserhaltenden Abbildungen

Isomy () :={®: £ — £ | @ orientierungserhaltende Isometrie}

bildet eine Untergruppe in der Gruppe der Isometrien.

Beweis. Der Beweis wird in der Ubung besprochen. O

4 Euklidische Geometrie
4.1 Parallelenaxiom
Definition 4.1. Zwei Geraden g und h heiflen
e parallel, geschrieben g||h, wenn g = h oder g N h = () und
e transversal, wenn sich g und h in genau einem Punkt schneiden.

Falls g||h, dann sagen wir auch h ist eine Parallele zu g. Falls g und h transversal ist, dann
sagen wir auch h ist eine Transversale zu g. Falls g = (AB) und h = (CD) schreiben wir
auch AB|CD fiir (AB)||(CD).

Satz 4.2. Fir jede Gerade g und jeden Punkt P gibt es eine Gerade h, so dass P € h
und h||g.

Beweis. Dies ist die sogenannte Doppellotkonstruktion. Der Fall P € g ist trivial, da
dann h = g geniigt. Angenommen P ¢ g, dann sei ¢ das Lot von P auf g und h das Lot
von P auf . Wir behaupten, dass gilt h N g = (). Angenommen Q sei der Schnittpunkt
h N g, dann hat Q zwei Lote auf ¢ im Widerspruch zur Eindeutigkeit O]

Die Gerade h im letzten Satz ist nicht eindeutig. Wir fiigen noch ein Axiom zu unserer
Liste hinzu, das Parallelenaziom:

(V) Fiir jede Gerade g und jeden Punkt P existiert eine eindeutige Gerade h, so dass
P € h und hllg.

Ein Modell (€,d, £) heifit euklidische Ebene, wenn die Axiome (I) — (V) erfiillt sind.



Stufen/Wechselwinkel

Gegeben seien zwei Geraden g und h mit einer gemeinsamen Transversalen s. Seien P
und ) die Schnittpunkte g N's bzw. h N's sowie A € g und B € h auf verschiedenen
Seiten von s, dann heiflen die Winkel L APQ und £{PQB Wechselwinkel. Sei aufler-
dem £P'QB’ der Scheitelwinkel zu £ PQB, dann heiflen die beiden Winkel £ AP(Q und
AP'QB’ Stufenwinkel (Siehe Abbildung [4.1]).

Lemma 4.3 (Umkehrung des Stufen/Wechselwinkelsatzes). Sei (£,d, £) eine absoluten
Ebene. Gegeben zwei Gerade g und h mit gemeinsamer Transversalen s und kongruenten
Wechselwinkeln, dann gilt g||h.

Beweis. Seien £APQ und £PQB die Wechselwinkel wobei g = (PA) und h = (BQ).
Wir nehmen per Widerspruch an, dass g und h transversal sind. Sei R der Schnittpunkt
g N h. Ohne Einschrankung liegen R und A auf der gleichen Seite beziiglich s = (PQ).
Dann liegt () zwischen B und R und A liegt auf dem Strahl % Nach Nebenwinkel-

satz gilt fiir die Innenwinkel im Dreieck APQR

[XRPQ| + |[{PQR| = |[{APQ| + r — |{PQB| = .

Das ist ein Widerspruch zum schwachen Innenwinkelsatz (3.24 O

Innenwinkelsumme

Satz 4.4. Sei (€,d,£) eine absolute Ebene. Dann ist dquivalent

(i) Es gilt das Parallelenaziom.

(i1) In jedem Dreieck AABC gilt |{CAB| + |{ABC| + |{BCA| = .

Beweis. Wir zeigen (i) = (i7). Gegeben sei ein Dreieck AABC. Wir schreiben fiir die
Innenwinkel LA = LCAB, £B = {ABC und £C = £BCA. Ohne Einschrinkung ist
AABC ein echtes Dreieck, denn sonst ist nichts zu zeigen nach Korollar Sei P auf

P/
B Q Q B’
P A P A
(a) Wechselwinkel (b) Stufenwinkel

Abbildung 4.1: Weitere wichtige Paare von Winkeln.



der anderen Seite als B beziiglich (AC) mit {PCA = £A und Q auf der anderen Seite
als A beziiglich (BC) mit £QCB = £B. Nach Lemma ist CP||AB und AB|CQ.
Nach dem Parallelenaxiom gibt es nur eine zu (AB) parallele Gerade durch C'. Demnach
sind die Punkte C, P und @ kollinear. Nach Konstruktion liegt C' zwischen P und
Q@ sowie B und @ auf der gleichen Seite beziiglich (AC). Wegen Parallelitit liegt A
und B auf der gleichen Seite beziiglich (C'Q). Also liegt B in Inn L ACQ und mit dem
Nebenwinkelsatz m sowie Formel gilt

7w = |[LPCA| + |[ZACQ| = |[ZA| + |4C| + [£BCQ| = |LA| + [<C| + |4B.

Wir zeigen (i) = (i). Wir nehmen nach Widerspruch an, dass es Geraden g, h und
k gibt mit h,k|lg und h Nk = {P}. Sei F der LotfuBpunkt von P auf g. Ohne Ein-
schréinkung ist h das Doppellot, d.h. h L ¢ wobei £ = (FP). Sei R € kN Hy(h,F)
und Q € g N H4 (¢, R). Wir definieren eine Folge von Punkten Q1,Qo,... € FB durch

Q1 := Q und fiir n > 1 gilt Q,, ¢ FQp—1 mit Qp—1Qy = Qn_1P. Setze o, := [LFQ,P].
Da £FQ,_1P der Nebenwinkel zu £PQ,_1Q, und nach Konstruktion das Dreieck
AQ,_1Qn,P gleichschenklig ist, gilt nach Basiswinkelsatz und Satz [3.37]

1
> ’KPQn—lQn‘ + 2‘46271—1Qn]3| =T —0p, + 2ay, = ap < ian—l .

Mit anderen Worten («,,) ist eine Nullfolge. Sei nun S € h N Hy(¢,R) und setze
d := |4SPR|. Nach Konstruktion und Parallelitit von g und h liegen S, R und @,
auf der gleichen Seite beziiglich ¢ sowie R, F' und @,, auf der gleichen Seite beziiglich A.
Insbesondere R, @, € Inn LFQS. Wir behaupten aulerdem @, € Inn L FPR. Im ande-
ren Fall ist R € Inn LRPQ),, und nach dem Armbrustlemma schneidet k = (PR)
die Strecke F'Q, im Widerspruch zu k||g. Diese Beobachtungen liefert mit Satz und

Formel (3.1])

g = [{FPS| = |{FPR| + |[{RPS| > [{FPQy,| + 6.

Sei nun n >> 1 grof} genug, dass a, < 6/2. Dann gilt fiir die Innenwinkelsumme im
Dreieck AF P(),, mit Satz

5
[€PFQu| + [{FQuP| + [£QuPF| < Z +n+ 5~ <7 — .

Das ist ein Widerspruch zu (7). O

Euklidische Bedingung

Definition 4.5. Sei (€, d, £) eine absolute Ebene. Eine Aussage welche dquivalent zum
Parallelenaxiom ist, heiflit euklidische Bedingunyg.

Bemerkung. Hier eine nicht vollstdndige Liste. Jede einzelne Aussage ist eine euklidische
Bedingung.



(i) Gegeben eine Gerade g = (AB) und Punkte P,Q auf der gleichen Halbebene
beziiglich g mit

|{PAB| + |£ABQ| < =,
dann schneiden sich die Strahlen 14__>P und Bg
Jedes Dreieck hat Innenwinkelsumme gleich .
Es gibt ein Dreieck mit Innenwinkelsumme gleich .
Es gibt ein Rechteck.
Es gilt der Stufen/Wechselwinkelsatz.

Es gilt der Strahlensatz.

)
)
)
)
)
(vii) Es gilt der Satz des Pythagoras.
) Es gilt der Satz des Thales.
) Je drei Geraden haben eine gemeinsame Transversale.
) In jedem echten Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechten der Seiten.
) Je drei nicht kollineare Punkte liegen auf einem Kreis.
) Es gibt zwei dhnliche aber nicht kongruente Dreiecke.
)

Es gibt eine Gerade g und einen Punkt P ¢ g sodass es genau eine zu g parallele
Gerade durch P gibt.

(xiv) Die Menge aller Punkte auf einer Seite und mit gleichem Abstand zu einer gege-
benen Geraden (die sogenannte Abstandsgleiche) ist eine Gerade.

(xv) Parallelitét ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geraden, d.h. wenn g||h
und hl/k dann gilt g||k.

Wir werden in diesem Kurs nicht vollstéindig beweisen kénnen, dass jede dieser Aus-
sagen eine euklidische Bedingungen ist. Wir werden allerdings zeigen, dass die Aussagen
alle in der euklidischen Geometrie gelten. Fiir den Rest dieses Kapitels sei nun also stets
eine euklidische Ebene (&, d, £) vorausgesetzt.

Satz 4.6 (Stufen/Wechselwinkelsatz). Gegeben zwei Geraden g und h mit einer gemein-
samen Transversalen s. Angenommen g = (PA), h = (BQ) und s = (PQ) mit A und
B auf verschiedenen Halbebenen beziiglich s, dann gilt

LAPQ = LPQB = hllg .



Beweis. Die Richtung = wurde schon in Lemma 4.3 gezeigt. Wir zeigen die Richtung
<. Sei B" € Hi(s,B) mit LAPQ = APQB’ und setze k = (B'Q). Dann gilt nach
Lemma k|lg. Nach dem Parallelenaxiom gilt & = h und somit B’ € % . Es folgt

£PQB = £PQB und somit L APQ = £ PQB wie gewiinscht. O

Satz 4.7 (Euklid V). Gegeben eine Gerade g = (AB) und Punkte P,Q auf der gleichen
Seite beziiglich g mit

|{PAB|+ |£ABQ| < m, (4.1)
dann schneiden sich die Strahlen AR und IE

Beweis. Wir nehmen per Widerspruch an, dass zﬂiﬂBj = (). Wir behaupten, dass auch
(AP)N(BQ) = (. In der Tat, sei per Widerspruch R ein Schnittpunkt von (AP)N(BQ).
Der Punkt R liegt dann auf der anderen Halbebene als P und ) und mit Nebenwinkel-
satz und (4.1) gilt fiir die Innenwinkel im Dreieck AABR

|{BAR| + |[{RBA| = 1 — |{PAB| + 1 — |{ABQ| >

Im Widerspruch zum schwachen Innenwinkelsatz Es gilt also (AP)||(BQ).

Sei nun Q' € H_(g,Q), so dass L{PAB = £ABQ'. Damit sind nach der Umkehrung
des Stufen/Wechselwinkelsatzes die Geraden (AP) und (BQ’) parallel. Dann sind
nach dem Parallelenaxiom die Gerade (BQ) und (BQ') gleich. Dann folgt wieder mit
Nebenwinkelsatz [3.11]

|{PAB| + |{ABQ| = |{PAB| + 7 — |[{ABQ'| =,
im Widerspruch zu (4.1)). O

4.2 Proportionssitze

AD jetzt sei stets (€,d, £) ein Modell der euklidischen Ebene vorausgesetzt, wenn nicht
anders angegeben.

Satz 4.8 (Parallelogrammregel). Gegeben seien Punkte A, A’, B, B' so dass AA'|BB’
und AB||A’B’, dann gilt AA' = BB' und AB = A’'B'.

Beweis. Hausaufgabe. O

Satz 4.9 (Strahlensatz). Gegeben seien Geraden g,h,s und t mit s # t sowie Schnitt-
punkte O, A, B,C, D so dass O € sNt, g= (AB), h=(CD), s = (AC) und t = (BD).
Dann ist dquivalent

(i) Die Geraden g und h sind parallel.

(i) Die Winkel LAOB und £COD sind Schneitelwinkel oder gleich und
oc _op
OA OB’
wobei wir zwecks Ubersichtlichkeit die Querstriche fiir die Abstinde weggelassen
haben.

(4.2)



Auch impliziert jede der beiden Aussagen
(iii) Es gilt
oc CD
— = 4.3
OA AB (43)
Bemerkung. Die letzte Aussage ist nicht dquivalent zu den anderen aus einem &hnlichen
Grund, dass es keinen Kongruenzsatz (sSW) gibt (siehe Abbildung |4.2)).

Beweis. Wir zeigen (i) = (i7) und (4i7) in einzelnen Féllen. Fiir die ersten drei Fille gilt
CeO0Aund X:= OC/OA.

Fall 1: A € N. Wir beweisen dies per Induktion. Der Induktionsanfang A = 1 ist klar,
denn dann gilt C' = A und somit h = g, also auch D = B und demnach (i) und (7i1).

Fiir den Induktionsschritt sei A = OC/OA = n+ 1 mit n € N und ¢’ € AC mit
OC'/JOA = n. Sei h' die eindeutige Gerade mit ¢’ € h’ und h'|g. Nach Satz von
Pasch schneidet A’ die Strecke OD in einem Punkt, sagen wir D’. Sei nun s’ die
Gerade mit D" € s’ und §'[|s. Erneut durch Satz von Pasch schneidet s’ die Strecke C'D
in einem Punkt, sagen wir F (siehe Abbildung . Nach der Parallelogrammregel
gilt CC" =2 D'E und C'D’' =2 CFE und Stufen-/Wechselwinkelsatz haben die Dreiecke
AAOB und ADD'E kongruente Innenwinkel. Da aulerdem OA = CC’' = D'E folt
AAOB = AED'D und mit Induktionsvoraussetzung

OD OD' +D'D OD DD

OB~ 0B ~oB "o "Th
CD _CE+ED_C'D' ED_
AB _ AB _ AB " aAB "+

Wir haben (i¢) und (i4i) fir den Fall gezeigt.

Fall 2: X € Q. Sei A = p/q mit p,q € N sowie C' € 04 mit OC'/OA = % und
D" € OB wie im ersten Fall konstruiert, so dass C'D'||AB. Da OA/OC’ = g € N und
0C/OC" =0C/OA-OA/OC" =p € N gilt mit dem ersten Schritt

_0A_0B _AB . 0C _OD _CD
1=oc " op " cp " PToc T op T oD

0 /B D\

Abbildung 4.2: Ein Gegenbeispiel fiir die Implikation (ii¢) = (¢) im Strahlensatz
Hier ist AB =2 AD.



Wir schlielen daraus

op_op oo _ . . CD_CD CD _,
oB_op oB "~ MY UpT oD aB ~

Damit wurde (4¢) und (#77) fiir den Fall gezeigt.

Fall 3: C € % Angenommen per Widerspruch gilt OD/OB < \. Sei N € Q mit
OD/OB < X < A. Sei C" € OC und D' € t, so dass OC'/OA = X und C'D'||AB
wie im ersten Fall konstruiert. Dann gilt mit dem letzten Fall N’ = OD’/OB und der
Widerspruch

v_ 0D _0D
~ 0B ~ 0B
Analog schlieen wir den Fall OD/OB > X aus und somit folgt .

SchlieBllich nehmen wir per Widerspruch an, dass CD/AB < X gilt. Sei wieder X' € Q
mit CD/AB < X < A und ¢’ € OC und D' € t wie oben. Wie im ersten Fall gibt es
E € CD, so dass C'D’ = CE, also C'D’' = CE < CD und damit der Widerspruch

< \.

N = ' < cp
AB ~ AB
Wir zeigen wieder analog, dass auch CD/AB > X unmdoglich ist und somit gilt.
Fall 4: C ¢ OA. Sei C' = dp(C)und D' = & (D) wobei ¢ die Punktspiegelung an O
bezeichnet. Insbesondere C’ € OA und C'D'||CDJ||AB. Durch den letzten Fall folgt dann
OC'/OA =0OD'/OB = C'D'/AB und somit und da ACOD = AC'OD'.
Wir zeigen (ii) = (i). Ohne Einschrénkung gilt LAOB = £COD, sonst ersetze C

und D mit ®(C) bzw. & (D) wie eben. Sei D’ € OR, so dass CD'||AB wie im ersten
Schritt konstruiert. Dann gilt mit Voraussetzung

<.

ob _oc _ o
OB O0OA OB’

Damit OD = OD’. Da D, D’ € OR folgt daraus D = D' und somit CD||AB. O

o A c’ C

Abbildung 4.3: Konstruktion im Beweis vom Strahlensatz



Definition 4.10 (Ahnlichkeit). Zwei Dreiecke AABC und AA’'B'C’ heilen dhnlich, ge-
schrieben AABC ~ AA’B’C’, wenn mit den iiblichen Bezeichnungen fiir die Innenwinkel
gilt

AB AC BC

B - A0 - B LA LA, AB=4AB" und £LC=«C'.
Satz 4.11 (Ahnlichkeitssitze). Gegeben zwei Dreiecke AABC und AA'B'C’. Jede ein-
zelne der folgenden Aussagen impliziert AABC ~ AA'B'C’

o (sws) LA= LA, 48 = 4G

o (www) LA= LA, AB= LB und £C = LC".

AB AC BC
L4 (535) ABT — AT — BT

o (Ssw) LA™ LA, 45 = BB,—g,, sowie AB < BC.

Beweis von (sws). Sei B" € AB mit AB" = A'B’ und C" € AQ mit AC” = A'C’. Nach
(SWS) gilt AA'B'C"' =2 AAB"C". Damit folgt
AB AB AC AC

AB// = A/BI = A/C’/ = AC’// :
Mit dem Strahlensatz [.9] gilt BC||B”C" und somit auch BC/B'C' = AB/A'B’. Mit

Stufen-/Wechselwinkelsatz folgt £C = LAC"B" = LC' sowie LB = LAB"C" =
LB O

Beweis von (www). Sei wieder B” € AB mit AB” = A'B’ und " € AQ mit AC” =
A'C’. Nach (SWS) gilt AA'B'C" =2 AAB”C". Insbesondere £ B = AB" =~ LAB"C" und
nach Stufen-/Wechselwinkelsatz [4.6 gilt BC||B”C". Dann gilt nach dem Strahlensatz

AB AC BC

AB" - AC" - B"C" )

und die Aussage folgt, da nach Kongruenz AA'B'C' = AAB"C" gilt AB" = A'B/,
AC" =2 A'C" und B"C" = B'C'. U

Ahnlichkeitsabbildungen

Die Isometrien charakterisiere die kongruenten Dreiecke. Wir beschreiben jetzt Abbil-
dungen, welche die dhnliche Dreiecke charakterisieren.

Definition 4.12. Ein Abbildung ® : £ — &£ heifit winkeltreu, wenn
£P(A)P(0)P(B) = LAOB,

fiir jeden Winkel £ AOB. Eine winkeltreue Bijektion heifit Ahnlichkeitsabbildung.



Beispiel 4.13. Sei Z ein Punkt und k£ € R\ {0}. Die zentrische Streckung
Prp:&E—E, P— P,
ist definiert durch:
e P'=P wenn P = Z und fiir P # Z gilt
o P'e ZE wenn k>0 und P’ € (ZP)\ ZE falls k < 0 sowie
e 7P = |k|ZP.
Anhand der Definition folgen sofort die Eigenschaften:
(i) ®z1 =1d,
(i)
(ili) Pz o Py = Py fiir alle k,¢ € R\ {0} sowie
)

&7 _1 = ®y ist eine Punktspiegelung,

(iv) @z, 5, © Pz, i, ist eine zentrische Streckung falls k1k2 # 1 und eine Translation
wenn kiky = 1 fiir alle Punkte Z1, Z5 und reelle Zahlen k1, k2 € R\ {0}.

Satz 4.14. Sei ®z ;. eine zentrische Streckung, dann gilt
(1) 7 ist bijektiv und (I)E,lk = (I)Z,%
(ii) Es gilt
d(q)Z,k(P)7(I)Z,k(Q)) = |k’d(P7 Q)u
fiir alle P,Q € &.

(111) Pz} ist winkeltreu.

Beweis. Punkt (i) ist klar nach den oben festgestellten Eigenschaften. Zu (i7). Seien
P, Q zwei Punkte mit P # @ und auch Z # P,(Q, denn sonst ist nichts zu zeigen. Setze
P':=®z1(P) und Q' = ¢z 4(Q). Dann gilt nach Definition

P Lidy <)
- ZP  ZQ’
Es folgt aus dem Strahlensatz dass PQ||P'Q" und damit P'Q'/PQ = |k| wie gefor-
dert.

Zu (iii). Wenn A, O, B kollinear sind, etwa £ AOB = m, dann ist O zwischen A und
B und es gilt

A0 +OB=AB L  |(A@O +O0B)=|kAF,

wobei A" = &z (A), O' = ®4,(0) und B’ = &z (B). Damit ist auch O’ zwischen A’
und B’ und demnach £ A’O’B’ = 7. Analog zeigen wir den Fall LA’O'B’ = 0.

Sei nun A, O und B nicht kollinear. Dann folgt aus (sss) und (ii), dass AA'O'B’ =
AAOB und insbesondere gilt LA'O'B’' = £ AOB. O



Satz 4.15. Sei ®© : £ — £ winkeltreu, dann gibt es eine Konstante k > 0 und es gilt

d(®(P), ®(Q)) = kd(P,Q) (4.4)

fir alle P,Q € &.
Beweis. Wir schreiben P’ := ®(P) fiir einen Punkt P. Fixiere ein echtes Dreieck AABC.
Da ® winkeltreu ist gilt nach (www), dass AABC = AA’B’C’ und insbesondere

A'B"  A'C" B
"~ AB ~ AC  BC
Gegeben beliebige Punkte P,Q. Da (AB) N (AC) N (BC) = () nehmen wir ohne Ein-
schrinkung an, dass P, Q ¢ (AB). Dann gilt aus dem gleichen Grund wie eben AABP ~
AA'B'P' und AABQ ~ AA’'B’Q’ und insbesondere

A/B/ A/P/ A/Q/
T AB ~ AP AQ
Da aulerdem £ P'A'Q’ = £ PAQ), weil ja ® winkeltreu ist, folgt auch APAQ ~ AP'A’'Q’
nach (sws). Wir schliefen

k-

k

A/P/ P/Q/
T AP T PQ
Damit wurde die Behauptung bewiesen. O

Korollar 4.16. Jede Winkeltreue Abbildung ist die Verkniipfung von einer zentrischen
Streckung und einer Isometrie.

Beweis. Gegeben eine winkeltreue Abbildung ®. Nach Satz gibt es ein k > 0 so
dass (4.4]). Setze ¥ := @Z% o ®. Dann gilt fiir alle P, Q

AW(P), 2(Q)) = Ld(B(P), B(Q) = d(P,Q)

Also ist ¥ eine Isometrie. O

Korollar 4.17. Gegeben zwei echte Dreiecke AABC und AA’B'C’, dann ist dquivalent
(i) AABC ~ AA'B'C’

(ii) Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung ® : €& — € und A’ = ®(A), B' = ®(B) sowie
C'=9(0)
Beweis. Die Richtung (i7) = (i) ist klar nach Ahnlichkeitssatz (www). Wir zeigen (i) =
(). Dazu sei B” € AB und C" € AQ mit AB” = A'B" und AC" = A’C". Nach (SWS)
gilt AA'B'C" = AAB"C". Insbesondere gibt es eine Isometrie ¥ : £ — € mit ¥(A4') = A,
U(B') = B” und ¥(C') = C”. Setze nun k := AC"/AC, dann gilt fiir die Verkniipfung
P:=V1lod,,, ®(A) = A, ®(B) =B und ®(C) = C’ wie gewiinscht. O

Das letze Korollar erlaubt eine Verallgemeinerung des Begriffs der Ahnlichkeit fiir
beliebige Teilmengen der Ebene.

Definition 4.18. Gegeben zwei Teilmengen 2, Q) C £. Wir sagen Q und Q' sind dhnlich,
wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung @ : £ — £ gibt mit ®(Q) = Q.



A F B
Abbildung 4.4: Ein rechtwinkliges Dreieck mit Lot

4.3 Satzgruppe des Pythagoras

Ein Dreieck AABC heifit rechtwinklig, wenn es einen rechten Innenwinkel hat. Ange-
nommen £C' ist der rechte Innenwinkel, dann heifit die Seite AB die Hypotenuse und
die Seiten AC' und BC' heiflen Katheten.

Lemma 4.19. Sei AABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei £C und
sei F' der Lotfufspunkt von C' auf (AB), dann gilt F' € Inn AB.

Beweis. Angenommen per Widerspruch, dass F' ¢ Inn AB. Im ersten Fall liegt F' €
{4, B}, sagen wir ' = A. Dann hat das Dreieck AABC zwei rechte Innenwinkel £C
und £A im Widerspruch zum schwachen Innenwinkelsatz Im zweiten Fall liegt F' €
(AB)\ AB, sagen wir A liegt zwischen F' und B, dann gilt nach dem Aulenwinkelsatz

|{A| = |{CAB| > [{CFA| = g

Dies liefert erneut den Widerspruch zum schwachen Innenwinkelsatz |LA|+|LC| >
/2472 =m. O

Satz 4.20 (Pythagoras). Sei AABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Innenwinkel
£C und F der Lotfufipunkt von C auf (AB), dann gilt

(i) (Pythagoras) AC° + BC® = 4B’
(ii) (Hohensatz) FC’ =AF - FB
(iii) (Kathetensatz) AC® =AB - AF und BC® =AB-FB
Beweis. Es gilt nach (www)
AACF ~ AABC ~ ACBF

da mit Lemma [4.19| in den Dreiecke jeweils ein Winkel gleich und ein rechter Winkel
ist sowie nach Innenwinkelsumme [.4] auch das Winkelma$ des letzten Winkels gleich



ist. Damit folgen die Verhéltnisse mit den Bezeichnungen a := BC, b := AC, ¢ := AB,
p:=AF, q:= FBund h :=CF

b
P_2wmal=2 = b = pc und a® = qe.
q c a c

Das ist der Kathetensatz. Damit zeigen wir
2 2 — 2
a®+b°=pc+qgc=(p+q)c=c". (4.5)

Das ist der Satz des Pythagoras und schlieflich

h —_—
p
Das ist der Hohensatz. O

= h?®=pq.

SHPS

Bemerkung. Es gibt mehrere verschiedene bekannte Beweise des Satzes des Pythagoras.
Die meisten verwenden die Eigenschaften des Flicheninhalts. Wir werden noch daruaf
zuriick kommen.

Satz 4.21 (Pythagoras Umkehrung). Sei AABC' ein Dreieck und F der Lotfuf$punkt
von C auf (AB). Jede einzelne der folgenden Aussagen impliziert, dass £C ein rechter
Winkel ist.

(i) AC° + BC® = 4B,
(i) FC° = AF - FB und F € AB.
(iii) AC® = AB - AF und BC” = AB - FB und AABC ist ein echtes Dreieck.

Beweis. Zu (i). Sei AA'B'C" ein Dreieck mit A'C" = AC, B'C’' = BC und £C" = 7. Die-
ses Dreieck existiert, nach Lemma (3.3l und Axiom (III). Nach Satz des Pythagoras [4.20
und der Voraussetzung gilt

AB’ = AC” + BC” =AC” + BC® = 4AB".
Also auch AB =2 A’'B’ und AABC = AA'B'C’ nach (SSS). Insbesondere gilt £C =
+4C" = +Z.
Zu (i1). Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz gilt h? = pq und
damit
F=p+9’ =P +2q+¢ =p* + 1P+ 1+ ¢ =a®+ 1,

wobei wir im letzten Schritt den Satz des Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke
AACF und ABCF angewendet haben. Es gilt also die Voraussetzung des schon be-
wiesenen Teils der Umkehrung und wie schlieen mit (i), dass £C ein rechter Winkel
ist.

Zu (iii). Falls F' € Inn AB gilt (4.5) und wir schlieflen, dass £C' rechtwinklig ist aus
(7). Bleibt zu zeigen, dass F' € Inn AB gilt. Angenommen F' € {A, B}, sagen wir F' = A,



dann gilt p = 0 und somit auch b = 0 im Widerspruch, dass AABC nicht ausgeartet
ist. Falls F' ¢ AB, sagen wir A liegt zwischen F' und B, dann gilt A # F und ¢ = p + c.
Damit

a>=cg=clc+p) =c+cp=c+b?,

also nach Umkehrung des Satzes des Pythagoras ist £ A ein rechter Winkel und daher
A = F nach Eindeutigkeit des Lotfulpunktes im Widerspruch zu A # F. O

4.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir behandeln die Fragen
e Gibt es iiberhaupt ein Modell der euklidischen Geometrie?

e Wie viele verschiedene Modelle der euklidischen Geometrie gibt es?

Zuerst miissen wir einen sinnvollen Begriff dafiir beschreiben, wenn wir zwei Modelle als
verschieden bzw. gleich betrachten.

Definition 4.22. Wir sagen zwei Modelle (€, d, £) und (&', d’, £") einer absoluten Ebe-
nen sind isometrisch, wenn es eine Isometrie ® : £ — £’ gibt.

Lemma 4.23 (Abstand bestimmt WinkelmaB). Sei ® : £ — & eine Isometrie zwischen
zwet absoluten Ebenen (€,d,£) und (&',d', L"), dann ist ® auch winkeltreu, d.h. es gibt
ein e € {—1,1} so dass

L'AO'B" = eLAOB,
fiir alle A,O,B € & mit A,B# O und A’ = ®(A), O' = &(0) und B’ = ®(B).

Beweis. Fiir A,O,B € £ mit A, B # O setze {’AOB := £’ A'O'B’, wobei ¢ € {—1,1}
eine universelle Konstante unabhéingig von A, O und B ist, welche so gewihlt wird, dass
die Vorzeichen der Winkelmafie £ AgOg By und £’ AgOg By fiir einen fixierten echten Win-
kel £ AgOgBy iibereinstimmen. Demnach sind (€, d, £) und (€, d, £’) zwei Modelle einer
absoluten Ebene. Zunéchst zeigen wir, dass auch die Vorzeichen £ AOB und £’AOB fiir
alle echten Winkel £ AOB 1iibereinstimmen. Nach Korollar stimmen die Vorzeichen
fiir alle echten Winkel £ AOyBy iiberein, wobei A beliebig ist. Demnach auch fiir alle
echten Winkel £ AOyB wobei A und B beliebig ist. Nach Lemma [3.16] stimmen sie fiir
alle echten Winkel L AOB solange O € Diese Zusatzbedingung kénnen wir aber

durch erneutes Anwenden von Korollar [3.19] ignorieren. Das zeigt, dass sie auf allen
echten Winkeln {ibereinstimmen.

Wir zeigen nun, dass LAOB = ('AOB fiir alle Winkel £ AOB. Angenommen per
Widerspruch gilt L AOB # £’ AOB fiir einen Winkel L AOB. Sei € > 0 klein genug, so
dass

|£{AOB — L’AOB| > 7e. (4.6)

Sei weiterhin n grofl genug, so dass % < €. Ohne Einschrinkung gilt OA = OB = 1
und £AOB ist positiv. Wir definieren Punkte A; durch £LAOA; = i7 und OA; =1 fiir
i=0,1,...,n. Nach Winkeladdition (3.1]) und Satz gilt

LAOA; = £A;_10A; + LAOA;_1,




Qn Q

P P R
B
o A Py Qq

Abbildung 4.5: Konstruktion im Beweis von Satz

also £A; 10A; = 7 fiir alle 7. Damit sind die Dreiecke AA; 10A; alle kongruent
beziiglich des Modells (&, d, £) nach (SWS). Insbesondere gilt A;_1A; = AgA; fiir alle 1.
Dies wiederum aber impliziert, dass alle Dreiecke AA;_1OA; auch kongruent beziiglich
des Modells (€, d, £’) sind nach (SSS). Insbesondere folgt £’A;_10A; = £’ AgOA;. Nach
Satz iiber den gestreckten Winkel Nebenwinkel und da £’AygOA; positiv ist
folgt

m = £L'AoOA, = L' A)OA + L'A10As + - - - + L'A;,_10A, = nL'AgOA; .

Damit folgt, dass £’A; 10A; = 7 und £’AOA; = i fiir alle i. Der Punkt B kann
also nicht einer der A; sein. Es gibt ein i, so dass L AOA;_ 1 < LAOB < LAOA; und
damit B € Inn £A;_10A;. Nach Satz sind die Winkelmafle £’AOB und £AOB im
Intervall ((i — 1)Z,4Z). Also gilt

n’’n

|ZAOB — ZA0B| < % < me.

Das ist ein Widerspruch zu (4.6)). O

Satz 4.24 (Existenz und Eindeutigkeit). Das kartesische Modell[2.1] erfiillt alle Aziome
der euklidischen Geometrie und jedes Modell der euklidischen Geometrie ist isometrisch
zum kartesischen Modell.

Beweis der Eindeutigkeit. Sei (R?,d, £) das kartesische Modell und (&', d’, £’) ein wei-
teres Modell der euklidischen Geometrie. Wir konstruieren eine Isometrie ® : & — R?
wie folgt. Wihle eine Gerade g = (AO) und sei B so dass L AOB = 7. Setze h := (OB).
Bezeichne die Isometrien ¥, : ¢ = R und ¥, : b — R wobei ¥,(0) = ¥, (O) = 0 und
U, (A),¥,(B) > 0. Fiir einen beliebigen Punkt P € £’ bezeichne weiterhin Py und P,
die Lotfulpunkte auf g bzw. h und definiere

D8 SR, P (Uy(P,), Uh(P).

Wir zeigen, dass ® surjektiv ist. Sei (z,y) € R% Setze P, := \11;1(;;) € gund P, :=
¥, (y) € h. Bezeichne mit ¢, und ¢, die Lote von P, bzw. P, auf g bzw. h. Es gibt einen



eindeutigen Schnittpunkt P in £, N{,,, denn sonst ist ¢,||¢, und es gébe zwei verschiedene
Parallelen zu ¢, durch P, némlich ¢, und h nach dem Stufen-/Wechselwinkelsatz im
Widerspruch zu Axiom (V). Offensichtlich gilt ®(P) = (x,y) nach Konstruktion.

Wir zeigen, dass ® eine Isometrie ist. Es geniigt zu zeigen, dass ® abstandserhaltend
ist. Gegeben Punkte P,@Q € &’. Seinen P,, Py, Q4 und @), die LotfuBpunkte in obiger
Bezeichnung (siehe Abbildung [4.5)). Nach Stufen-/Wechselwinkelsatz sind die drei
Geraden (OB), (PPy), (QQg) sowie auch (OA), (PPy) und (QQ)) paarweise parallel.
Wir machen eine Fallunterscheidung

Fall P, = Q4. Dann gilt PQ||P,Qp und QQp||PPy. Nach der Parallelogrammregel
gilt d'(P, Q) = d'(Pr, Q) somit nach

d(@(P),2(Q))* = (Vg(Py) = ¥4(Q))" + (¥a(Ph) — ¥4(@n))’
=d (P, Q)" = d'(P,Q)*.
Ganz analog folgt der Fall P, = Q.

Wir betrachten nun den Fall P, # Q4 und P}, # Q. Wir behaupten, dass es einen
eindeutigen Schnittpunkt, sagen wir R, in (PP,) N (QQq) gibt. Ansonsten ist (PP)
parallel zu (QQ,) und es gibt zwei verschiedene Parallelen durch P zur Geraden (QQ,),
némlich (PPp,) und (PPy). Nach Konstruktion ist APQR ein rechtwinkliges Dreieck mit

rechtem Winkel in £R. Wieder mit Parallelogrammregel gilt d'(P,R) = d'(Py, Qq)
und d'(Q, R) = d'(Qp, Pr,) und mit Satz des Pythagoras

d(B(P), (Q))? = (Vy(Py) — Wyg(Py))” + (Va(Ph) — Un(Qn))”
= d'(Py,Qq)* +d' (P, Qn)’ = d'(P,R)* +d'(R,Q)* = d'(P,Q)*.
Damit wurde die Eindeutigkeit bewiesen. ]

Bemerkung. Der letzte Satz erlaubt zwei Beweismethoden fiir Sétze in der euklidischen
Geometrie:

e (synthetischer Beweis) Dies ist ein Beweis auf Grundlage der Axiome, d.h. so wie
wir bisher alle Beweise gefiithrt haben.

e (analytischer Beweis) Dies ist ein Beweis in R? mittels Koordinaten und Vektoren.
Nach Satz und Lemma gelten bewiesene Aussagen in R? iiber Abstinde
und Winkelmafe in allen Modellen der euklidischen Geometrie.

Satz 4.25 (Kosinussatz). Fir alle A,O und B mit A, B # O gilt
AB® =40 + BO" — 2A0 - BO - cos LAOB.

Beweis. Ubung. U



Komplexe Zahlen

FEine komplexe Zahl z € C ist gegeben durch

z=x+ 1y,
wobei 2,y € R und i so dass i> = —1. Wir bezeichnen den Realteil, den Imagindrteil
durch Rz = z bzw. Sz = y sowie die Konjugation mit zZ := x — iy. Multiplikation

und Addition ist so definiert, dass das Assoziativ- und Distributivgesetz gilt, d.h. fiir
w=x'+ 1y gilt
ww = (v’ —yy) +iley' +2'y),  ztw=(@+)+ily+y).

Das zeigt insbesondere, dass mit Identifikation R? — C, (x,y) — = + iy die Vektoraddi-
tion in R? der Addition in C entspricht. Weiterhin entspricht

(z,w) = za’ +yy' = R(zw),  |2| = Va2 +y?=V2z.

Wir definieren die Ezxponentialreihe
x N 2 3
z __ R R — - JR— PPN
e—eXpZ—Zn'—1+z+2+6—|— .

n=0
Diese Reihe konvergiert auf ganz C und liefert die Funktion
exp:C— C\ {0}, Z > expz (4.7)

Ferner gilt
exp(z +w) = expzexpw. (4.8)

und die Fuler Identitat fir o € R
e = cosa +isina. (4.9)

Man zeigt leicht, dass fiir die Konjugation gilt

ZWw =2 -w, ZHw=zZ+w.

Dies erweitert auf Reihen und es folgt
o0 B
— (i)™
clo — Z =
n=0

Damit schlielen wir aus (4.8) und (4.9) den trigonometrische Pythagoras

(e
5|4
-&
3
I
]
J
3

n=0

cos® a +sin a = |2 = e . gia = g% = 0 = ] (4.10)

)



sowie die Additionstheoreme
cos(a + ) = Rell@HH) = %(eiaeiﬁ) = cos(a) cos(3) — sin(«) sin(p)

sin(a + ) = Setleth) = J(ee™) = cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B) .

Aus der Analysis wissen wir, dass cos : [0,7] — [—1, 1] stetig und monoton fallend ist.
Damit gibt es eine stetige monoton fallende Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7], x = cos(0) — 6.
Wir schlieBen daraus, dass sich jede komplexe Zahl z € C\ {0} eindeutg durch
z=re", r=|z| >0, a€ (—m, ],

darstellen lasst und die Abbildung

; R
arg : C\ {0} — (—m, 7], z:relaHa:iarccosﬁ,
z
wobei + wenn Iz > 0 und — wenn Sz < 0, definiert und auf C \ (—oo, 0] stetig ist.

Lemma 4.26. Es gilt fir alle z,w € C\ {0}

arg(zw) = arg z + argw, argizargz—argw, argz = —argz.
w

Beweis. Ubung. O

Bemerkung. Beachten Sie, dass in den Gleichungen im letzten Lemma = und nicht =
steht.

Kartesisches Modell

Mit diesen Vorbereitungen gilt fiir den Abstand und das Winkelmafl im kartesische
Modell 2.1]

d(A,B) =|A— Bj A{AQB:argA_g.

(4.11)

fiir alle A, B,Q € R? = C mit A, B # Q.

Lemma 4.27. Jede der folgenden Abbildungen ist eine winkeltreue Isometrie
e 7,:C—C,z—2z4a firacC
e i, :C—C, z— az firaeC mit|a| =1
e k:C—>C, z—2Z.

Beweis. Ubung. O



Lemma 4.28. Jede Isometrie ® : C — C ist eine Verknipfung von Abbildungen
von [{.27 Insbesondere sind alle Isometrien winkeltreu.

Beweis. Sei ® eine gegebene Isometrie und betrachte Punkte O, E und I mit kom-
plexen Koordinaten 0, 1 bzw. . Wir behaupten, dass es eine Isometrie ¥ gibt, wel-
che Verkniipfung von Abbildungen von ist und es gilt O’ := ¥(0) = ¢(0),
E' :=Y(E)=®(E) und I' := V(1) = ®(I).

In der Tat setze Schrittweise O := O, Ey := W1 (E’) und I; := ¥ (I’), wobei ¥; := 1,
mit a := —O'. Zweitens Oy := O, Ey := E = Uy(Ey), I := Uy(Iy), wobei Uy :=
mit b := k(F;). Nach Isometrieeigenschaft gilt d(I>,O) = 1 und d(I2, F) = /2. Da die
Kreise K(O,1) und K(FE,+/2) sich nur in den Punkten I und x(I) schneiden gibt es
zwel Moglichkeiten und setze entsprechend V3 = id bzw. V3 := k. Definiere schliefllich
U = (U30Wp0W;)~ L dann gilt ¥(0) = O', ¥(E) = E' und ¥(I) = I’ nach Konstruktion
wie gewiinscht.

Die Verkniipfung ® := U ~'o® hat die Fixpunkte O, E und I. Wir behaupten ¥’ = id.
Gegeben ein beliebiger Punkt Z mit Z # O, E, I. Wir behaupten, dass der Schnitt der
Kreise

KO,r)NK(E,s)NK(I,t),

wobei r = OZ, s = EZ und t = IZ nur den Punkt Z enthiilt. Sei dazu w die komplexe
Koordinate eines Punktes W im Schnitt der Kreise, dann gilt

wl* =r
lw—1%=|w)* - 2Rw+1=s

lw—i]* = |w?*-23w+1=t

Wir subtrahieren die erste Gleichung von den anderen beiden und erhalten

1 1
§Rw:§(r+1—s), %wzi(r—i—l—t).
Damit ist W eindeutig bestimmt, also gilt W = Z. Da @’ eine Isometrie ist, ist ®'(Z)
ein Element aus dem Schnitt der Kreise und somit gilt ®'(Z) = Z, also ®’ = id bzw.
S =0, O

Beweis der Existenz im Satz[{.24 Wir miissen zeigen, dass (C,d, £) die Axiome (I)-(V)
erfiillt. Die Axiome (I) und (II) wurden bereits in Aufgabe 1.1 gezeigt. Dazu gibt es auch
eine gute Musterlosung auf Moodle. Wir zeigen, dass Axiom (III) gilt. Zunéchst (a). Sei
dazu ein Strahl Q_1>4 und « € (—7, ] gegeben. Definiere

B:=¢e%A-Q)+Q.

Damit gilt



Wir miissen noch zeigen, dass das Winkelmafl konstant auf dem Strahl ist. Sei dazu
B e Q_B> und A’ € %, also A = Q +t(A— Q) und B' = Q + s(B — Q) fiir s,t > 0.
Damit

_— - — .
LA'QB' = arg B-@Q = arg M = arg (;d“) = 0.

A —Q tA—Q
Wir zeigen (b). Gegeben Punkte A, B, C und Q mit A, B, C' # Q. Es gilt mit Lemma
B-Q C-aQ
AQB B =
£LAQB+ £BQC argA_Q —i—argB_Q

g BoQC-Q)  C-Q
B D) [ re) R B

SchlieBlich folgt (c), da die Funktion arg sowie Addition und Multiplikation in C stetig
ist.
Wir zeigen, dass das Axiom (IV) gilt, d.h. fiir zwei Dreiecke AABC und AA'B'C’

miissen wir zeigen:

— ZAQC.

AABC 2 AA'B'C <= ABx>A'B', AC2XAC, LA LA".

Die Richtung = folgt aus dem Lemma [£.28 Wir zeigen <. Mit den Isometrien gegeben
in Lemma [£.27] definiere schrittweise

Ay :=1(A) =0, Bi:=1(B)=B—-—A und C;:=7,(C)=C-A4,
wobei b = —A. Dann setze
A= pa(A1) =0, By:=pe(Bi)=c und Cj:=p(Ch),
wobei e = €' mit « = —arg By und ¢ = AB. SchlieBlich, falls ICy < 0 setze
As:=k(A2) =0, Bz:=k(Bz)=c und C3:=k(Cs).

In jedem Fall haben wir eine Isometrie ¥ = pg 07, bzw. ¥ = Ko, 07, so dass ¥(A) = 0,
U(B) = c und ¥(C) = be? wobei b = AC und v = |{A|. Analog definieren wir eine
Isometrie ¥/ mit U/(A’) = 0, ¥/ (B’') = c und ¥/'(C’) = be?. Damit ist ® = U~ o ¥’ die
gesuchte Isometrie welche AA’B'C’' =2 AABC liefert.

Wir zeigen, dass das Axiom (V) gilt. In Aufgabe 1.1 wurde auch bewiesen, dass jede
Gerade in C die Form ¢ = @Q + Ro fiir Q,v mit v # 0. Sei P ¢ g und h = P + Rw
eine Gerade durch P mit w # 0. Definiere u := P — Q. Da P ¢ g sind die Vektoren
u,v € R? = C linear unabhiingig, d.h. es gibt u, A € R so dass w = v + pu. Es gilt

glh <= gNh=0 <= p=0 < Rv=Rw <= h ist eind. bestimmt.

Damit wurde das Axiom (V) bewiesen. O
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Abbildung 4.6: Peripherie, Sehnen-Tangenten und Zentriwinkel

4.5 Geraden und Winkel am Kreis

Definition 4.29. Gegeben seien K = K (M, r) ein Kreis, AB eine Sehne, C' € K\{A, B}
ein Punkt sowie g = (AE) und h = (BF') Tangenten an den Kreis K im Punkt A bzw.
B, so dass C auf der anderen Seite als E, F' bzgl. der Geraden (AB) liegt. Wir bezeichnen

e {BCA den Peripheriewinkel
e L{ABF und {BAF die Sehnen-Tangentenwinkel und
o A{BMA den Zentriwinkel.

Satz 4.30 (Peripheriewinkelsatz). Gegeben seien ein Kreis K = K(M,r), eine Sehne
AB, ein Punkt C € K\{A, B} und Tangenten g = (AE), h = (BF) an K, so dass E, F
auf der gegeniiberliegenden Seite von C bzgl. der Geraden (AB) liegen, dann gilt

(i) dass der Peripheriewinkel kongruent zu jedem Sehnen-Tangentenwinkel ist, d.h.

LACB = {ABF = BAEFE,

(ii) falls zusdtzlich gilt dass M und C auf der gleichen Seite beziiglich der Geraden
(AB) liegen, dass der Peripheriewinkel halb so groff ist wie der Zentriwinkel, d.h.

£LACB = %AAMB .

Lemma 4.31. FEs gilt {ABF = {BAEFE.
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Abbildung 4.7: Sehnen-Tangentenwinkel im Beweis von Satz

Beweis. Es gibt zwei Fille. Im ersten Fall ist die Sehne AB ein Durchmesser. Damit sind
MA und M B Radiussegmente und daher {ABF = A MBF sowie {BAE = {MAFE
rechte Winkel nach Korollar [3.44]

Im zweiten Fall ist sind A, M und B nicht kollinear. Wir behaupten, dass sich in
diesem Fall die Tangenten g und A in einem Punkt, sagen wir P, schneiden. Sonst gilt
g||h und sei k die zu g parallele Gerade durch B welche durch die Doppellotkonstruktion
entsteht (siehe Beweis von Satz , dann gilt £ # h und es gibt zwei zu g parallele
Geraden durch den B im Widerspruch zum Axiom (V).

Nach Satz liegt P auBlerhalb des Kreises, d.h. d(M, P) > r. Nach (SsW) sind die
Dreiecke AMBP und AM AP kongruent, da M A = M B und im Eckpunkt A bzw. B
ein rechter Winkel ist. Das Dreieck AM AB ist gleichschenklig mit Basis AB und somit
ist die Mittelsenkrechte von AB gleich der Winkelhalbierenden von L AM B, wiederum
gleich der Geraden (M P). Sei @@ der Schnittpunkt AB N (M P). Die Dreiecke AQAP
und AAM P sind dhnlich nach (www), da beide Dreiecke den Winkel £ M P A gemeinsam
und jeweils einen rechten Winkel als Innenwinkel haben. Genauso folgt AQBP ~ BM P.
Wir schlieBen aus der Ahnlichkeit der Dreiecke und AMBP = AMAP

£LABP = £QBP =2 ABMP = AMP = LQAP = £{BAP. (4.12)

Im Fall, wenn E, F' auf der gleichen Seite wie P beziiglich der Geraden (AB) liegen gilt
£ABP = {ABF und £ BAP = £ BAFE und die Behauptung folgt. Im dem anderen Fall
sind LABP und £ BAP die Nebenwinkel von L ABF bzw. £ BAE und die Behauptung
folgt aus dem Nebenwinkelsatz [3.11 O

Beweis von Satz[{.30, Nach Lemma sind die Sehnen-Tangentenwinkel kongurent.
Seien «, S und « die Betrége der Winkelgroflen der Sehnen-Tangentenwinkel beziiglich



der Sehne BC und Punkt A, Sehne AC und Punkt B bzw. AB und Punkt C (siehe
Abbildung , dann gilt nach Nebenwinkelsatz

|L{CAB|+B+~y=m
a+ |[LAABC|+~y=m
a+ B+ |4BCA| =7
Wir addieren diese drei Gleichungen und erhalten
20+ 28+ 2v+ IWS(AABC) = 3r,

wobei IW S(AABC) fiir die Innenwinkelsumme des Dreiecks AABC steht. Nach Satz
gilt IWS(AABC) = m und demnach folgt

at+B+y=m.
Aus den oberen drei Gleichungen folgt damit
a=[4LCAB|, p=|ABC| und v =|BCA4|.

Damit haben wir (i) gezeigt. Zu (ii). Dies folgt aus der Gleichung (4.12), da im diesem
Fall E, F auf der gleichen Seite wie P beziiglich der Geraden (AB) liegt und ME die
Winkelhalbierende des Zentriwinkels £ AM B ist. O

Korollar 4.32 (Thales). Sei K = K(M,r) ein Kreis, AB ein Durchmesser von K und
C € K\ {A, B} ein Punkt, dann ist {BCA ein rechter Winkel.

Beweis. Dies folgt aus dem Peripheriewinkelsatz [£.30] mit der Tatsache, dass die Sehnen-
Tangentenwinkel nach Korollar in diesem Fall rechte Winkel sind. O

Korollar 4.33. Gegeben seinen ein Kreis K = K(M,r) und Punkte A,B,C,C" € K.
(i) Falls C und C' auf der gleichen Seite beziiglich der Geraden (AB) liegen gilt

{ACB=<AC'B,

d.h. Peripheriewinkel mit Scheitel auf der gleichen Seite beziiglich der Sehne sind
kongruent.

(i1) Falls C und C" auf verschiedenen Seiten beziiglich der Geraden (AB) liegen gilt

|ZACB| + [ZACB| ==,

d.h. Peripheriewinkel mit Scheitel auf verschiedenen Seiten beziiglich der Sehne
erganzen sich zu .

Beweis. Sei g die Tangente an K im Punkte A, sowie E,E’ € g\ {A}, so dass E €
H_(AB,C) sowie E' € H_(AB,C’) Im ersten Fall ist { BAE = £BAE’. Im zweiten
Fall sind £ BAE und £ E’AB Nebenwinkel. Die Behauptung folgt dann nach dem Peri-
pheriewinkelsatz und Nebenwinkelsatz O



Definition 4.34 (Sehnenviereck). Ein (einfaches) Viereck JABC D heifit Sehnenviereck,
falls es einen Umbkreis besitzt, d.h. falls es einen Kreis K = K(M,r) mit A, B,C,D € K
gibt.

Korollar 4.35. Sei (JABCD ein einfaches Viereck, dann ist dquivalent
(i) Das Viereck DABCD ist ein Sehnenviereck.

(ii) Es gilt [LABC|+ |£CDA| = |BCD| + |{DAB| = .

Beweis. Die Richtung = folgt direkt aus dem obigen Korollar [£:33] Die Richtung < ist
eine Hausaufgabe (siehe Aufgabe 9.3). O

Satz 4.36 (Tangentensatz). Gegeben sei ein Kreis K = K(M,r) und ein Punkt P
auferhalb der Kreisscheibe, d.h. MP > r. Ferner seien s und t eine Sekante bzw. eine
Tangente von K durch P. Bezeichne mit A, B die Schnittpunkte von s mit K und C den
Beriihrpunkt von t an K. Dann gilt

AP.BP=CP°.

Beweis. Ohne Einschrinkung gilt AP < BP sonst be-
nenne die Punkte um, d.h. A liegt zwischen B und P. Be-
trachte £ ABC als Peripheriewinkel iiber der Sehne AC.
Da P € H_(AC, B) aus dem Peripheriewinkelsatz [£.30)
LABC = LACP. Auflerdem gilt {BPC = {APB, da
A € PB. Mit Ahnlichkeitssatz (www) folgt APBC ~
APCA. Insbesondere gilt

AP CP _— == =2

P BP <~ AP -BP=CP".
Damit wurde die Behauptung bewiesen. Da auflerdem AM C P ein rechtwinkliges Dreieck
mit Hypotenuse M P ist gilt zusétzlich

AP - BP=CP =MP’ - MC" =MP" — 2. (4.13)
nach Satz des Pythagoras O

Satz 4.37 (Sekantensatz). Sei K = K(M,r) ein Kreis und P ein Punkt auferhalb der
Kreisscheibe, d.h. MP > r.

(i) Sind s,s' Sekanten von K durch P und A, B bzw. A, B" die Schnittpunkte von s
bzw. s’ mit K dann gilt

AP.BP=A'P-B'P.
(ii) Fir jede Sekante s durch P mit A, B Schnittpunkte von s und K gilt

AP.BP = MP> — 2.



Beweis. Es reicht (i7) zu zeigen. Dies folgt aus Gleichung (4.13]). O

Satz 4.38 (Sehnensatz). Sei K = K(M,r) ein Kreis und P innerhalb der Kreisscheibe,
d.h. MP <.

(i) Sind AB und A'B’ Sehnen von K die sich in P schneiden, dann gilt
AP-BP=AP-DB'P.

(ii) Fir jede Sehne durch P gilt
AP-BP =1* - MP".

Beweis. Wir zeigen zunichst (i). Betrachte £A’AB und
AL A'B'B als Peripheriewinkel iiber der Sehne A’B. Da AP N
(A'B) =0 und PB' N (A’'B) = () liegen nach Korollar die
Punkte A, P und B’ auf einer Seite beziiglich (A’B). Also ist
nach Peripheriewinkelsatz [£.30]

LAAP =LA AB~ ABB'B={BB'P.

Auflerdem sind L A’PA und £ BPB’ Scheitelwinkel und nach
Scheitelwinkelsatz gilt LA'PA = KBPB’'. Wir schlielen AA’AP ~ ABB'P mit
Ahnlichkeitssatz (www). Insbesondere

AP AP
B'P BP

<~ AP-BP=AP-B'P.

Fiir (i1) seien A”, B” die Schnittpunkte von K mit der Geraden (M P). Ohne Ein-
schrinkung gilt PB” < PA”. Dann gilt mit (7)

AP-BP = A’P . B"P = (A"M + MP) - (B"M — MP) = * - MP".

Damit wurde die Behauptung gezeigt. O

Definition 4.39. Sei AABC ein echtes Dreieck. Der Umkreis von AABC' ist ein Kreis
K =K(M,r)mit A, B,C € K. Wir benennen mit r den Umkreisradius.

Satz 4.40 (Sinussatz). Sei AABC' ein echtes Dreieck mit Umkreisradius R, dann gilt

a b c

— 2R,

sina  sinf  siny

mit iiblicher Bezeichnungen a := BC, b:= AC und c := AB sowie a := |{A|, 3 := |{B|
und v = |AB].
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(a) Mittelsenkrechte (b) Hohe
) Seitenhalbierende ) Winkehalbierende

Abbildung 4.8: wichtige Geraden am Dreieck

Beweis. Sei K = K(M, R) der Umkreis von AABC und D € K, so dass C'D Durch-
messer von K ist. Es gibt zwei Fille. Im ersten Fall liegt D und A auf der gleichen Seite
beziiglich (BC'). Dann folgt mit dem Korollar aus dem Peripheriewinkelsatz dass
LA = LBDC. Nach Thales ist ADAC' ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse

CD und es gilt
BC a

CD 2R’

Im zweiten Fall liegen D und A auf verschiedenen Seiten beziiglich (BC'). Wieder folgt
mit Korollar dass a + |[£BDC| = m und mit den aus der Analysis bekannten
Figenschaften des Sinus gilt

sina = sin |[{BDC| =

sina = sin(r — [ABDC) = sin |[{BDC| = g—g = %.

Analog zeigen wir auch die anderen Gleichungen. O

4.6 Besondere Punkte und Geraden im Dreieck

Wir zeigen unter anderem, dass jedes Dreieck in der Euklidischen Geometrie einen Um-
kreis besitzt.

Definition 4.41. Sei AABC ein echtes Dreieck. Wir definieren (siche Abbildung

(i) die Mittelsenkrechten als die Mittelsenkrechten der Seiten BC, AC und AB,



(ii) die Héhen als die Lote der Eckpunkte auf die jeweils gegeniiberliegenden Seitenge-
raden,

(iii) die Seitenhalbierenden als die Geraden durch jeweils einen Eckpunkt und den Mit-
telpunkt der gegeniiberliegenden Seite und

(iv) die Winkelhalbierenden als die Strahlen von jeweils einem Eckpunkt ins Innere des
entsprechenden Winkels, sodass das Winkelmaf} halbiert wird.

Ein Kreis K = K(I,r) welcher die Seitengeraden (BC), (AC) und (AB) jeweils tangen-
tial im Inneren der Seiten beriihrt heif3t Inkreis von AABC. In diesem Fall nennen wir
r den Inkreisradius.

Satz 4.42. Sei AABC ein echtes Dreieck, dann gilt:

(i) Die Mittelsenkrechten schneiden sich in einem Punkt M, dem Mittelpunkt des Um-
kreises von AABC.

(i) Die Hohen schneiden sich in einem Punkt Py, dem Orthozentrum.

(i1i) Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt Ps, dem Schwerpunkt. Die-
ser teilt die drei Strecken vom Eckpunkt zum Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite im Verhdltnis 2 : 1.

(iv) Die Winkelhalbierenden schneiden sich in einem Punkt I, dem Mittelpunkt des
Inkreises von AABC.

Beweis. Zu (i). Seien mg, my, m, sowie My, My, M. die Mittelsenkrechten bzw. Mittel-
punkte der Seiten BC, AC bzw. AB. Wir behaupten, dass my transversal zu m, ist. Um
dies zu zeigen nehmen wir per Widerspruch an, dass my||m. gilt. Dann ist (AC) trans-
versal zu m., denn sonst gibt es zwei verschiedene zu m, parallele Geraden durch M; im
Widerspruch zu Axiom (V). Nach Stufen/Wechselwinkelsatz gilt dann (AC) L me.
Da aber auch m, L (AB) folgt AC||AB. Das ist ein Widerspruch. Also gibt einen
Schnittpunkt M in my N m.. Mit der Eigenschaft der Mittelsenkrechten |3.31

d(M,C) = d(A, M) = d(M,B) = R,

wobei hier die erste Gleichung folgt, da M € my und die zweite da M € m.. Da wiederum
d(M,C) = d(M, B) folgt auch M € m,. Also schneiden sich die Mittelsenkrechten im
Punkt M und auflerdem gilt A, B,C € K(M, R) wie gewiinscht.

Zu (ii). Seien hg, hy, he die Hohen von A, B bzw. C. Wir zeigen, dass es ein Dreieck
AA'B'C’ gibt, mit der Eigenschaft, dass die Hshen von AABC' die Mittelsenkrechten
von AA'B'C’ sind. Dann folgt die Behauptung aus Schritt (). Seien dazu g4, 9B, 9¢
durch Axiom (V) eindeutig bestimmte Geraden, so dass

e Acgyund ga||BC

e B e gpund gp|AC



e C € gcound go||AB.

Wir behaupten, dass g4 transversal zu gp ist. Um dies zu zeigen, nehmen wir per Wider-
spruch an, dass g4||gs. Da mit Axiom (V) die Relation || eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Geraden ist, folgern wir aus BC||ga und ga||gs, dass BC||gp und mit gg||AC,
dass BC||AC. Das ist ein Widerspruch und somit muss g4 transversal zu gp sein. Sei
C' der Schnittpunkt von g4 und gp. Analog definiere A’ als den Schnittpunkt gg N go
und B’ als den Schnittpunkt g4 Nge. Nach Parallelogrammregel gilt B’A = BC und
BC = AC' somit B'A = AC’. Also ist A der Mittelpunkt von B’C’. Wieder mit Axiom
(V) folgt, dass h, transversal zu g4 = (B'C’) ist und mit Stufen/Wechselwinkelsatz
gilt h, L (B’C"). Demnach ist h, die Mittelsenkrechte von B’C’. Analog zeigen wir, dass
{ha, hp, he} die Mittelsenkrechten von AA’B’C” sind. Damit folgt (i4).

Zu (ii1). Seien M,, My, M. die Mittelpunkte der Seiten BC', AC bzw. AB. Es gilt nach
Konstruktion

CA 2 CB

CM, 1 CM,’
Somit nach Strahlensatz My My||AB und damit auch

AB 2

MM, 1°

Nach Armbrustlemma, gibt es Schnittpunkte P € AMgﬁBMb und P’ € AMaﬁBMQ.
Nach Axiom (II) muss gelten P = P' € AM, N BM,. Erneut nach Strahlensatz gilt

PA PB AB 2

PM, PM, M,M, 1’

Es folgt, dass P € AM, im Verhiltnis 2:1 teilt. Analog zeigen wir, dass es einen Schnitt-
punkt @ € AM, N CM, gibt, welcher AM, im Verhéltnis 2:1 teilt. Es folgt = P und
wir definieren Pg := P. Dies ist der gemeinsame Schnittpunkt von AM,, BM; und CM..

Zu (iv). Seien wq, wp, w. die Winkelhalbierenden in A, B bzw. C'. Nach Armbrustlem-
ma gibt es einen Schnittpunkt X € w, N BC und dann auch I € w, N AX. Es gilt
I € w, Nwy. Seien F,, Fy, F,. die Lotfuipunkte von I auf die Seitengeraden (BC), (AC)
bzw. (AB). Nach Aufgabe 10.1(a) gilt

d(I,Fy) = d(I, F.) = d(I, Fy) =: r, (4.14)

wobei hier die erste Gleichung aus I € w, und die zweite aus I € wy, folgt. Damit gilt
d(1,F,) =d(I, Fp) und daraus folgt I € w,. Also schneiden sich die Winkelhalbierenden
im Punkt 7. Aus der Gleichung folgt zusammen mit Satz dass der Kreis
K(I,r) der Inkreis von AABC ist. O

Bemerkung. Zum Beweis von (iv) in Satz haben wir nicht das Axiom (V) verwendet.
In der Tat gibt es auch in der absoluten Ebene fiir jedes Dreieck stets einen Inkreis.
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Abbildung 4.9: Konstruktion im Beweis von Satz

Eulersche Gerade

Sei AABC ein echtes Dreieck. Das Dreieck AA’B’C’ mit Eckpunkten gegeben durch die
Mittelpunkte A’, B/, C’ der Seiten BC, AC bzw. AB heifit Mittendreieck.

Satz 4.43 (Euler-Gerade). In jedem Dreieck AABC' liegt
e der Schwerpunkt G,
e das Orthozentrum H,
o der Mittelpunkt O des Umkreises und
o der Mittelpunkt N des Umkreises des Mittendreiecks

auf einer Geraden, der Euler-Geraden. AufSerdem ist N der Mittelpunkt der Strecke HO
und der Umkreisradius des Mittendreiecks ist halb so grof$, wie der von AABC.

Beweis. Sei AA’B'C" das Mittendreieck von AABC. Analog zum Schritt (¢i7) im Beweis
von Satz zeigen wir mit Hilfe des Strahlensatzes

BC AC AB

B'C' ACT AB

sowie BC||B'C’, AC||A'C’" und AB||A’'B’. Da A’'O L BC und BC|B'C’ folgt auch
A'O L B'C'. Also ist (A'O) eine Hohe von AA’B'C’. Analog zeigen wir, dass (B'O)




und (C’0O) auch Hohen von AA’B’C’ sind. Daraus folgt, dass O das Orthozentrum von
AA'B'C’ ist.

Sei ¢ = (I)G,—% die zentrische Streckung. Nach Satz 4.42| (iii) gilt GA’ = 1GA und G
liegt zwischen A und A’. Daraus folgt ®(A) = A’. Analog zeigen wir ®(B) = B’ und
®(C) = C'. Da ® winkeltreu ist, bildet ® Hohen von AABC' auf Hohen von AA'B'C’
ab und somit gilt auch ®(H) = O. Nach Definition der zentrischen Streckung, folgt dass
H, G und O kollinear sind.

Aus ®(H) = O folgt mit Satz

0B(0) = S(H)B(0) — %HO.

Daher ist ®(O) der Mittelpunkt von HO. Mit Satz folgt auch, dass ® Mittelpunkte
der Seiten von AABC' auf Mittelpunkte der Seiten von AA’B’C’ und somit auch Mit-
telsenkrechten von AABC' auf Mittelsenkrechten von AA’B’C’ abildet. Wir schliefen,
dass N = ®(0O) der Mittelunkt des Umkreises von AA’B’'C” ist. Auch folgt mit Satz
aus N = ®(0) und A’ = ®(A)

NA — %m.

Also ist der Umbkreisradius von AA’B’C’ halb so grof}, wie der von AABC. O

Feuerbachkreis

Sei AABC ein echtes Dreieck. Die HohenfufSpunkte sie die LotfuBBpunkte der Eckpunkte
auf die jeweils gegeniiberliegenden Seiten.

Satz 4.44 (Feuerbachkreis). In jedem Dreieck liegen
e die HohenfufSpunkte,
e die Mittelpunkte der Seiten und
o die Mittelpunkte der Strecken von den drei Eckpunkten zum Orthozentrum

auf einem Kreis, dem Feuerbachkreis oder auch Neun-Punkte-Kreis. Der Mittelpunkt
des Feuerbachkreises ist der Mittelpunkt der Strecke von Orthozentrum und Umkreismit-
telpunkt und der Radius des Feuerbachkreises ist der halbe Umkreisradius des Dreiecks.

Beweis. Wir setzen die Notation aus dem Beweis von Satz fort. Seien K,L, M
die Mittelpunkte der Strecken AH, BH bzw. CH. Da BC eine gemeinsame Seite der
beiden Dreiecke AABC und AHBC ist, gilt fiir die Mittelpunkte der anderen beiden
Seiten nach Strahlensatz 4.9/ C'B'| BC und LM ||BC, also auch C'B’||LM. Analog folgt,
da AH die gemeinsame Seite von ABAH und ACAH ist, C'L|AH und B'M|AH,
also auch C'L||B'M. Wir schlieflen daraus, dass OB'C’'LM ein Parallelogramm ist. Da
aulerdem BC | AH folgt, dass (0B'C’'LM sogar ein Rechteck ist. Analog zeigen wir,
dass OA'B’KL und OOC' A’ M K Rechtecke sind.
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Abbildung 4.10: Konstruktion im Beweis von Satz

Sei I' der Kreis mit Durchmesser A’ K. Wir schliefen aus der Umkehrung des Satzes von
Thales (siehe Aufgabe 9.3), dass B', L € T, da JA’ B'K L ein Rechteck ist und ¢/, M € T
da OC'"A’M K ein Rechteck ist. Da auflerdem auch £ A’DK ein rechter Winkel ist folgt
auch D € I'. Analog schlieflen wir E, F € I

Wir haben gezeigt, dass alle neun Punkte auf I liegen. Insbesondere ist I' der Umkreis
des Mittendreiecks AA’B’C’ und alle weiteren Aussagen folgen aus Satz O

Bemerkung. (i) Das eigentliche Theorem von Feuerbach besagt, dass der Feuerbach-
kreis sowohl den Inkreis als auch alle drei Ankreise tangential beriihrt. Diese Aus-
sage konnen wir vielleicht spdter beweisen.

(ii) Betrachten wir den Inkreis, den Feuerbachkreis und den Umkreis, dann sind die
Seiten des Dreiecks Strecken so dass
(a) die Endpunkte auf dem Umbkreis liegen,
(b) die Mittelpunkte auf dem Feuerbachkreis liegen und
(c) den Inkreis tangential beriihren.

Sherman fand 1993 iiberraschenderweise heraus, dass es stets noch genau eine wei-
tere Strecke mit den Eigenschaften (a) — (¢) gibt. Diese nannte er die vierte Seite
des Dreiecks, siehe auch B.F. Sherman, The Fourth Side of a Triangle, Mathematics
Magazine, Vol. 66, No. 5 (Dec., 1993), pp. 333-337.



Simsonsche Gerade

Definition 4.45. Sei AABC ein Dreieck und P ein Punkt. Das Dreieck AApBpC'p mit
Eckpunkten gegeben aus den Fufipunkten Ap, Bp und Cp von P auf die Seitengeraden
(BC), (AC) bzw. (AB) heifit Fufpunktdreieck.

Satz 4.46. Sei AABC ein echtes Dreieck und P ein Punkt. Dann gilt fir die Sei-
tenldngen des FufSpunktdreicks AApBpCp
CcP

-~ . AP __—__— ___. BP e

wobei R der Umkreisradius von AABC' ist.

Beweis. Nach Umkehrung des Satzes des Thales liegen Bp und Cp dem Kreis mit
Durchmesser AP. Wir wenden den Sinussatz auf die Dreiecke AABpCp und AABC

an

BpCp . — BC
AP sin £ °R
Daraus folgt die Behauptung. Die anderen Gleichungen folgen analog. O

Wenn P = O der Umkreismittelpunkt ist, gilt AP =
BP = CP = R und wir sehen, dass das Fupunktdrei-
eck AApBpCp in diesem Fall das Mittendreieck ist. Wir
analysieren, unter welcher Bedingung das Fu3punktdrei-
eck ausgeartet ist. Dies fiihrt zur Simsonschen Gerade.

Satz 4.47 (Simson-Gerade). Sei AABC ein ech-
tes Dreieck und P ein Punkt. Das Fufpunktdreieck

AApBpCp ist genau dann ausgeartet, wenn P auf dem
Umkreis von AABC' liegt.

/B A>\ ¢ Beweis. Angenommen P liegt auf dem Umkreis von

k o ' AABC. Wir zeigen, dass dann AApBpCp ausgeartet
ist. Ohne Einschrinkung gilt nach moglicherweise Umbenennen der Eckpunkte P €
Inn £ B. Mit Umkehrung des Satzes von Thales liegen die Punkte Ap und Cp auf
dem Kreis mit Durchmesser BP. Auch liegen B und P auf verschiedenen Seiten beziiglich
(ApCp). Nach Voraussetzung ist HABCP ein Sehnenviereck und somit liegen B und P
auf verschiedenen Seiten beziiglich (AC). Auflerdem gilt LB = LABC = £CpBAp da
P € Inn L ABC'. Damit gilt nach Peripheriewinkelsatz

Wir ziehen auf beiden Seiten das Winkelmafl von L APAp ab und erhalten daraus
LApPC = LCpPA.

Wieder gilt mit Umkehrung des Satzes von Thales, dass Bp und Cp auf dem Kreis mit
Durchmesser AP liegen sowie Ap und Bp mit Durchmesser CP. Auch liegen P und Bp



auf der gleichen Seite beziiglich sowohl (ACp) als auch (ApC) da P € Inn £B. Damit
gilt nach Peripheriewinkelsatz und letzter Gleichung

LApBpC =2 LApPC =2 LCpPA = LCpBpA.

Es folgt nach Umkehrung des Scheitelwinkelsatzes (siehe Aufgabe 2.1) dass Ap, Bp und
Cp kollinear sind.

Sei nun umgekehrt AApBpCp ausgeartet. Wir gehen wieder davon aus, dass nach
etwaigem Umbenennen der Eckpunkte P € Inn £ B. Wir kénnen nun die obigen Schritte
alle umkehren und erhalten, dass P auf dem Umkreis von AABC liegt. O

Satz von Ceva und Menelaos

Es gibt ein Kriterium, dass sich drei Geraden durch die Eckpunkte eines Dreiecks in
einem gemeinsamen Punkt schneiden. Das ist der Satz von Ceva. Analog gibt es ein
Kriterium dariiber wenn drei Punkte auf den Seitengeraden kollinear sind. Das ist der
Satz von Menelaos. Um diese zu beweisen miissen wir ein wenig vorgreifen und den
Flacheninhalt fiir das Dreieck behandeln. Mit etwas Doppeldeutigkeit bezeichnen wir
auch mit der Hohe eines Eckpunktes in einem Dreieck, die Linge der Strecke dieses
Eckpunktes zum Lotfulpunkt auf die gegeniiberliegende Seitengerade.

Satz 4.48 (Flicheninhalt von Dreiecken). Sei AABC ein echtes Dreieck und hq, hp, he
die Hohen der Eckpunkte A, B bzw. C. Dann gilt

he - BC = hy - AC = h.- AB.
Wir definieren den Flacheninhalt von AABC als

1
w(ABC) := n(AABC) := §ha -BC. (4.15)

Beweis. Bezeichne mit H,, Hy, H. die Lotfulpunkte der

Eckpunkte A, B, C' auf die jeweils gegeniiberliegenden A

Seitengeraden. Angenommen £C ist ein spitzer Winkel,

dann gilt H, € C’j denn sonst folgt mit Nebenwinkel-

satz dass das Dreieck AAH,C in den Eckpunkten

H, und C zwei Innenwinkel mit Summe der Winkelmafle |

grofer als 7 hat, im Widerspruch zum schwachen Innen- i

winkelsatz Genauso folgern wir, dass Hj € % Es %

gilt also B H, C
AH,CA=ABCA=ABCH,.

N

|

|

|

|

|

|

| s
|

v

s

Im Fall, dass £C' ein stumpfer Winkel ist, liegt mit einer analogen Begriindung C' zwi-
schen sowohl H, und B als auch A und Hp,. Demnach sind £ H,CA und £ BC Hy, Schei-
telwinkel und nach dem Scheitelwinkelsatz gilt

LH,CA=>= {BCH,.



In beiden Féllen sind die Innenwinkel in den Dreie-
cken AH,CA und ABCH} im Eckpunkt C' kongruent
und da diese Dreiecke noch jeweils einen weiteren rech-
ten Innenwinkel haben, stimmt mit der Innenwinkelsum-
me [£.4] auch noch das Winkelma$ des dritten Innenwin-
kels iiberein und wir schliefen aus dem Ahnlichkeitssatz
(www), dass AH,C A ~ ABCHy. Insbesondere folgt

AC  BC
AH, BH,’

Damit folgt h, - BC = hy - AC. Die andere Gleichung
folgt analog. O

Satz 4.49 (Eigenschaften des Flidcheninhalts). Sei AABC' ein echtes Dreieck.
(i) Sei D € BC\{B,C}, dann gilt
u(AABC) = un(AABD) + u(AADC) .
(i1) Sei AA'B'C" ein Dreieck mit AA'B'C' = AABC, dann gilt
w(AA'B'C) = n(AABC) .
(111) Sei AA'B'C’ ein Dreieck mit AA'B'C' ~ AABC, dann gilt
w(AA'B'C) = K2 u(AABC) ,
wobei k = A'B'/AB > 0.

Beweis. Zu (i). Sei h, die Hohe vom Eckpunkt A im Dreieck AABC. Dies ist auch die
Hohe vom Eckpunkt A in den Dreiecken AABD und AADC. Es gilt, da D zwischen B
und C liegt.
1, — 1, -
u(AABC) = ihaBC = §ha (BD + DC) = u(AABD) + n(AADC) .

Zu (ii). Sei @ die Isometrie mit ®(A) = A’, ®(B) = B’ und ®(C) = C’. Seien H,, H] die
HohenfuBpunkte von A bzw. A’. Da ® winkeltreu ist gilt ®(H,) = H,. Wir berechnen

W(AABC) = %AHa .BC = %A’H{l BT = W(AA'B'C') .

Zu (ii). Sei ® die Ahnlichkeitsabbildung mit ®(A4) = A’, ®(B) = B’ und &(C) =
C’. Wieder ist ® winkeltreu und damit ®(H,) = H}. Mit Satz gilt

W(AA'B'C) = %A’H{l -B'C" = kQ%AHa -BC = K*u(AABC).

Damit wurde die Behauptung gezeigt. O
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Abbildung 4.11: Konstruktion im Beweis von Satz

Fiir jede Gerade (AB) und Punkt P € (AB) \ {A, B} oder P = co definieren wir das
Teilungsverhdltnis
ﬁ ]‘3—}; wenn P € AB

—ﬁ—g wenn P € (AB) \ AB

-1 wenn P = oo.

ﬁ._

Satz 4.50 (Ceva). Gegeben sei ein Dreieck AABC' sowie Punkte X, Y und Z auf den
Seitengeraden (BC)\ {B,C}, (AC)\ {A,C} bzw. (AB)\ {A, B}, dann ist dquivalent:

(i) Die Geraden (AX), (BY) und (CZ) schneiden sich entweder in einem gemeinsa-
men Punkt oder AX||BY||CZ.

(ii) Es gilt
B oV A
XC YA ZB
Beweis. Im Beweis zeigen wir die etwas stirkere Aussage, welche erlaubt, dass X,Y, Z =
00, wobei dann etwa im Fall X = oo die Gerade (AX) durch die zu (BC') parallele Gerade
durch A ersetzt wird.

Wir zeigen (¢) = (ii). Angenommen AX|BY||CZ. In diesem Fall ist X = oo nicht
moglich, denn sonst wire BY || BC und somit Y = C. Dies wurde aber ausgeschlossen.
Genauso muss gelten Y # oo und Z # oo. Wir berechnen mit Strahlensatz und
Lemma .51 unten

BX CY Az AY CY AZ CY AZ
XC YA ZB CA YA ZB CA ZB
wobei wir erste Gleichung den Strahlensatz von C und in der letzten den Strahlensatz
von A aus verwendet haben.
Es bleibt die Vorzeichen der drei Teilungsverhéltnisse zu iiberpriifen. Angenommen
ein Vorzeichen ist negativ, d.h. ein Punkt liegt nicht in der entsprechenden Strecke, etwa
X ¢ BC. Dann liegt nach etwaigen Umbenennen der Punkte B zwischen C' und X.



Nach Satz von Pasch im Dreieck AACX und BY||AX schneidet die Gerade (BY')
die Seite AC, also Y € AC. Erneut nach Pasch im Dreieck AAY B und CZ||BY folgt,
dass Z ¢ AB. Somit haben wird (i7) fiir diesen Fall gezeigt.

Angenommen (AX) N (BY) N (CZ) = {P}. Betrachte den Fall, dass kein Punkt
X,Y, Z = oo. Da entsprechende Dreiecke jeweils die gleiche Hohe haben, gilt fiir das
Verhéltnis der Flédcheninhalte

BX u(ABX) u(PBX) u(ABP)
XC  p(AXC)  wpw(PXC) u(ACP)’

Die letzte Gleichung folgt aus Lemma und u(ABP) = p(ABX) £+ u(PBX) mit —
genau dann wenn P € AX. Analog zeigen wir
CY  uw(BCP)
YA  u(BAP)

AZ  u(CAP)

wd 7B = W(CBP)

Mit diesen Gleichungen berechnen wir

BX CY AZ _ u(ABP) u(BCP) u(CAP)

XCYAZB  u(ACP) W(BAP) u(CBP) ~ ’

wobei wir in der letzten Gleichung verwendet haben, dass der Flécheninhalt des Dreiecks
nicht von der Anordnung der Eckpunkte abhéngt, etwa u(ABP) = u(BAP). Im Fall,
dass genau ein Punkt X,Y, Z = oo, etwa Z = oo, haben wir

BXCY  w(ABP)u(BCP) u(ACP)
XCYA u(ACP) u(BAP)  w(BCP)

wobel wir wir in der letzten Gleichung verwendet haben, dass AACP und ABCP
die gleiche Hohe von A bzw. B haben, da nach Voraussetzung gilt AB||CP. Gelte
nun schliefllich, dass zwei Punkte X,Y,Z = oo, etwa Z = oo und Y = oo, dann ist
OABCP ein Parallelogramm und somit X der Mittelpunkt der Diagonale BC und es
gilt BX/XC = 1. Hieraus folgt auch, dass X = oo unméglich ist.

Wir miissen noch die Vorzeichen der Teilungsverhiltnisse iiberpriifen. Wenn P €
Inn AABC, dann folgt nach Armbrustlemma [3.23] dass die drei Punkte X, Y, Z im
Inneren der jeweiligen Strecke liegen, also alle Vorzeigen positiv sind. Wenn P ¢ Inn A,
liegt P auf jeden Fall im Inneren eines Innenwinkels, d.h. nach etwaigem Umbenennen
der Eckpunkte gilt P € Inn £A. Damit folgt aus dem Armbrustlemma [3.:23] X € BC.
Da in diesem Fall P nicht im inneren des Dreiecks liegt, liegt X zwischen A und P. Mit
Satz von Pasch folgt, dass die Gerade (C'P) keine der Seiten von AAX B schneidet,
da sie weder die Seite AX noch die Seite X B schneiden kann. Also folgt Z ¢ AB, wobei
hier Z = oo moglich ist. Analog zeigen wir, dass Y ¢ AC. Somit haben wir auch (%) fiir
diesen Fall gezeigt.

Wir zeigen (i7) = (i). Angenommen es gilt AX||BY, dann sei Z’ € (AB) so dass
CZ'||AX. Nach dem bereits gezeigtem Schritt (i) = (i4) und Voraussetzung (ii) folgt
fiir die Teilungsverhéltnisse

BRI

XCOYAZB !

 BXCY AZ A7 A7

“XCYAZB ~ ZB 7B

(4.16)
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Abbildung 4.12: Konstruktion im Beweis von Satz

Damit folgt Z = Z’ und somit auch (7). Angenommen es gibt einen Schnittpunkt P in
(AX) N (BY). Sei Z' der Schnittpunkt von (CP) und (AB), wobei hier Z' = oo, wenn
CP||AB. Nun schlieflen wir erneut mit (4.16), dass Z' = Z und damit (7). O

Lemma 4.51. Gegeben a,b,c,d € R mit b,d,b+d # 0 sowie § = 5, dann gilt § = %.

Beweis. Wir multiplizieren die Gleichung der Voraussetzung mit bd # 0 und erhalten
ad = cb. Damit folgt

a(b+d)=ab+ad=ab+cb= (a+c)b.

Die Behauptung folgt dann nach Division dieser Gleichung mit b(b + d). O

Satz 4.52 (Menelaos). Gegeben sei ein Dreieck AABC' sowie Punkte X, Y und Z auf
den Seitengeraden (BC)\{B, C}, (AC)\{A4, C} bzw. (AB)\{A, B}, dann ist dquivalent:

(i) Die Punkte X,Y,Z liegen auf einer Geraden.

(ii) Es gilt
o A
<0 Vi 7B~
Beweis. Wir erlauben im Beweis, dass einer der Punkte X,Y, Z = oo und ersetze dann
(1) durch YZ||BC, XZ||AC bzw. XY ||AB.
Wir zeigen (i) = (7). Sei keiner der Punkte X,Y,Z = oo und ¢ = (XY) = (Y 2).
Bezeichne mit hg, hy, he die Hohen von A, B, C auf g. Nach Strahlensatz von X, Y und

Z folgt

BX CY AZ Iy he ha_
XC YA ZB  h. hy hy

Sei einer der Punkts X, Y, Z = 0o, etwa Z = oo nach etwaigem Umbenennen der Punkte.
Dann gilt

BX CY hy he h
XC YA  h,

=0 4.17
he  he ’ ( )



wobei wir in der letzten Gleichung verwendet haben, dass AB|lg und damit h, = hy
nach Parallelogrammregel

Nach Satz von Pasch ist entweder genau eins oder genau drei Vorzeichen der
Teilungsverhiltnisse negativ. Damit wurde (ii) gezeigt.

Wir zeigen (ii) = (i). Angenommen XY ||AB, dann setze Z' = oo, sonst sei Z' der
Schnittpunkt (XY') N (AB). Nach der bereits bewiesenen Richtung (i) = (i7) und der
Voraussetzung folgt mit —1 anstatt von 1. Wir schliefien Z = Z’ und damit (¢). O

4.7 Flacheninhalt

Unter dem Flécheninhalt verstehen wir eine Funktion u, welche moglichst vielen Teil-
mengen von £ eine nicht-negative Zahl zuordnet, die anschaulich gesprochen die ,, Grofie”
dieser Menge misst, analog zum Begriff der Lénge von Intervallen als Teilmengen von
R. Vor diesem Hintergrund macht es Sinn folgende offenbar natiirliche Eigenschaften zu
fordern: Fiir Teilmengen Q, Q' C &£ gilt

o (Additivitit) p(QU Q) = p(Q) + p() falls QN Q' =0,
o (Invarianz) u(Q) = p(Y) falls Q = Q' d.h. Q' = ®(Q) fiir eine Isometrie P,
e (Monotonie) (') < pu(Q2) wenn Q' C Q.

Die rigorose Konstruktion und Theorie von solchen Funktionen ist Inhalt einer ande-
ren Vorlesung. Wir wollen hier aber dennoch grob eine Konstruktion behandeln. Dazu
identifizieren wir zunéchst Teilmengen, welche wir gut messen kénnen.

Definition 4.53. Sei AABC ein echtes Dreieck. Die Dreiecksfiiche DABC' ist gegeben
durch
DABC :=Inn AABCUBCUACUAB,

wobei die Randpunkte die Punkte in den Seiten von AABC sind. Eine Teilmenge Q2 C &
heiflt triangulierbar oder auch zerlegbar, wenn es Dreiecksflichen Dy, . .., Dy gibt, so dass
fiir ¢ # j die Schnittmenge D; N D; nur aus gemeinsamen Randpunkten besteht und es
gilt

Q=D UDyU---UDy.
Dabei heifit die Menge {Dy, ..., Dy} Triangulierung oder auch Zerlegung von .

Wir erhalten solche Mengen durch Polygone oder auch n-Ecke. Das sind Verallgemei-
nerungen von Dreiecken und sie sind wie folgt definiert. Die Randpunkte einer Strecke
AB ist definiert als {A, B}. Ein (einfaches) Polygon P = PA1 Ay ... A, ist ein geordne-
tes Tupel von Punkten (Aj, A, ... A,), so dass sich die Strecken A; 4,44 firi=1,...,n
mit A,y = Aj paarweise nur in gemeinsamen Randpunkten schneiden. Das Polygon
ist nicht ausgeartet, wenn A;_1, A; und A;1q fiir alle i = 1,...,n mit Ag := A, und
Ap41 = Aj nicht kollinear sind. Ein Polygon mit n = 3 ist also nichts weiter als ein
Dreieck und ein Polygon mit n = 4 ist ein Viereck. Eine Teilmenge 2 C £ heifit Kom-
ponente oder auch Wegkomponente, wenn fiir je zwei Punkte A, B € () es eine stetige
Abbildung gibt 7 : [0,1] — € mit v(0) = A und (1) = B. Zum Beispiel sind konvexe
Mengen Komponenten.



Satz 4.54 (Jordan). Sei PA1 Ay ... A, ein Polygon, dann besteht das Komplement
& \ (AlAQ UAsAsU...UA,_14, U AnAl)

aus zwei Komponenten InnP und Out P, wobei InnP beschrdnkt ist, d.h. im Inneren
eines Kreises enthalten ist. Definiere die Polygonfliche

P:=InnPUA AU A3A5U...UA,_ 14, UAA; .
Jede solche Polygonfliche P ist triangulierbar.
Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist eine Zusatzaufgabe. O

Bevor wir weiter auf den Flidcheninhalts eingehen, wollen wir ein alternatives Konzept
zum Flacheninhalt beschreiben.

Definition 4.55. Zwei Mengen Q, Q) C £ heiflen

o zerlequngsgleich, wenn es Triangulierungen {Dy, ..., Dy} und {D},...,D}.} von Q
bzw. ' gibt, so dass D; = D] fir allei =1,..., k.

e crginzungsgleich, wenn es zerlegungsgleiche Menge I', TV C £ gibt und QUT zerle-
gungsgleich zu Q' UT” ist.

Zwei Polygone Pf,PlleiBen zerlegungsgleich (bzw. erginzungsgleich) wenn die zugehorigen
Polygonflichen P, P’ zerlegungsgleich (bzw. ergdnzungsgleich) sind.

Diese Konzepte wurde in der Antike verwendet und gehen dem Begriff des Flichen-
inhalts voraus. Viele Sétze aus der Geometrie, etwa der Satz des Pythagoras, waren
urspriinglich Aussagen iiber die Zerlegungsgleichheit von geometrischen Figuren. Heute
wirkt dies im Anbetracht der einfachen Formeln fiir Fliacheninhalte unnotig kompliziert.
Auf der anderen Seite ist es aber, wie wir bereits angedeutet haben, gar nicht so einfach
einen klaren sauberen Flidcheninhaltsbegriff zu definieren. In jedem Fall ist es nicht ver-
kehrt die Begriffe der Zerlegungs- und Ergénzungsgleichheit im Hinterkopf zu behalten,
nicht zuletzt, weil sie sehr intuitiv sind und sich gut im Unterricht einsetzen lassen.

Nun kommen wir zum Flécheninhalt von triangulierbaren Mengen. Man kann leich
sehen, dass es fiir eine gegebene triangulierbare Menge (2 mehrere verschiedene Tri-
angulierungen gibt. Die Schwierigkeit des n#chsten Satzes ist es zu zeigen, dass der
Flacheninhalt nicht von der Wahl der Triangulierung abhéngt.

Satz 4.56 (Fliacheninhalt von triangulierbaren Mengen). Sei Q eine triangulierbare
Menge sowie {D1, ..., Dy} und {D},...,D,} Triangulierungen von , dann gilt

1w(D1) + w(D2) + - -+ + (D) = (D) + u(Dy) + - - + wu(D},)

wobei j1(Dj) und p(DY) der Fliacheninhalt der Dreiecksfiachen D; bzw. Dj ist (siche .
Wir definieren den Flacheninhalt von Q durch

1(€2) := pu(D1) + u(D2) + -+ + (D) -



Beweis. Die Idee des Beweises ist es eine gemeinsame Verfeierung der beiden Triangulie-
rungen zu finden und dann die Eigenschaft (i) des Flicheninhalts fiir Dreiecksflichen
anzuwenden. Fiir einen detailierten Beweis siehe [Il, Satz 7.4]. O

Es ist nun leicht mit Satz zu iiberpriifen, dass der so definierte Flicheninhalt die
geforderten Eigenschaften von Anfang des Kapitels erfiillt. Fiir direkte Berechnungen
des Flidcheninhalts von Polygonflichen eignet sich der folgende Satz.

Satz 4.57. Sei P =PP,P,... P, ein Polygon und O ein Punkt. Der Flicheninhalt der
Polygonfliche P berechnet sich durch

w(P) = [H(OPLPy) + i(OPyPs) + - - - + (OP, 1 Py) + (OP, Py) |

wobei mit I(ABC) = Vz{L ABC' - u(ABC) der orientierte Flicheninhalt des Dreiecks
AABC gemeit ist.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist auch eine Zusatzaufgabe. O

Der néchste Satz zeigt auf, dass die gegebenen Begriffe letztendlich das selbe beschrei-
ben.

Satz 4.58 (Bolyai-Gerwin-Wallace). Seien Q und Q' zwei triangulierbare Mengen, dann
gilt
w(Q) =u() <= Qund Q sind zerlegungsgleich.

Beweis. Auch hier geben wir nur die grobe Idee des Beweises wieder. Eine etwas ausfiihr-
lichere Version ist in [2, Kapitel 1.4] zu finden. Die Richtung < ist leicht. In der Tat
folgt nach Satz aus D; = D, auch pu(D;) = p(D;) und somit p(Q) = p(Y). Wir
zeigen die Richtung =. Nehmen wir also an, dass p(Q) = p(2') gilt. Wir miissen zwei
Triangulierungen von € bzw. €’ beschreiben, welche aus Dreiecken besteht, die paarweise
kongruent sind. Dies erfolgt durch die Angabe eines Algorithmus in drei Schritten.

o Schritt 1: Zerlege jedes Dreieck der Triangulierungen jeweils in ein Rechteck.

o Schritt 2: Zerlege jedes Rechteck aus dem letzten Schritt in ein anderes Rechteck
mit jeweils einer konstanten Seitenldnge gleich 1.

e Schritt 3: Stapele die Rechtecke welche zu 2 und Q' gehéren entlang der konstanten
Seitenlinge zu einem Rechteck R bzw. R'. Da R und R’ nach Konstruktion zerle-
gungsgleich zu Q bzw. Q' ist, gilt u(R) = p(2) und p(R') = u(Q'). Da jeweils eine
Seitenléinge von R und R’ gleich 1 und diese Rechtecke den gleichen Flicheninhalt
haben, sind sie kongruent. Wir haben also die gewiinschten Zerlegungen gefunden.

d

Wie sich herausstellt ist dieses Resultat alles andere als natiirlich. In der Tat hat Max
Dehn in seiner Habilitation bewiesen, dass die Verallgemeinerung auf hthere Dimensio-
nen falsch ist. Er zeigte, dass der regulidre Tetraeder nicht zerlegungsgleich zum Wiirfel
gleichen Volumens ist.



Bisher konnen wir nur triangulierbare Teilmengen messen. Es gibt aber viele Teilmen-
gen, die nicht triangulierbar sind, etwa die Kreisscheibe, die wir aber dennoch messen
wollen. Wir erweitern die Fldcheninhaltsfunktion auf solche Mengen durch Approxi-
mation. Dazu nennen wir eine Teilmenge @ C £ messbar, wenn es fiir jedes € > 0
triangulierbare Mengen P und Q gibt so dass

PCcQCQ,, und w(Q) — u(P) <e.

Fiir messbare Mengen konnen wir nun einen Flacheninhalt definieren.

Satz 4.59 (Flicheninhalt von messbaren Mengen). Sei Q) eine messbare Menge, dann
gibt es ein eindeutiges u > 0, so dass fir alle triangulierbaren Mengen P und O mit
PCQcCQ gilt

w(P) < p < p(Q).
Wir definieren den Flacheninhalt von  durch u(Q) := p.

Beweis. Siehe [Il, Satz 7.6]. O

Es gibt das folgende Kriterium um herauszufinden, ob eine Teilmenge messbar ist,
welches auch eine Berechnung des Fldcheninhaltes liefert.

Satz 4.60 (Kriterium fiir messbare Mengen). FEs Teilmenge Q@ C & ist messbar, wenn
es zwei Folgen von triangulierbare Mengen (Pp) und (Q,) g¢ibt, so dass P, C Q C Q,
fir alle n € N und es gilt

Jim p(Qn) = p(Pn) =0,
Auferdem konvergiert in diesem Fall u(Py,) und es gilt
u(Q) = tim u(Py).
Beweis. Siehe [1, Satz 7.6]. O

Insbesondere ist die Kreisfliche D(M,r) = {P | PM < r} messbar und hat einen
Flicheninhalt von 7r2. Es gibt aber auch tatsichlich beschriinkte Teilmengen, die nicht
messbar sind. Eine solche genau anzugeben wiirde hier zu weit fiithren.

4.8 Inversion am Kreis

Die Inversion am Kreis ist ein sehr hilfreiches Werkzeug womit Aussagen iiber Kreise
in Aussagen iiber Geraden und umgekehrt iibersetzt werden kénnen. Auch werden wir
damit die Geradenspiegelung in der Hyperbolischen Geometrie erkléren.

Sei K = K(O,r) ein Kreis mit Zentrum O und Radius r. Die Inversion eines Punktes
P # O an K ist der Punkt P’ € OF, so dass

OP-OP' =r2.

Es ist leicht zu sehen, dass die Inversion von P’ an K wieder P ist. Auch gilt P’ = P
genau dann wenn P € K. Auflerdem ist P’ im Inneren von K genau dann wenn P im
AuBleren von K liegt. Wir beweisen nun einfache Eigenschaften der Inversion am Kreis.



Lemma 4.61. Seien A’ und B’ die Inversionen von A bzw. B am Kreis K = K(O,r),
dann gilt
AOAB ~ AOB' A’

sowie fiir die Innenwinkel

£LAOB = —4B'OA’
£OBA = —-4{0A'B’
£BAO = —LA'B'O.

Aufserdem gilt

r?. AB

OA-OB"

Beweis. Nach Definition gilt A" € O4 und B’ € OB sowie OA - OA'=r?=0B 0P,
d.h.

AD =

04 _op
OB OA’"’
Wir schlieBen daraus AOAB ~ AOB'A’ mit dem Ahnlichkeitssatz (sws) und
£LAOB = —AB'OA’ mit Sa Die Gleichungen fiir die anderen Winkel folgen

aus Ahnlichkeit und Lemma Fiir die letzte Gleichung verwenden wir, dass nach
Ahnlichkeit der Dreiecke AOAB und AOB’A’ gilt

£LAOB = LA'OB’ und

A'B" OA OA-OA r?
AB OB OA-OB OA-OB’
Damit wurde die letzte Gleichung beweisen. O

Lemma 4.62. Seien A, B, C, D paarweise verschiedene Punkte, dann gilt

ADAB+ LABC + £BCD + £CDA =0.
Beweis. Ohne Einschrinkung ist £ = C nach Satz Wir berechnen

D-A A-B _B-C  C-D_
MEp_aTMEC gt T A D"
(D~ A)A—B)(B-C)(C~-D) _ -
B-A)C-B)(D-0)a—Dp) ~ 2= ) (=) (=) =arg 1 =0,

arg
wobei wir in der ersten Gleichung die Eigenschaft der Funktion arg aus Lemma [4.26

verwendet haben. O

Satz 4.63. Seien A’, B, C' und D' die Inversionen von A, B, C bzw. D am Kreis
K = K(O,r), dann gilt

(i) Das Doppelverhdltniss bleibt erhalten, d.h.

AB-CD A'B'-C'D’
BC-DA B'C'-D'A"’




(ii) Die Summe von Winkelmaflen von L ABC und £C DA bleibt bis auf das Vorzeichen
erhalten, d.h.

LABC + L{CDA = —({LAB'C" + LC'D'A) .

(i11) Falls OABCD ein Sehnenviereck ist, dann gilt entweder: die Punkte A, B', C'
und D' sind kollinear oder UA'B'C'D’ ist auch ein Sehnenviereck.

Beweis. Zu (i). Wir berechnen mit Lemma [4.61]

AB-CD B OA'2OB‘A/Bl~OC'20D-C/D/ B A'B - C'D

T T

BC-DA  9BOC picn.ODOA prgr B'C'-D'A

r2 r2
Zu (it). Wir berechnen mit Axiom (IIT)
LABC = LABO + LOBC LCDA = LCDO + LODA
AB'A'D' = KB'A'O + LOA'D’ AD'C'B"= £D'C'O + £OC"'B’
Nach Lemma gilt
£LABO = —4AB'A'O £LOBC = —-£0C'B’
£CDO = —-4£D'C'O LODA = —-£OA'D’

Mit diesen Gleichungen und Lemma [4.62 erhalten wir

LABC + ZCDA = —({B'A'D' + {D'C"B)
= AD'AB + {B'C'D = —({ATB'C" + ZO'DTAT) .

Zu (iii). Nach Peripheriewinkelsatz folgt aus der Tatsache, dass ABCD ein
Sehnenviereck ist

LA'B'C'"+ LC'D'A' = 1.

Nun sind entweder £ A’B'C’ und £C’'D'A’ Nullwinkel bzw. gestreckte Winkel oder
L A'B'C’" ist ein echter Winkel. In diesem Fall folgt aus der letzten Gleichung, dass auch
£C'D' A’ ein echter Winkel ist und mit Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes folgt, dass
OA'B'C'D’ ein Sehnenviereck ist. O

Wir wollen zeigen, dass die Inversion Kreise oder Geraden auf solche abbildet und
Winkelmafle zwischen Kreisbogen (vgl. Definition erhélt. Dazu ist es hilfreich die
Definition der Inversion zu erweitern. Sei wieder K = K (O, r) ein Kreis mit Mittelpunkt
O und Radius r. Definiere die Inversion von O an K mit ox(0O) := oo und zwangléufig
ist dann die Inversion von co gleich O. Wir erhalten eine Abbildung

ok : EU{oo} = EU{0}.

AuBlerdem legen wir fest, dass jede Gerade und jeder Strahl als Teilmenge von £ U {oo}
den Punkt oo enthélt. In diesem Sinne verstehen wir Geraden auch als Kreise durch co.



Satz 4.64 (kreistreu). Die Inversion am Kreis bildet Kreise auf Kreise ab. Genauer sei
K = K(O,r) ein Kreis, dann gilt

(i) ox(g) = g falls g eine Gerade durch O ist,

(i) ok (g) =T falls g eine Gerade mit O ¢ g ist, wobei I' der Kreis mit Durchmesser
OF', F der Fufpunkt von O auf g und F' = o (F) ist,

(i1i) o (') = g falls T ein Kreis durch O ist, wobei g eine parallele Gerade zur Tangente
an T in O ist sowie

(iv) o (L) =T falls T ein Kreis mit O ¢ T, wobei I auch ein Kreis mit O ¢ T" ist.

Beweis. Zu (i). Dies folgt direkt aus der Definition da P’ € (E; C g fiir jeden Punkt
Peg.

Zu (ii). Sei P € g und P’ = ox(P). Nach Lemma [4.61] gilt AOF'P' ~ AOPF.
Insbesondere ist £F'P’O ein rechter Winkel. Somit gilt nach Umkehrung des Satzes
von Thales dass P’ € T' wobei I' der Kreis mit Durchmesser OF” ist. Also folgt
OK (g) cT.

Sei umgekehrt Q € I'. Dann gilt mit Satz des Thales, dass £ F’QO ein rechter Winkel
ist. Also AOF'Q ~ AOPF nach Ahnlichkeitssatz (Ssw) Es gilt also auch

OF _ OP
0Q ~ OF

= OP-0Q = OF'-OF =17,

Daraus folgt dass o (P) = @ und somit o(g) D T.

Zu (iii). Unter Verwendung der Gleichung ox o o = id und ox(g) = I' vom letzten
Schritt erhalten wir ¢ = ox(I") wie gewiinscht. Es gilt nach Konstruktion, dass die
Tangente an I' in O und ¢ eine gemeinsame Senkrechte, gegeben durch den Durchmesser
OF’, haben und somit parallel sind.

Zu (iv). Wihle die Punkte A, B,C € I' und setze A’, B’, C’ die Inversionen von A,
B bzw. C. Nach den obigen Schritten kénnen A’; B’ und C’ nicht kollinear sein. Sei I/
der Umkreis von AA'B’'C’. Sei nun P € I'. Wir wollen zeigen, dass P’ = ox(P) € T".
Falls P € Inn£LABC ist JABCP ein Sehnenviereck und mit Satz ist es auch
OA'B'C'P’. Da nach Definition bereits A’, B/, C" auf T" liegen, folgt P’ € I". Fiir die
Falle P € Inn £CAB und P € Inn £ BCA betrachte die Sehnenvierecke [JABPC bzw.
OAPBC. O

Satz 4.65 (winkeltreu). Die Inversion am Kreis bildet Kreisbogen auf Kreisbégen ab.
Sei auflerdem K = K(O,r) ein Kreis sowie h und k zwei Kreisbdgen mit gemeinsamen
Endpunkt P, dann gilt fir das Winkelmaf

L(h,k) = LW, K),

wobei ' und k' die Inversion von h bzw. k an K ist.



Beweis. Sei ~ ABC ein Kreisbogen mit A, B, C' # O, co. Nach Peripheriewinkelsatz [4.30]
und Umkehrung gilt fiir den Punkt P

Pe ~ABC <<= A{APC =AABC <+= A{ABC+ACPA=0.

Mit Satz (ii) erhalten wir fiir die Inversionen P’, A, B', C' von P, A, B bzw. C

«— 0=AA'B'C"+ LC'PPA «— P e ~ABC.

Daraus folgt, dass Kreisbogen welche nicht O oder co enthalten auf Kreisbogen abgebil-
det werden. Beachte, dass nach Satz von Nullwinkel und getrecktem Winkel [3.4] bzw.
das obige Argument auch fiir den Fall funktioniert, dass A, B und C kollinear sind, d.h.
der Kreisbogen eine Strecke ist.

Fiir den Fall dass O oder oo im Kreisbogen enthalten ist sei P € —~ ABoo = Aj
und I' die Inversion der Geraden (AB). Nach Satz ist I' entweder die Gerade (AB)
durch O oder ein Kreis durch O. Wir betrachten den zweiten Fall. Nach Definition liegt
P e O_]>3, also nach Korollar @ liegen P, B und P’ auf der gleichen Seite beziiglich
(OA), also P’ € T'\'H_(OA, B) = ~ A’B'O. Also ist die Inversion von —~ ABoo gleich
~ A'B’O. Analog folgen die verbleibenden Fille.

Gegeben zwei Kreisbégen h und k mit einem gemeinsamen Endpunkt P. Ohne Ein-
schrinkung sind A und k Strahlen, etwa h = ]ﬁ} und k = ]ﬁ, da das Winkelmaf} von
Kreisbogen iiber die Tangentialstrahlen definiert ist. Seien I'y, und I'y, die Inversionen der
Geraden (PA) bzw. (PB). Nach Satz[4.64]sind I';, und I', Kreise durch O mit Tangenten
in O parallel zu (PA) bzw. (PB). Nach Wechselwinkelsatz 4.6 schneiden sich die Kreise
I, und Ty in O in einem Winkel kongruent zu £ APB = A(h, k). Die Kreise I', und T’
schneiden sich in den Punkten O und P’, der Inversion von P. Die Geradenspiegelung oy
entlang der Geraden g durch die Mittelpunkte von I'y, und I'y erhélt beide Kreise, bildet
O auf P’ ab und da o, winkeltreu ist stimmt der Schnittwinkel der Kreise in beiden
Schnittpunkten O und P’ {iberein. Daraus folgt die Behauptung. O

Orthogonale Kreise

Zwei Kreise I'1 und I'y heilen orthogonal, geschrieben I'y L T'y, wenn sie sich in zwei
Punkten schneiden und die Tangenten an die Kreise I'y und I'y in diesen beiden Punkten
jeweils orthogonal sind.

Korollar 4.66. Sei K = K(O,r) ein Kreis.
(i) Die Inversion am Kreis bildet orthogonale Kreise auf orthogonale Kreise ab.

(i) Sei P ¢ K ein Punkt sowie P' = o (P). Jeder Kreis T' durch P und P' schneidet
K orthogonal und es gilt o (I') =T

(iii) Sei I' ein Kreis mit o (I') =T, dann gilt entweder K =T oder K L T.



Beweis. Zu (i). Dies folgt direkt aus Satz welcher besagt, dass Schnittwinkel zwi-
schen Kreisb6gen und damit auch zwischen Kreisen bis auf Vorzeichen erhalten bleiben.
Insbesondere bleiben rechte Winkel erhalten.

Zu (ii). Nach Definition der Inversion ist O nicht zwischen P und P’ und mit der
Figenschaft des Lots folgt, dass O auBerhalb von I' liegt. Also gibt es eine Tangente
(OT) an I' mit Beriihrpunkt 7" € I'. Nach Tangentensatz folgt

OT> =0P-0P =12,

Wir schliefen, dass T' € K, insbesondere ist OT ein Radiussegment fiir K. Mit Ko-
rollar folgern wir, dass (OT) senkrecht auf der Tangenten an K durch T ist, also
I' L K. Sei nun Q € I" und R der weitere Schnittpunkt von (OQ) mit I'. Es folgt mit
dem Sekantensatz [4.37

OR-0Q =OP-OP' =r2.
Es folgt, dass R das Bild von @ unter Inversion am Kreis K ist, d.h. I' C o (I"). Sei nun
Q €T und Q' die Inversion, d.h.

0Q-0Q' =r>=0P-0OPF'.

Nach Umkehrung des Sekantensatzes folgt Q' € T, also o (I') C I'. Wie gewiinscht folgt
o) =T.

Zu (iii). Sei K # T und P €T, so dass P ¢ K sowie P’ die Inversion von P and K.
Nach Voraussetung folgt P’ € T und nach Teil (i7) folgt T' L K. O
4.9 Isometrien

Wir fassen die Informationen iiber die Isometrien in der euklidischen Ebene zusammen,
die wir bis hier erarbeitet haben. Insbesondere, dass wir nach Existenz und Eindeutigkeit
in Satz ohne Einschrénkung annehmen koénnen, dass £ das kartesische Modell C ist
und dass nach Lemma jede Isometrie von der Form

U(z)=az+b oder U(z)=az+b, (4.18)

mit a,b € C wobei |a| = 1 ist, je nachdem ob die Isometrie orientierungserhaltend oder
umkehrend ist. Dies erlaubt folgende Klassifikation der Isometrien in der euklidischen
Ebene. Ein Isometrie heifit nicht-trivial, wenn sie nicht die Identitét ist.

Satz 4.67 (Klassifikation der Isometrien). Jede nicht-triviale Isometrie ¥ der euklidi-
schen Ebene ist entweder

(i) eine Translation, falls U orientierungserhaltend ist und keine Fizpunkte hat,
(ii) eine Drehung, falls ¥ orientierungserhalten ist und Fizpunkte hat,
(iii) eine Geradenspiegelung, falls ¥ orientierungsumkehrend ist und Fizpunkte hat oder

(iv) eine Gleitspiegelung, falls ¥ orientierungsumkehrend ist und keine Fizpunkte hat.



Beweis. Sei ¥ orientierungserhaltend, d.h. ¥(z) = az + b nach Gleichung (4.18). Im Fall
a # 1, hat ¥ einen Fixpunkt, denn

b
1—a’

z2=VY(z)=az+b — z =

Also ist nach Satz die Abbildung ¥ eine Drehung. Im Fall ¢ = 1 ist ¥ entweder die
Identitat, was aber ausgeschlossen wurde, oder b # 0 und ¥ hat keine Fixpunkte. Auch
wird die Gerade s = Rb erhalten, da W(A\b) = (A+1)b € s fiir jedes Ab € s mit A € R. Da
U auch orientierungserhaltend ist bleiben auch beide Halbebenen von s erhalten, nach
Korollar Es folgt mit Satz dass ¥ dann eine Translation ist.

Sei ¥ orientierungsumkehrend, d.h. ¥(z) = az + b nach Gleichung (4.18). Sei 6 =
%arga € R, dh. a = ¥’ Im Fall b = i’ \ € ie?’R hat ¥ unendlich viele Fixpunkte,
denn

z2=V(z) =az+b = z=e%07 e\,
Nach Substitution w = e~z bzw. z = e"w ist obige Gleichung dquivalent zu
ew = e +ie? )\ —= w— W =1IA.
Wir schlielen, dass w nicht festgelegt und Sw = % ist, also w € R + z% Nach Resub-
stitution gilt z € e?R + %. Also ist ¥ nach Korollar die Geradenspiegelung an der
Geraden g = e'’R + %. Sei nun b ¢ ieR. Wir spalten b = b + by wobei by € ie®®R und
by € R, also
U(z) =aZ+ b +by.

Nach dem obigen Aussagen folgt, dass z — aZ + b; eine Geradenspiegelung an der
Geraden ¢ = €”R + by und ®(2) := z + by eine Translation ist. Wir folgern, dass

U = ® oo, ist und da auBerdem boR parallel zu g folgt, dass ¥ eine Gleitspiegelung
ist. 0

5 Hyperbolische Geometrie

5.1 Hyperbolisches Parallelenaxiom

Wir haben bisher immer angenommen, dass das Parallelaxiom (V) gilt. Was passiert,
falls wir das Gegenteil davon annehmen? Nehmen wir also an, dass gilt:

—(V) Fiir eine Gerade g und einen Punkt P gibt es zwei verschiedene Geraden h; und
he mit P € h; und h;||g fiir i = 1,2.

Definition 5.1. Ein Modell (€,d, £) einer absoluten Ebene heifit hyperbolisiche Ebene
oder Lobatschewski Ebene, falls —(V) gilt. Eine Aussage iiber eine absolute Ebene, welche
dquivalent zu —(V) ist heifit hyperbolische Bedingunyg.

Jede logische Negation einer euklidische Bedingung ist eine hyperbolische Bedingung.
Hier eine nicht vollstdndige Liste.



Satz 5.2 (Hyperbolische Bedingungen). Jede einzelne ist eine hyperbolische Bedingunyg.

(i) FEin Dreieck hat Innenwinkelsumme kleiner als .

(ii) Jedes Dreieck hat Innenwinkelsumme kleiner als m.

(iii) Es gibt kein Rechteck.

(iv) Je zwei dhnliche Dreiecke sind kongruent, d.h. es gilt der Kongruenzsatz (WWW).
(v) Es gibt ein echtes Dreieck ohne Umkreis.

(vi) Es gibt Geraden g, hi, ha, so dass hi||g und g||ha aber hy ist transversal zu ha.

(vii) Fiir jede Gerade g und jeden Punkt P ¢ g gibt es zwei verschiedene Geraden hy
und hy mit P € h; und h;||g firi=1,2.

Beweis. Punkt (i) ist Satz Punkt (i) und (éi7) wurde in Hausaufgabe 7.1 gezeigt.
Zu Punkt (iv): Wir zeigen, dass die Existenz zweier dhnlicher jedoch nicht kongru-
enter Dreiecke eine euklidische Bedingung ist. Angenommen es gelte Axiom (V). Sei
AABC ein echtes Dreieck und AA’B’C’ das Mittendreieck. Dann folgt aus Stufenwin-
kelsatz und Strahlensatz, dass AAC’B’ #hnlich zum Dreieck AABC ist, aber offen-
sichtlich ist es nicht kongruent dazu. Seien nun umgekehrt AABC und AA'B'C’ zwei
dhnliche, jedoch nicht kongruente Dreiecke. Ohne Einschrinkung gilt A’ = A sowie
B’ € AB und C’ € AC. Da die Dreiecke AABC und AAB’C’ dhnlich sind, haben sie
den gleichen Defekt (vgl. Aufgabe 4.7). Da aber der Defekt nicht-negativ ist und additiv
beziiglich Zerlegungen von Dreiecken (vgl. Aufgabe 4.7 (ii)) haben die Dreiecke AB’BC
und ACC'B’ verschwindenden Defekt, also sind Dreiecke mit Innenwinkelsumme gleich
7. Nach Hausaufgabe 7.1 ist dies dquivalent zum Axiom (V). Der Punkt (v) iiberlassen
wir als Ubungsaufgabe. Punkt (vi) ist offensichtlich #quivalent zu (V). und Punkt (vii)
ist eine Ubungsaufgabe (Aufgabe 13.8). O

Satz 5.3. Sei (£,d, L) ein Modell einer hyperbolischen Ebene und sei g eine Gerade und
P ¢ g ein Punkt gegeben. Dann gibt es unendlich viele verschieden Geraden h mit P € h
und hl|g.

Beweis. Seien hy = (PA) und hy = (PB) verschiedene Geraden, so dass und g||h; und
gllhe nach Satz Da g parallel zu hy und hs ist, liegt g auf einer Seite beziiglich hq
und hy nach Korollar Nach mdoglichen verschieben der Punkte A und B, gilt ohne
Einschrankung
g C Hy(h1,B)NH_(hg, A).

Da es unendlich viele Punkte in AB gibt, so dass fiir jedes Q) € AB die Geraden (PQ)
paarweise verschieden sind, geniigt es zu zeigen, dass (PQ) parallel zu g ist. Sei Q' €
(PQ) so dass P zwischen @ und @’ liegt. Nach Korollar gilt @' € H_(h1,B) N
H_(h2,A). Dann gilt

gﬂ]ﬁ C H_(hg, A) N H4(h2, A) =10
gmi%’ CHi(h1,ByNH_(h1,B)=0.



Somit haben wir gezeigt
PQ) = P PQ) = P PQHY=10.
9N(PQR)=9N(PQUPQ) =(gNPQIU(gNPQ) =0
Also ist (PQ) tatséchlich parallel zu g. O

5.2 Parallele Geraden

Wir wollen im folgenden die Menge der parallelen Geraden durch einen Punkt auerhalb
der Geraden genauer verstehen.

Satz 5.4 (Grenzwinkel). Sei (£€,d, £) ein Modell einer absoluten Ebene, g eine Gera-
de und P ¢ g ein Punkt und F der Lotfuffpunkt von P auf g. Es gibt eine eindeutig
bestimmte Zahl

w(P,g) € (0,m/2]

der Grenzwinkel, so dass fiir alle Punkt C # P gilt

(1) PG Ng# 0 falls | FPC| < w(P,g),

(i) (PC)|g falls | {FPC|=w(P,g) und
(iit) PG Mg =0 falls |{FPC| > w(P,g).

Beweis. Sei C € g mit LFPC7; > 0 und FCy = 1 und fiir jedes n € N ein C), € FC](,

so dass FC,, = n. Da C,, und C; nach Kontruktion auf der gleichen Seite liegen, ist
LFPC, > 0 fiir alle n € N. Nach dem schwachen Innenwinkelsatz im Dreieck
AFPC,, gilt fir jedesn € N LFPC,, < m/2. Auch gilt nach Satz dass LFPC,_1 <
LFPC,. Damit ist die Folge (ay)nen mit ay, := £LFPC), monoton wachsen und durch
7 /2 beschrinkt. Es gibt also einen Grenzwert und wir definieren

w(P,g) = lim LFPC, < T
n—00 2

Bleibt zu zeigen, dass die Eigenschaften erfiillt sind. Zu (i). Sei C' # P mit |[{FPC| <
w(P, g). Nach moglicher Spiegelung an der Geraden (PF') gehen wir davon aus, dass
C und Cp auf der gleichen Seite beziiglich (F'P) liegen, also auch £ FPC > 0. Nach
Definition des Grenzwertes finden wir ein n € N so dass L FPC < £LFPC,,. Mit Satz
ist C € Inn LFPC,, und nach dem Armbrustlemma schneitet der Strahl Pg die
Strecke F'C,. Somit schneidet Iﬁ und auch die Spiegelung an (PF') die Gerade g wie
gewiinscht.

Sei nun C' # P mit [{FPC| > w(P,g). Wir behaupten dass der Strahl P(/ die Gerade

g nicht schneiden. Angenommen durch Widerspruch Pgﬂ g # (. Wieder nach potentieller

Spiegelung an (F'P) und méglichen Verschieben von C' auf dem Strahl ]E gehen wir

ohne Einschrinkung davon aus, dass C' € g der Schnittpunkt ist und £ F PC > 0. Da die
natiirliche Zahlen unbeschriankt sind, gibt es ein n € N so dass n = F(C,, > FC. Damit



liegt C' zwischen F' und C, und mit Satz folgern wir erneut L FPC < £FPC,,.

Zusammengefasst erhalten wir den Widerspruch

w(P,g) < LAFPC < LFPC, <w(P,g).

Damit war die Annahme falsch, dass der Strahl P( die Gerade schneidet und wir ha-
ben (iii) gezeigt. Fiir (i) miissen wir noch zeigt, dass auch der Gegenstrahl ]_D_C_>" die

Gerade g nicht schneidet, wobei C” so gewihlt ist dass P zwischen C' und C’ liegt. Nach
Nebenwinkelsatz gilt allerdings

{COPF+4FPC=n =  ACPF=n—4FPC=n—w(P,g)> g

Angenommen per Widerspruch wiirde der Strahl Jiq die Geraden in einem Punkt, sagen
wir @ schneiden. Dann hétte das Dreieck AFPQ in den Eckpunkten F und P zwei
Innenwinkel mit Summe der Winkelmafle grofler als 7 im Widerspruch zum schwachen
Innenwinkelsatz [3.24] O

Definition 5.5 (Grenzgerade). Sei g eine Gerade und P ¢ g ein Punkt. Die rechte (bzw.
linke) Grenzgerade ist (PC4.) (bzw. (PC_)) wobei L FPCy = +w(P, g). Wir schreiben
h|tg (bzw. h|~g) falls h rechte (bzw. linke) Grenzgerade zu g ist.

Der nichste Satz zeigt, dass sich mit dem Grenzwinkel eine euklidische Bedingung
formulieren l4sst.

Satz 5.6. Sei (£,d, ) ein Modell einer absoluten Ebene. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent

(i) Es gilt das Parallelenaziom (V).
(ii) Es gibt eine Gerade g und einen Punkt P ¢ g so dass w(P,g) = 7/2.

Beweis. Angenommen es gilt (V), dann gilt offensichtlich w(P, g) = /2 fir jede Ge-
rade g und Punkt P, da es nur eine zu g parallele Gerade durch P gibt, welche durch
die Doppellotkonstruktion entsteht. Angenommen es gilt =(V). Wir haben in Satz
gezeigt, dass es dann fiir jede Gerade g und jeden Punkt P ¢ g mindestens zwei ver-
schiedene parallele Geraden hy und hy gibt. Ohne Einschréinkung ist h; = (PQ) das
Doppellot und hy = (PA) so dass |[{FPA| < w/2. Damit gilt nach Satz dass
w(P,g) < |LFPA| < 7/2. Wir haben somit die logische Negation der zweiten Aussage
gezeigt,. U

Wenn nicht anders angegeben sei von nun an stets ein Modell (&, d, £) einer hyperbo-
lischen Ebene vorausgesetzt.

Satz 5.7. Sei g eine Gerade, P ¢ g und h eine rechte (bzw. linke) Grenzgerade fiir g
und P, dann ist h auch rechte (bzw. linke) Grenzgerade fir g und @Q fir jeden Punkt
Q € h.



Beweis. Wir beweisen den Fall, wenn h eine rechte Grenzgerade ist. Der andere Fall
ist analog. Sei F’ der Lotfuflpunkt von @ auf g. Es gibt zwei Félle. Im ersten Fall gilt
£LFPQ > 0. Wahle C € h so dass Q zwischen P und C liegt. Wir miissen zeigen, dass
|[{F'QC| = w(Q, g). Da der Strahl Q_C)’ die Gerade g nicht schneidet gilt nach Satz

bereits

[LF'QC > w(Q,9).

Wir miissen zeigen, dass |F'QC| nicht grofier ist. Dazu geniigt es fiir A € Inn LF'QC
beliebig zu zeigen

|£F'QA| < w(Q,g). (5.1)

Bs gilt Hy(F'Q,A) C H (FP,A). Also A € Inn{FPC. Nach Satz gilt also
£FPA < FPC und daher schneidet der Strahl ]ﬁ} die Gerade g, nach Satz sa-
gen wir im Punkt R. Nach Satz von Pasch schneidet die Gerade (QA) eine weitere
Seite des Dreiecks AFPR. Dies kann nicht die Seite PF sein, da A und PF auf ver-
schnieden Halbebenen beziiglich (F’'Q) liegen. Bleibt nur noch ein Schnittpunkt mit der
Seite F'R und sind gilt nach Satz H da dies ein Schnittpunkt des Strahls % mit

der Geraden g ist.
Sei nun im zweiten Fall L FPQ < 0. Sei wieder F’ der LotfuBpunkt von @ auf g und
wihle C auf h, so dass P zwischen Q) und C liegt. Da der Strahl Q_C; die Gerade g nicht

schneidet, gilt wieder nach Satz

|LF'QC| = w(Q, 9) -

und es bleibt fiir ein beliebiges A € Inn £ F'QC zu zeigen. Sei dazu B € Inn L FPC
mit LCQA = £LCPB. Nach Stufen-/Wechselwinkelsatz ist somit (QA) parallel zu
(PB) und nach Korollar liegen A und B auf der gleichen Seite beziiglich h. Es
folgt B € Inn £ FPC und mit Satz schneidet der Strahl ]ﬁ die Gerade g, sagen
wir im Punkt B nach mdoglichen Verschieben des Punktes B auf dem Strahl. Nach dem
Armbrustlemma [3.23| schneidet der Strahl % die Strecke F’P. Damit nach Satz von

Pasch eine weitere Seite des Dreiecks AF'PF, falls diese weitere Seite gleich F'F’
ist, folgt . Falls diese weitere Seite gleich F'P ist, wenden wir erneut den Satz von
Pasch auf das Dreieck AFPB an. Da QA| PB muss nun die zweite Seite, welche von
(QA) geschnitten wird F'B sein. Dieser Schnittpunkt ist auch ein Schnittpunkt von Q_z>4

und g und es folgt erneut ([5.1)). O

Satz 5.8. Gegeben seien Geraden g,g" und Punkte P, P" so dass P ¢ g und P' ¢ ¢ so
dass d(P,g) = d(P',q"), dann gilt w(P,g) =w(P',q’).

Beweis. Sei F', F' der LotfuBpunkt von P bzw. P’ auf g bzw. ¢’. Angenommen per
Widerspruch w(P, g) # w(P’,¢'), sagen wir w(P, g) > w(P’,¢'). Nach Axiom (III) sei A
so dass

AFPA=w(P¢g).



Nach Satz schneidet der Strahl ]ﬁ; die Gerade g. Nach Verschieben von A auf dem
Strahl sei A der Schnittpunkt. Wihle nun A’ € ¢’ so dass FA = F'A’, moglich nach
Lemma Nach Kongruenzsatz (SWS) folgt AFPA = AF'P'A’. Insbesondere auch

AFPAX LF'P'A

Wieder mit Satz folgt |LF'P'A'| < w(P',q’). Zusammengefasst erhalten wir den
Widerspruch

w(P',¢")=|{FPA| = |[{F'P'A| <w(P,q).
Damit wurde die Behauptung bewiesen. O

Der letzte Satz zeigt, dass die Funktion in der n&chsten Definition unabhingig der
Wahl der Geraden g und der Punkte P, wohl-definiert ist.

Definition 5.9 (kritische Funktion). Sei g eine Gerade und fiir jedes x > 0 ein Punkt
P, mit d(Py,g) = x. Wir definieren die kritische Funktion oder auch Lobatschewski
Funktion,

H:(O,oo)—>(0,g} , x = w(Py,g).
Auflerdem definieren wir die kritische Ldnge
=1t (E> .
Sd 1

Mit anderen Worten, die kritische Lénge ist gegeben durch sy = d(P, g) falls w(P, g) =
% Der néichste Satz zeigt, dass die kritische Lénge fiir jedes Modell der hyperbolischen
Geometrie definiert ist.

Satz 5.10 (Eigenschaften der kritischen Funktion). Die kritische Funktion 11 ist
(i) streng monoton fallend,
(ii) stetig und
(iii) erfillt limg_sooIl(x) = 0 sowie limg o II(x) = 3.
Beweis. [3, Corollary 24.17] O

Sei (€,d, £) ein Modell einer hyperbolischen Ebene, oder auch absoluten Ebene, dann
erfiillt auch fiir jedes k > 0 das Modell (£, k-d, £) die Axiome der hyperbolischen Ebene,
bzw. absoluten Ebene. Da das Winkelmaf} nicht veréndert wird, bleiben Grenzgeraden
erhalten und man sieht direkt aus der Definition, dass gilt

Lemma 5.11. Fir die kritischen Lingen der Modelle gilt sp.q = k - sq.



Im Fall, wenn (€,d, £) ein Modell einer euklidischen Ebene ist, dann ist das Modell
(€,k - d, £) dazu isometrisch. Im anderen Fall, wenn (€, d, £) ein Modell der hyperboli-
schen Ebene ist, dann ist das Modell (€, k- d, £) ebenfalls ein Modell der hyperbolischen
Ebene aber nicht isometrisch zu (€, d, £). Man kann zeigen, siehe etwa [3, Kapitel 33],
dass bis auf diese Skalierung je zwei Modelle der hyperbolischen Geometrie isometrisch
sind.

Wir behandeln nun eine weitere wichtige Eigenschaft der hyperbolischen Ebene, ndmlich,
dass es zwei Arten von parallelen Geraden gibt.

Definition 5.12. Zwei verschiedene Geraden g und h heiflen
(i) horoparallel, falls h eine rechte oder linke Grenzgerade zu g ist und
(ii) hyperparallel, falls h und g parallel aber h keine Grenzgerade zu g ist.

Zur Erkldrung der Namensgebung: Das Wort horo hat die Bedeutung Grenze auf
griechisch und hyper bedeutet dber.

Satz 5.13. Die Relationen |* und |~ sind Aquivalenzrelationen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Relationen | und |~ symmetrisch sind, d.h. wenn
h|Tg, dann auch g|"h und analog fiir |~. Per Widerspruch sei h rechte Grenzgerade zu g
aber ¢ nicht rechte Grenzgerade zu h. Dann gibt es P € g mit F' € h Lotfulpunkt sowie
einen Punkt A auf der gleichen Halbebene wie F' beziiglich ¢ mit £ FPA > 0, aber der
Strahl ]ﬁ} schneidet nicht die Gerade g. Wihle @ € g, so dass A und @ auf der gleichen
Halbebene beziiglich (F'P) liegt. Nach méglichen Verschieben von A auf dem Strahl ]ﬁ}
gehen wir davon aus, dass

[LFAP| < [£APQ).

Da nun nach Vorraussetzung h rechte Grenzgerade zu g ist schneidet der Strahl F'A die
Gerade g, sagen wir im Punkt @ nach mdoglichen Verschieben von @ auf g. Das liefert
aber einen Widerspruch zum AuBenwinkelsatz [3.25] im Dreieck AAQP, denn £ FAP ist
ein Auflenwinkel zu £ APQ.

Zeigen wir nun die Transitivitédt. Gegeben drei verschiedene Geraden g, h und k, so
dass h|Tg und g|*k. Wir miissen zeigen, dass dann auch h|*k gilt. Im ersten Schritt
zeigen wir, dass h und k parallel sind. In der Tat, angenommen A und k sind transversal
und sei P der Schnittpunkt von A und k. Nach Satz ist sowohl A als auch k rechte
Grenzgerade zu g durch den Punkt P. Nach Satz ist aber die Grenzgerade durch
einen gegebenen Punkt eindeutig. Also folgt h = k im Widerspruch zur Annahme.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass die drei Geraden eine gemeinsame Transversale
haben, d.h. es gibt eine Gerade s so dass s die Geraden g, h und k schneidet. Ange-
nommen H € h und K € k liegen auf verschiedenen Seiten von g, dann ist s = (HK)
die gesuchte Gerade. Angenommen im anderen Fall liegen H und K auf der gleichen
Seite beziiglich g. Sei nun G € g und ohne Einschrankung H bzw. K die Lotfulpunkte
von GG auf h bzw. k. Nach moglichen Vertauschen von h und k gilt {HGK > 0. Da H
und K in gleicher Halbebene beziiglich g liegen folgt { HGK < w(G, h). Nach Satz



schneidet der Strahl GK die Gerade h. Somit ist in diesem Fall s = (GK) die gesuchte
Transversale.

Nach moglichen Umbenennen der Punkte seien G, H, K die Schnittpunkte von g, h
bzw. k mit der gemeinsamen Transversalen s. Es gibt zwei Fille. Im ersten Fall liegt G
zwischen H und K. Sei nun A so dass { KHA > 0 und A liegt auf der gleichen Halbebene
wie G und K beziiglich h. Da h rechte Grenzgerade zu g ist, schneidet der Strahl fﬁ)&
die Gerade g, sagen wir im Punkt G’. Nach potentiellem Verschieben des Punktes A auf
dem Strahl egt A in der gleichen Halbebene wie K beziiglich g. Aulerdem gilt

nach Lemma AKG'A > 0. Da nun g auch rechte Grenzgerade zu k ist, schneidet
der Strahl Ci’é) die Gerade k. Also schneidet auch E{} die Gerade k. Da A beliebig ist
da wie bereits gezeigt haben, dass h und k parallel sind folgt, dass h rechte Grenzgerade
zu k ist nach Satz 5.4l

Im zweiten Fall, nach moglichen Vertauschen von h und k, liegt K zwischen G und H.
Waihle nun wieder A so dass { KHA > 0 und A auf der gleichen Halbebene wie G und
K beziiglich h. Da auch £{GH A > 0 folgt, da h eine rechte Grenzgerade zu g ist, dass der
Strahl Iﬁ} die Gerade g, sagen wir im Punkt G’. Da diesmal G’ und H auf verschiedenen
Halbebenen beziiglich k liegen, schneidet HG’ die Gerade k und insbesondere der Strahl
Iﬁ} die Gerade k. Wir schlieffen wie im letzten Paragraph, dass h die rechte Grenzgerade
zu k ist. O

Der letzte Satz erlaubt eine weitere wichtige Unterscheidung von horoparallelen und
hyperparallelen Geraden zu finden.

Satz 5.14. Seien g und h zwei verschiedene parallele Geraden, dann gilt

(i) g und h sind hyperparallel, genau dann wenn sie eine gemeinsame Senkrechte haben
und

(ii) g und h sind horoparallel, genau dann wenn sie keine gemeinsame Senkrechte ha-
ben.

Beweis. Angenommen ¢ und h sind horoparallel, etwa h rechte Grenzgerade zu g, und
per Widerspruch sei s eine gemeinsame Senkrechte. Seien P und F' die Schnittpunkte
von s mit h bzw. g sowie A € h, so dass {FFPA = 5. Damit ist F' der Lotfufipunkt von
P auf g und es folgt, w(P,g) = LFPA = 5. Nach Satz ist (€,d, £) damit ein Modell
einer euklidischen Ebene im Widerspruch zur Annahme.

Angenommen g und h sind hyperparallel. Wihle P € h und F' € g der LotfufSpunkt.
Wihle A_, Ay so dass {FPAy = tw(P,g). Falls PA_ 1 h setze Q_ := P; sonst
sei Q_ € h, so dass |[{A_PQ_| = II(PQ_), d.h. das Lot durch Q_ auf h ist linke
Grenzgerade zu (PA_). Analog falls PA; L h setze Q4 := P; sonst sei Q4+ € h, so dass
|{A{PQ.| =TI(PQy), d.h. das Lot durch Q, auf h ist rechte Grenzgerade zu (PA.).
Es gilt Q- # Q4+, da (PA_) # (PAy). Seien B_ und B, auf der gleichen Halbebene
wie F beziiglich h und so dass Q- B_ 1 hund Q4+ By L h. Wie bereits erwéihnt ist nach
Konstruktion Q@_B_|"PA_ und Q4B4|"PA;. Da auch PA_|~g und PA;|"g nach
Konstruktion folgt @_B_|"g und Q4 B4 |tg mit Satz



Sei nun M der Mittelpunkt von Q_Q+ und N € g der Lotfulpunkt von M. Wahle
C_,Cq, so dass ANMCy = +w(M,g). Wieder mit Satz gilt Q_B_|"MC_ sowie
Q+B4|TMC.. Da nach Konstruktion Q_M = MQ, folgt mit Satz £Q_MC_ =
£QyMCy. Auch gilt ANMC_ = LMNCy. Somit sind £Q_MN und L NMQ 4 kon-
gruente Nebenwinkel. Nach dem Nebenwinkelsatz sind dies rechte Winkel und wir
schlieflen, dass die Gerade (M N) eine gemeinsame Senkrechte ist. O

5.3 Isometrien

Wir untersuchen die Isometrien der hyperbolischen Ebene. Wir wissen nach der allge-
meinen Theorie iiber Isometrien der absoluten Ebene, dass wir dazu die Verkniipfungen
von Geradenspiegelungen verstehen miissen. Im Fall von der Verkniipfung zweier Gera-
denspiegelungen erhalten wir einen neuen Typ von einer Isometrie, welcher nicht in der
Klassifikation der euklidischen Geometrie auftritt und darauf beruht, dass es in der hy-
perbolischen Geometrie horoparallelen Geraden gibt, also Geraden, welche zwar parallel
sind, aber keine gemeinsame Senkrechte haben.

Definition 5.15. Seien g und h horoparallel, dann heifit die Verkniipfung der Geraden-
spiegelungen o4 o oy, Horolation.

Fiir eine Klassifikation der Isometrien der hyperbolischen Ebene miissen wir nun noch
Verkniipfungen von drei Geradenspiegelungen verstehen. Dies wurde zum Teil schon in
Satz getan. Wir brauchen noch eine Erweiterung fiir den Fall, dass alle drei Geraden
rechte (bzw. linke) Grenzgeraden einer weiteren Geraden s sind.

Satz 5.16. Gegeben seien die Geraden g, h und k, so dass g,h,k|ts (bzw. g,h,k|"s)
beziiglich einer weiteren Geraden s, dann gibt es eine Gerade £ mit £|*s (bzw. ¢|”s) und
es gilt

O'gOO'hOO'k = 0y.

Beweis. Wir geben nur einen Beweis fiir den Fall, dass (€, d, £) das Modell der Poincaré
Halbebene ist. Auflerdem auch nur fiir den Fall g, h, k|*s. Der andere Fall ist analog.
Die Voraussetzung g, h, k|*s im Modell besagt, dass alle h-Geraden einen gemeinsamen
idealen Punkt, sagen wir X, haben. Sei K ein euklidscher Kreis tangential zur z-Achse
im Punkt X. Nach Definition sind die h-Geraden g, h, k Teilmengen von euklidischen
Kreisen oder Geraden, welche wir mit den gleichen Buchstaben bezeichnen. Da g, h
und k senkrecht auf z-Achse stehen, sind sie orthogonal zu K. Wie bereits festgestellt,
sind nach Satz und die Geradenspiegelungen oy, o, oy, die Inversionen an den
Kreisen g, h bzw. k. Nach Korollar [£.66] bilden diese K auf K ab. Sei P der Schnittpunkt
von K und k. Definiere
¢ :=0400,00,

sowie P’ := ®(P).Im Fall P = P’ setze £ := k. Im Fall P # P’ sei ¢ die h-Mittelsenkrechte
der h-Strecke PP}, d.h. des euklidischen Kreisbogens. Nach Konstruktion und da K fiir
og, 0p und oy, eine invariante Menge ist, gilt o¢(P) = P’ sowie P, P’ € K. Nach Korol-
lar folgt, dass ¢ 1. K und o,(K) = K. Da auch die x-Achse fiir die Inversion an ¢



eine Invariante Menge ist folgt, dass X ein Fixpunkt und somit idealer Punkt von ¢ ist.
Es gilt also ¢|*g. Auerdem ist nach Konstruktion ¥ := oy o ® orientierungserhaltend,
hat einen Fixpunkt bei P und hat K als invariante Menge. Es folgt ¥(X) = X und
nach Satz [3.63] ist ¥ geschrieben als Verkniipfung von zwei Geradenspiegelungen ent-
lang h-Geraden durch P, etwa ¥ = 0, o 0. Falls n # k folgt allerdings U(X) # X im
Widerspruch zur obigen Feststellung. Es gilt also ¥ = id und die Behauptung folgt. [

Im Anbetracht von Satz und nennen wir die drei Geraden g, h und k
dquivalent, falls eine der folgenden Aussagen zutrifft

(i) es gibt einen Punkt Z mit Z € g, h, k,
(ii) es gibt eine Gerade s mit s L g, h, k oder
(iii) es gibt eine Gerade s mit s|Tg, h, k (bzw. s|~g,h, k).

Wir kénnen nun die Sétze und so zusammenfassen: Gegeben drei dquivalente
Geraden g, h und k, dann ist die Verkniipfung o400, 00}, eine Geradenspiegelung entlang
einer Geraden ¢ so dass g, h und ¢ dquivalent sind. Fiir die Klassifikation miissen wir nur
noch verstehen, was die Verkniipfung von drei Geradenspiegelungen entlang Geraden die
nicht dquivalent sind ist. Dazu ist der néchste Satz. Doch zuvor noch ein Lemma.

Lemma 5.17. Sei g eine Gerade und P ¢ g ein Punkt. Dann ist die Verknipfung ogoop
eine Gleitspiegelung.

Beweis. Sei ¢ das Lot von P auf g und h das Lot von P auf ¢. Nach den Sitzen [3.63
und [3.64{ist o, 00¢ = op die Punktspiegelung und ® 3 = 0400y, eine Translation mit A
der LotfuBBpunkt von P auf g und B, so dass P der Mittelpunkt von A und B ist. Somit
ist og 0 op = ®3 0 0y eine Gleitspiegelung. O

Satz 5.18. Gegeben seien die Geraden g, h und k welche nicht dquivalent sind, dann
ist die Verkniipfung o4 o op, o 0y, eine Gleitspiegelung.

Beweis. Sei P € g und m eine Gerade, so dass P € m und m, h, k dquivalent sind. Nach
Voraussetzung ist m # g. Nach Sitzen und gibt es ein ¢ so dass ¢, h und k
dquivalent sind und

Om OO0y = Op OO0 .

Sei n das Lot von P auf . Es gilt, dass P € g, m,n. Nach Satz gibt es eine Gerade
t mit P € t und es gilt
0g 0 0m =04 00y.

Mit den beiden letzten Gleichungen erhalten wir
O0gOO0p00 =0g00m00p=0t00p00y =0¢t00p,,
welches nach dem letzten Lemma [5.17] eine Gleitspiegelung ist. O

Wir sind nun in der Lage die Isometrien der hyperbolischen Geometrie zu klassifizieren.



Satz 5.19 (Klassifikation). Jede nicht-triviale orientierungserhaltende Isometrie ® ist
entweder

(i) eine Drehung, falls ® Fizpunkte hat,

(ii) eine Translation, falls ® keine Fizpunkte und eine Fizgerade hat,
(iii) eine Horolation, falls ® keine Fizpunkte und keine Fixgerade hat,
Jede orientierungsumkehrende Isometrie ® ist entweder

(i) eine Geradenspiegelung, falls ® Fixpunkte hat oder

(ii) eine Gleitspiegelung, falls ® keine Fizpunkte hat.

Beweis. Die folgt aus Korollar [3.58 sowie den Sétzen [3.63] 3.64] [3.62] [.16| und 5.18 O

Diese Klassifikation ist ein sehr starkes Werkzeug fiir Aussagen iiber Isometrien der
hyperbolischen Ebene. Als Beispiel zeigen wir das folgende Resultat. Versuchen Sie dies
einmal ohne die Klassifikation zu beweisen.

Satz 5.20 (Hjelmslev). Gegeben sei eine Isometrie ® und kollineare Punkte A, B bzw.
C'. Bezeichne mit A’ :== ®(A), B' := ®(B) und C' := ®(C). Dann sind die Mittelpunkte
von AA', BB" und CC’ auch kollinear.

Beweis. Wir wenden eine Fallunterscheidung nach an. Falls ® = o, eine Geraden-
spiegelung ist, gilt nach Definition, dass die Mittelpunkte von AA’, BB’ und CC’ auf g
liegen. Angenommen ¢ = @@ 004 mit g = (PQ) ist eine Gleitspiegelung. Sei S,T € g
der Lotfufipunkt von A bzw. A’. Da ®55(S) =T gilt AS = A'T. Sei M der Schnittpunkt
von AA’ mit g. Nach Scheitelwinkelsa ist {SMA = LTMA'. Nach Kongruenzsatz
(WWS) folgt AASM = AA'TM. Insbesondere ist M der Mittelpunkt von AA’ und
es git M € g. Analog zeigen wir, dass der Mittelpunkt von BB’ und CC’ auf g liegt.
Angenommen @ ist orientierungserhaltend und sei ¢ die Gerade durch die Punkte A, B
und C. Dann ist ¥ = ® o gy orientierungumkehrend und es gilt ¥(A) = A’, ¥(B) = B’
und ¥(C) = C’'. Nach dem eben Gezeigten liegen die Mittelpunkte von AA’, BB’ und
CC’ auf einer Geraden. O

Maéabiustransformationen

Fiir das Modell der Poincaré Halbebene gibt es noch die Moglichkeit die Isometrien
durch Formeln zu beschreiben, analog zur Formel (4.18]). Wie schon bei der Inversion
am Kreis definieren wir die erweiterte kompleze Ebene C := C U {oo}.

Z eine Matrix von komplexen
Zahlen a, b, c,d € C, so dass det A = ad—cb # 0. Wir definieren die Mobiustransformation

Definition 5.21 (Mdébiustransformation). Sei A = <Z

az+b
H

»=3,:C—C, “cre
A cz+d



wobel wir dies erweitern durch

®(c0) = lim P(z) =

Z—00

{@ falls ¢ # 0

oo fallse=0

sowie falls ¢ # 0 durch
O(—d/c) = lim P(z) =o0.
z——d/c
Wir sagen @ ist eine reelle Mdabiustransformation, falls a,b,c,d € R.

Satz 5.22 (Eigenschaften der Mébiustransformation). (i) Es gilt P4 o Pp = P4,
wobei A - B die Matrizmultiplikation bedeutet.

(ii) Jede Mébiustransformation lisst sich als die Verknipfung der folgenden elementa-
ren Mdbiustransformationen schreiben
e 2 z+w mitw € C, einer Translation,
o z—w-z mitw e C\ {0}, einer Drehstreckung und
1
® zr .
Die gleiche Aussage gilt fiir reelle Mobiustransformationen wobei hier w € R bzw.

w € R\ {0} fiir die erste bzw. zweite elementare Mobiustransformation angenom-
men wird.

(iii) fiir je drei paarweise verschiedene Punkte zy, 21,200 € C gibt es eine eindeutige
Mébiustransformation @ fir die gilt

®(0) = 2o, (1) =2 und P(c0) =200 (5.2)

Falls dariberhinaus zo, 21, 200 € RU {00} so ist diese Mdobiustransformation sogar
reell.

Beweis. Zu (i) dies ist eine direkte Rechnung, die hier nicht ausgefiihrt wird.
Zu (7i). Fall ¢ = 0, d.h. gegeben eine Md&biustransformation ®(z) = %*b =dz+ 0V
mit ¢’ = a/d und b’ = b/d. Offensichtlich gilt

®(z) = (1 © par)(2) ,
wobei pg(2) =a' -z und 7y (2) = z + b'. Fall ¢ # 0, dann schreibe

az+b a cz+d ad — be aiad—bc 1

) = = —. — —
(2) cz+d ¢ cz+d clez+d) ¢ c? z+d/c
~ (rwopeorom) (),
wobei @’ = a/c, e = —(ad — bc)/c?, d' = d/c sowie 1(z) = 27 1.

Zu (iii). Die Gleichungen (5.2)) liefern ein lineares Gleichungssystem an die Koeffizi-
enten a, b, ¢ und d. ]



In der Aufagbe 12.5 haben wir gesehen, dass die Abbildung z — % die Inversion am
Einheitskreis in C ist. Somit ist nach Satz eine Mobiustransformation das selbe wie
die Verkniipfung von Inversion am Kreis, Geradenspiegelung und Ahnlichkeitsabbildungen.
Daraus folgt, dass durch jede Mobiustransformation das Doppelverhéltniss erhalten

bleibt und Kreise auf Kreise abgebildet werden. Dies kann auch direkt nachgewiesen
werden (siehe Aufgabe 14.10).

Satz 5.23. Jede orientierungserhaltende bzw. orientierungsumkehrende Isometrie der
Poicaré Halbebene ® : H — H ist gegeben durch

az+b —az+b
®(2) = bzw. D(2) = ——
() cz+d “ (=) —cz+d’
wobet a,b,c,d € R mit ad —cb=1.

Beweis. Zeigen wir zunéichst, dass ®(H) = H und eine Isometrie fiir dj, ist. Nach Satz
ist jede diese Abbildung erzeugt als die Verkniipfung von z — 2z + w, z — w - z mit
w € R\ {0}, z—~ —1/z und z — —Z. Nun bildet jede dieser Abbildung H isometrisch
auf H ab. Zeigen wir nun, dass auch jede Isometrie ® von H sich so schreiben lsst. Nach
Satz (iii) konnen wir ohne Einschrinkung nach Komposition mit einer geeigneten
Mobiustransformation davon ausgehen, dass von @ drei ideale Punkte fixiert werden.
Daraus folgt, dass ® eine Invariante Gerade hat und einen weiteren idealen Punkt fixiert.
Nun ist damit aus dem ersten Fakt nach Satz ® eine Translation, da jedoch ein
weiterer idealer Punkt fixiert wird, muss diese Translation trivial sein. Also ist ® die
Identitat. O

5.4 Poincaré Halbebene

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass das oft beschriebene Modell der Poincaré Halbebene
tatséchlich die Axiome der hyperbolischen Geometrie erfiillt. Insbesondere folgt daraus,
dass es keinen Beweis gibt, der fiir eine beliebige absolute Ebene zeigt, dass das Paral-
lelenaxiom gilt. Mit anderen Worten: Das jahrtausendealte Unterfangen verschiedenster
Mathematiker dies zu zeigen war zum Scheitern verurteilt. Zuvor brauchen wir allerdings
noch ein paar wichtige Lemmata. Fiir einen Punkt O € H und r > 0 bezeichnen wir mit

Kp(O,r)={P e H|dy(O,P) =r},

den hyperbolischen Kreis, d.h. den Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r beziiglich
des hyperbolischen Abstands dj,. Weiterhin bezeichnen wir mit K(O,r) = {P € C |
d(O,P) = r} den Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r beziiglich des euklidischen
Abstands. Das néchste Lemma besagt, dass die Menge eines hyperbolischen Kreises ein
euklidischer Kreis ist, welcher komplett in H enthalten ist, jedoch ist der Mittelpunkt und
der Radius verschieden. Um dies genau zu beschreiben definieren wir dafiir den Sinus
hyperbolicus und den Kosinus hyperbolicus als reellle Funktionen sinh,cosh : R — R
durch . . . .

sinhr = <% _26 bzw. coshr =S¢ +26

fir alle r € R.



Lemma 5.24. Fir jedes O € H und r > 0 gilt K,(O,7) = K(O,#) wobei # = y - sinhr
und O = x + 1y - coshr mit © und y Real- bzw. Imagindrteil von O.

Beweis. Zeigen wir zunéchst, dass K3,(O,r) ein euklidischer Kreis ist und bestimmen im
Anschluss den Mittelpunkt und Radius. Sei dazu I' der euklidische Kreis mit Mittelpunkt
O = x —iy welcher tangential zur z-Achse ist. Sei O’ die Inversion von O an I'. Die obere
Halbebene H wird durch Inversion an I' auf das Innere des euklidischen Kreises K =
K(O', p) mit Mittelpunkt O" tangential zur z-Achse abgebildet. Wir behaupten, dass
jede h-Gerade durch O durch Inversion an I' auf einen Durchmesser von K abgebildet
wird, sodass die idealen Punkte auf die Randpunkte des Durchmessers abgebildet werden.
Tatsédchlich, nach Definition sind h-Geraden durch O Teile von euklidischen Kreisen oder
Geraden die senkrechte auf der z-Achse stehen und durch O und O verlaufen, und diese
werden durch Inversion an I' auf Geraden abgebildet welche nun senkrecht auf K stehen
und durch O’ verlaufen, nach Satz und Dies sind genau die Durchmesser.

Sei nun P € H so dass dj(O, P) = r. Seien auflerdem X,Y die idealen Punkte der
h-Geraden (OP);. Wir bezeichnen mit X', O, P/ und Y’ die Inversionen von X, O, P
und Y unter I'. Nach méglichen Vertauschen von X und Y gilt O’ X’ = O'Y’ = p wobei
p der Radius von K ist und

o XP-0Yy X'P-O0Y X'P  p+OP
- XO-PY X'O-PY'  PY' p-0OP’

wobei die zweiten Gleichung nach Satz die dritte da O’ der Mittelpunkt von X'Y”’
ist und die vierte da ohne Einschrinkung O zwischen X’ und P’ und damit P’ zwischen
O’ und Y liegt. Diese Gleichung nach O’ P’ umgestellt liefert

el —1 ,

O'P =p. =:
p e’ +1 "

Damit folgt P’ € K(O',7"). Erneut mit Satz folgt, dass P auf dem euklidischen
Kreis L liegt, wobei L durch die Inversion von K(P’,r’) an ' gegeben ist. Die obigen
Rechnungen lassen sich umkehren und wir schlieen dass auch jeder Punkt auf L auf
dem hyperbolischen Kreis K5 (O, r) liegt.

Da sowohl dp, als auch der euklidische Abstand d invariant unter Spiegelung an der
euklidischen Geraden ¢ durch O und O ist, sind sowohl K3 (O, r) als auch L symmetrisch
beziiglich ¢. Insbesondere liegt der Mittelpunkt von L auf ¢. Bezeichne mit AB den
Durchmesser von L auf ¢, wobei A = x + iy4 und B = x + iyp mit y4 < yp. Es gilt

r=dp(0,A) =lny—Inys <= ya=ye "

r=dp(0,B) =lnyp —Iny <= yp=ye".
Damit # = $|B—A| = 3y(e" —e™") = y-sinhr und SO = $(SB+SA) = Ly(e"+e™)
y - coshr.

oo

Lemma 5.25. Je zwei verschiedene Punkte A, B € H liegen auf einer eindeutigen
Geraden.



Beweis. Zeigen wir die Existenz. Falls RA = RB =: ¢, dann gilt offenbar A, B € h.. Falls
RA # RB, dann schneidet die euklidische Mittelsenkrechte die z-Achse in einem Punkt,
etwa M = (a,0) und A, B € hg, mit r := d(A, M) = d(B, M) nach Eigenschaft der
Mittelsenkrechten Zeigen wir die Eindeutigkeit. Je zwei h-Geraden g und h sind
Teilmengen von euklidischen Kreisen oder Geraden, bezeichnet mit § bzw. ﬁ, welche
senkrecht auf der z-Achse stehen. Jeder Schnittpunkt von g und h entspricht genau zwei
Schnittpunkten von § und h. Da es fiir verschiedene § und k nach Satz und
maximal zwei Schnittpunkte in § Nk gibt, gibt es in g N A maximal einen Schnittpunkt.
Das zeigt die Eindeutigkeit. O

Lemma 5.26. Seien A, B und C' Punkte in H, dann gilt
dn(A, B) + dn(B,C) < dp(A,C), (5.3)

wobei ,= “ genau dann, wenn A, B,C auf einer h-Geraden liegen und B auf der h-
Strecke ACY, liegt.

Beweis. Nach Lemma gibt es eine h-Gerade g durch A und B. Nach Inversion
an einem Kreis mit Mittelpunkt einer der idealen Punkte von g und Satz gehen
wir davon aus, dass g = h. ohne Einschrinkung der Allgemeinheit. Nach mdoglichen
Umbenennen von A und B sei auBlerdem A < IB. Nach Lemma [5.24] und Satz [3.42] ist

K := Ky(B,r), mit r 1= dp(B,C),

ein euklidischer Kreis und hat mit h. genau zwei Schnittpunkte. Benennen diese mit P
und @ wobei RQ < RP. Ferner definiere die hyperbolischen Kreise

L1 = Ki(4,s), mit s := dp (A, P)
Ly = Kp(Ayt), mit ¢ := dp(A4,C).

Da Ly und Ly konzentrische Kreise sind gilt entweder Ly N Ly = () oder Ly = Lo. Im
zweiten Fall gilt P = C, es liegen A, B, C auf einer h-Geraden und B auf der h-Strecke
AC},. AuBerdem gilt mit y4 := SA4, yp := 3B, yo = SC

dp(A,B) +dp(B,C) =lnyg —Inya+Inyc —Inyp = |Inys —Inyc| = dp(A4,C). (5.4)

Also gilt = in .

Betrachten wir nun den ersten Fall. Wir betrachten nun die Kreise K, L1 und Lo als
euklidische Kreise nach Lemma [5.24] Alle Kreise sind symmetrisch beziiglich Spiegelung
an der euklidischen Geraden durch h.. Demnach gilt K N L; = {P} nach Ubung d
K und L; haben eine gemeinsame Tangente in P haben. Da fiir @ € K gilt @ € Inn L,
folgt daraus K \ {P} C Inn L;. Insbesondere folgt fir C € K, dass C € Inn L;. Da aber
auch C' € Ly und Lo N Ly = 0 folgt Ly C Inn L1, d.h. ¢t < s und somit

dh(A,C) < dh(A,P) = dh(A, B) +r= dh(A,B) + dh(B,C) ,



nach Definition von s, t und r sowie der gleichen Rechnung wie da nach Konstruk-
tion A, B, P auf einer h-Geraden liegen und B auf der h-Strecke AP},.Das zeigt mit
< fiir diesen Fall.

Seien nun schliefllich umgekehrt Punkte A, B und C auf einer h-Geraden gegeben,
so dass B auf der h-Strecke AC} liegt. Nach gleicher Argumentation wie oben liegen
ohne Einschrinkung die Punkte A, B und C auf h, fiir ein ¢ € R und mit der analogen

Rechnung wie in (5.4) folgt (5.3) mit =. O]
Wir kommen nun zum ersten und zweiten Axiom fiir das Modell H.

Lemma 5.27. Das Paar (H, dy,) ist ein metrischer Raum. Auflerdem sind die h-Geraden
genau die Geraden im Sinne von Definition [2.9

Beweis. Wir miissen zeigen, dass dj symmetrisch und nicht-ausgeartet ist. Gegeben zwei
verschiedene Punkte A, B € H. Wie am Anfang von Beweis von Lemma [5.26] gilt ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit, dass A, B € h. mit einem ¢ € R. Setze y4 := SA und
yp = $B und berechne

dp(A,B) =|lnya —Inyg| = |Inyp — Inya| = dn(A, B).

AuBerdem gilt dj(A, B) > 0 da In eine injektive Funktion ist. Das zeigt (i) — (iii) von
Definition [2.4] Punkt (iv) folgt aus Lemma [5.26] Somit ist (H, dj) ein metrischer Raum.
Zeigen wir, dass h-Geraden auch Geraden im Sinn von Definition [2.9]sind. Angenommen
g = h¢, dann definiere

d:h.— R, (c,y) — Iny,

Diese Funktion ist eine Bijektion und abstandserhaltend, denn mit y4 := SA und yp :=
S B folgt
dy(A, B) = |Inya — nys| = |(4) — B(B).

Angenommen g = h, -, dann definiere

Q:he, - R, P:a+rew+—>lntan§.
Da die Funktion Intan : (0,7/2) — R eine Bijektion ist, ist auch ® eine Bijektion und
mit Aufgabe 13.7 auch abstandserhaltend, denn mit A = a 4 re®4 und B = a + re'¥B
gilt
dn(A, B) = ’lntan(p—; - lntan(%g = }<I>(A) - <I>(B)} .

Wir miissen noch zeigen, dass auch umgekehrt, jede Gerade fiir d;, beziiglich Definiti-
on[2.9 auch eine h-Gerade ist. Sei dazu (AB) eine Gerade fiir dj, beziiglich Definition [2.9]
Nach Lemma [5.25] gibt es eine eindeutige h-Gerade g, so dass A, B € g. Wir miissen zei-
gen, dass (AB) = g. Sei dazu P € (AB). Falls P auf der Strecke AB liegt, folgt

dh(A> P) +dh(P7 B) = dh(AaB)v

und somit nach Lemma P € h. Analog folgen die anderen Fille, A auf der Strecke
PB und B auf der Strecke AP. Damit (AB) C g. Wort fiir Wort mit dem Unterschied,
dass wir Strecken durch h-Strecken ersetzen folgt auch g C (AB). O]



Satz 5.28. Das Modell (H,dy,, £1,) ist ein Modell der hyperbolischen Geometrie.

Beweis. Axiome (I) und (II) wurde schon in den Lemmata [5.27 und nachgewie-
sen. Zeigen wir nun Axiom (III). Wie in Beweis von Lemma [5.24] zeigen wir, dass nach
geeigneter Inversion am Kreis die h-Strahlen in O den euklidischen Strahlen in O’ ent-
sprechen. Damit folgt Axiom (IIIa) und (IIIb) aus dem entsprechenden Axiom fiir das
kartesische Modell. Fiir (ITlc) betrachten wir die Abbildung

U HxHxH—-HxH, (4,0,B)~ (y ' (A-2),y ' (B-2))),

wobei O = x+iy mit 2,y € R. Eine einfache Ubung zeigt, dass ¥ stetig ist. Fiir (A’, B') =
U (A, O, B) gilt, da Mobiustransformationen winkeltreu sind, £, AOB = £}, A’0O’ B" wobei
O’ = i. Erneut nach geeigneter Inversion am Kreis, wie in Beweis von Lemma
werden die h-Strahlen durch O’ auf euklidischen Strahlen abgebildet. Insgesammt ist
die h-Winkelmaffunktion eine Komposition stetiger Funktionen, ndmlich von W, einer
Inversion am Kreis und der euklidischen Winkelmaffunktion fiir welche (IIlc) gilt. Somit
wurde (IIlc) nachgewiesen. Zeigen wir Axiomn (IV). Dazu seien AABC und AA'B'C’
zwei Dreiecke in H mit

dh(A, B) = dh(A/, B/) y dh(A, C) = dh(A/, Cl) und KhCAB = :EéhC/A/B/ .

Wir wollen zeigen, dass es eine Isometrie @ fiir dj, gibt, mit ®(A) = A’, ®(B) = B’ und
®(C) = C'. Zuniichst ist leicht zu sehen, dass es eine Isometrie gibt, welche A auf A’
abbildet, etwa gegeben durch Spiegelung an der h-Mittelsenkrechten der h-Strecke AAj .
Nach Anwenden dieser Isometrie auf A, B und C nehmen wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit an, dass A = A’. Nun gibt es wiederum eine Isometrie, nimlich Spiegelung
an der h-Geraden g durch die h-Winkelhalbierenden von £, BAB’, mit Fixpunkt A
welche B auf B’ abbildet. Nach Anwenden dieser Isometrie auf A, B und C' nehmen
wir nun an, dass A = A’ und B = B’. Falls £,CAB = £,C'A’B’ dann folgt da bereits
Axiom (IITa) nachgewiesen wurde, dass dann C' = C’ gelten muss. Im anderen Fall,
wenn £,CAB = —£,C'"A'B’, dann liefert die Spiegelung an der h-Geraden (AB), eine
Isometrie mit Fixpunkten A und B welche C' auf C’ abbildet wie gewiinscht. Zeigen wir
schlieBlich Axiom —(V). Dazu geniigt es drei geeignete h-Geraden und einen Punkt P
anzugeben, etwa g = hg, h = h; und k = h;; sowie P = (1,1). Offenbar gilt &, h||g und
Pehnk. O
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