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Musterlosung Blatt 1

Losung 2. Teil (i) Bezeichne die Bilinearform (-, -), : A¥V x A*V — k durch (lineare Fortset-
zung von) (v A -« Avg,wy A -+ Awy), = det ( (v, w;) ) . Die Bilinearform ist symmetrisch,

(]

denn fiir v =vy A--- Ay und w = wy A -+ Awy gilt
(v, w), = det ((v;, w;) )” = det ((wj, v;) )” = det ( (w;, v)) )” = (w,v),, .

Sei ey,...,e, € V eine Basis von V, orthonormal beziiglich (-,-), d.h. (e;,e;) = £;0;; wobei
g €{+l,—-1}. Fir1<i < - <z <nund 1 < j; <+ < jp < ngilt

=E&jp .- eikézjjl ce 5ikjk .

(€iy Ao Nej e N+ Nej, ), = det ( (€ips€5) )&m

Wir sehen, dass beziiglich der Basis {e; A---Ae; |1 <ip <--- <i; <n}von AFV hat (-,-),
Diagonalgestalt mit £1 auf der Diagonalen. Damit ist (-,-), nicht ausgeartet.

Teil (ii) Definiere v — *v durch lineare Fortsetzung von e;, A---Ae;, v €5, ... €, _ € A+ A
€j,_, wobei ji, ..., jn_i so gewdhlt, dass (e;,,...,€;,€),...,€; ,) eine positive Basis bilden.
Mit anderen Worten es gilt

e N Neg Nejy N---Nej =er N---Ney.
Firv=e; A---Ne;,, und w = e, A--- Aeg,_, betrachte die Differenz
VAW — (xv,w) e A Aey.

Wenn {{1,..., 0, }N{i,... it} # 0 verschwinden beide Terme und im anderen Fall gilt ohne
Einschrankung (¢4, ...,¢,—x) = (J1,- -, jn—k) und somit

VAW — (xv, W) e1 A ANep =€ N Ney —€jy . € Ejy o€ 1N Nep =0
Wir haben also in jedem Fall
vAw = (xv,w) e A Aey, (1)

fir alle v =¢€;, A---Ae;, und w =ep, A---Aeg,_,. Nach linearer Fortsetzung gilt (1) auch fir
alle v,w € A¥V. Wir haben gezeigt, dass es eine Abbildung v — *v gibt, die (1) erfiillt. Da
(-, ), nicht ausgeartet ist, ist *v wohldefiniert. In der Tat sei o € A" ¥V ein anderer k-Vektor,
der (1) erfiillt fiir alle w € A" *V. Dann gilt

(D,w),e1 N+ Nep, =vAw= (xv, W) 1 A\ Ne,.

Somit (0, w), = (xv,w), < (0 —xv,w), = 0 fiir alle w € A"*V. Damit 0 = xv.
Sei (€],...,e),) eine weitere orientierte ON-Basis von V. Die zugehorige Basistransforma-

rn

tionsmatrix A = (a}) liegt in SO(p, n — p) und somit
N Ne =detAeg A ANep,=el A Ney,.

Damit ist (1), also auch die Definition von %, unabhéngig der Wahl von (e, ..., e,).
Zu Teil (iia) Durch Konstruktion erfiillt * die Formel.
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Zu Teil (1ib) Es gilt
LA ANen=en A Ney Aejy A Aej = (1) " e Ao Ney  Aeig A Ae,
Somit ist (ej,,...,e;. ., (—=1)¥ ™ ®e, e, ... e;,) eine positive Basis. Damit

*<ej1 ARRENAN ejn—k) = (_1)k(n_k)5i1 < €464y ARERNA €y »

wxk (e N Ney) =€, ...65, % (e Ao Nej, ) = (=1)PHE=Re, ANy,

dagj, ... _.Ei - €y = (—=1)P. Durch lineare Fortsetzung gilt # = (—1)PHkn=F),
Zu Teil (iic) Wahle 1 < iy < -+ <ip <nund 1 </l <--- < <n,setzev =e; N---Ne;,
und w = e, A ... ey und betrachte die Differenz

wA*v— (=1)P (v,w),es A=+ ANey. (2)

Wenn {iy, ... i} # {l1,..., ¢} dann verschwinden beide Terme nach Teil (i). Im anderen Fall
gilt

€5 -, 61 N Ne, — (—1)p€i1 e | N...e, :O7
da wieder €, ...¢j,_,€i,...€i, = (—1)?. Nach linearer Fortsetzung verschwindet (2) fiir alle
Vektoren v, w € A¥V. Mit (1) gilt *e; A --- Ae, = 1, denn in diesem Fall ist w € A’V =k
und - A w ist die skalare Multiplikation. Wir wenden  auf (2) an und erhalten da die Differenz

verschwindet
x(w A xv) = (=1)" (v, w) .

Genauso zeigen wir (v A xw) = (—1)? (v, w).
Losung 3. Zu Teil (i) Betrachte zunachst a = f € Q°(M) = C°°(M). Dann gilt ix(a A ) =

ix(fB) = fixB wegen C*(M )-linearitat von ix. Damit haben wir die Gleichung gezeigt fiir
k=0. Sei nun o € Q'(M). Setze X = X;. Dann gilt fiir Xy,...X,, € X(M) mit m =1+

ix(Oé /\/B)(XQ, cee ,Xm) = (O./ AB)(Xl,XQ, cee ,Xm)

1 ,
- @ Z Sigh 7.‘-Oé()(ﬂ'(l))ﬁ(*XvW(Q)v s 7X7r(m))

= a(X1)B(Xa, ..., Xi) = > _(—1)a(X)B(X1, Xo, ..., K)o , X)

j=2
= (ix, 0 A B)( Xz, -, Xin) = (@ A (i, 8)) (X, - -, X))
Damit haben wir die Gleichung gezeigt fiir £ = 1. Per Induktion nach %k, nehmen wir an die

Gleichung gelte fiir alle o/ € Q¥(M) und 8 € QY(M). Sei o’ € QY (M). Wegen Assoziativitit
von A und der Induktionsvorrausetzung gilt fiir « = o/ A o € Q¥ (M)
ix(anB)=ix(@) A" AB)+ (—=1)Fa Nix(a” A B)
=ix(@)A (@ AB)+ (=1)F Nix()A B+ (=) A Nix(B)
ix(@) A B+ (=D anix(B).

Damit gilt die Gleichung auch fiir alle a € Q*"1(M) da sich (punktweise) jedes beliebige « als
Linearkombination von k + 1-Formen vom Typ o/ A o schreiben lésst.
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zu Teil (ii) Sei ¢y : M — M der Fluss von X. Schreibe oy = ¢fa und f; = ¢; 5. Es gilt fiir
X1, Xop € X(M) mit m =€+ k

(bt<05/\ﬁ)<X1,...,Xm) = WZSlgnﬂ'at(Xﬂ(l),... k))ﬁt( m(k+1)s - - - X,T(m))
Wir leiten nach ¢ ab und setzen ¢ = 0, unter Verwendung der Produktregel gilt
1 . *
(Lx(anB) (X, Xin) = 15 > SlgM((ﬁxa)(qu), s X)) B (X1 - - X))+

+ a(Xrqay, - Xa)) (LxB) (Xatr), - Xﬂ(m))>
= ((Lxa) AB+an (cxﬁ))(Xl, LX),

zu Teil (iii) Es gilt do;ya = ¢;da fiir alle t. Wir rechnen

Lxdo = atgb;‘da‘tzo = O v

—o = d@t(b;‘a‘tzo =dLxo.

Um Gleichung * zu sehen, rechne in lokalen Koordinaten ¢}aly = Y, fidz!, wobei hier d ' =
d,x™ A - A dyx™ die kanonische Basis von AFT *M darstellt, fir alle x € U. Insbesondere
hangt diese nicht von t ab! Wir rechnen mit Satz von Schwarz

0 fuda' =" Xn: 0,0y, frda? N da' = Z 0y, 01 foda? A da' = do, Z fedz" .
1

I j=1 I j=1

zu Teil (iv) Wir behaupten, dass sowohl Lx als auch ixd + dix Derivationen sind, d.h. die
Gleichung (a A B) = ¥(a) A+ aAp(B) erfilllen fiir » = Lx bzw. 1) = (ixd+dix). Das gilt
wegen Teil (i) fir Lx und fiir ixd + dix da mit Verwendung von Teil (1)

(Zxd + dlx)<04 A B) = ix(dOé N ,8 + (—1)k04 A dﬁ) + d(ixOé A ﬁ + (—1)kOé A ’Lxﬁ>
=ixda A B+ (=D da NixB+ (—=D¥ixa AdB + (—1)*a AixdB+
+dixa A B+ (1) Lixa AdB + (—1)fda NixB + (=1)* a Adixp
= (ZXd+ dix)oz VAN B +aA (lxd—f‘ d@)()ﬁ .
Wegen Linearitit ist die Differenz A := Lx — (ixd + dix) auch eine Derivation. Ahnlich

zur Induktion von Teil (i) reicht es zu zeigen, dass A auf Funktionen f und 1-Formen «
verschwindet. Es gilt

Af = Lxf —ixdf = X(f) = X(f) = 0.
Sei zunichst o = dg mit g € Q°(M). Mit Teil (iii)

Adg = Lxdg —dixdg =dLxg —dX(g) =dX(g) —dX(g) =0.

In einer Karte gilt |y = Y, fidz' mit Funktionen f; € C*°(U). Damit

(Ad) |y = Alaly) = ZA fidz') = A(fi)da' + fiA(da') = 0.
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Losung 4. Zu Teil (i) Seild = {(Uy, ¢n)} ein Atlas von M. Wir miissen drei Dinge nachweisen.
Erstens eine Topologie auf M definieren, welche Hausdorff ist und eine abzéhlbare Basis hat,
zweitens eine Uberdeckung von offenen Mengen finden, die jeweils Homéomorph zu Teilmengen
aus dem R" sind und drittens zeigen, dass die Kartenwechsel glatt sind. Zunachst stellen wir
fest, dass tiber jedem z € M genau zwei Elemente in 7 (x) € or(T} M) liegen.

(a)

(c)

Wir definieren auf M die Topologie
VCMistoffen <= 7(VNU.) und #(VNU,)ist offen V (U, ) € U.

Diese Topologie ist Hausdorf, denn gegeben x,y € M mit z # y, dann gibt es folgende
trennende Umgebungen: Wenn 7(x) = 7(y) € U, dann gilt zwangslaufig entweder = € U_
und y € Uy oder x € Uy und y € U_. Die trennenden Umgebungen sind dann U_ und
Us. Wenn 7(z) # 7n(y), dann gibt es trennende Umgebungen V, und V, von w(x) bzw.
7(y). Wir erhalten trennende Umgebungen von z und y durch 7—1(V,) und #—*(V,). Die
Topologie auf M hat auch eine abzihlbare Basis, denn fiir jedes Basiselement der Topologie
von M gibt es zwei Basiselemente der Topologie von M.

Die offenen ["Jberdeckung ist gegeben durch U(U7 ey (U, U U+) = M. Wie bereits im Tipp
angegeben, sind die Karten ¢ = pom : U. — o(U) C R" und ¢, = porw : Uy, —
e(U) CR™ Da¢:U — ¢(U) und 7|y, : U+ — U Homobomorphismen sind, ist auch ¢
ein Homoomorphismus.

Seien (Uy 4y @a,x) und (Ug s, pp,+) zwel Karten mit U, + N Us + # 0. Der Kartenwechsel
ist (954 0 puh = 95 0 g eingeschrinkt auf g+ (Uns) = a(Us) C RY; ist also glatt da
er mit einem Kartenwechsel fiir M iibereinstimmt.

zu Teil (i) Wenn M orientierbar ist, gibt es eine Volumenform w € Q™(M). Wir Definieren die
Abbildung s : M — M, z [w,]. Sei (U, ¢) eine Karte von M und (U, ¢4 ) die zugehorige
Karte von M. Es gilt ¢4 0sop!: ©(U) = ¢(U) ist die Identitét, insbesondere glatt. Also ist
s eine glatte Abbildung. Ausserdem gilt m o s = idy,.



