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Sommersemester 2019

Musterlösung Blatt 1
Lösung 2. Teil (i) Bezeichne die Bilinearform 〈·, ·〉k : ΛkV ×ΛkV → k durch (lineare Fortset-
zung von) 〈v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk〉k := det

(
〈vi, wj〉

)
i,j

. Die Bilinearform ist symmetrisch,

denn für v = v1 ∧ · · · ∧ vk und w = w1 ∧ · · · ∧ wk gilt

〈v, w〉k = det
(
〈vi, wj〉

)
i,j

= det
(
〈wj, vi〉

)
i,j

= det
(
〈wi, vj〉

)
i,j

= 〈w, v〉k .

Sei e1, . . . , en ∈ V eine Basis von V , orthonormal bezüglich 〈·, ·〉, d.h. 〈ei, ej〉 = εiδij wobei
εi ∈ {+1,−1}. Für 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n und 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n gilt

〈ei1 ∧ · · · ∧ eik , ej1 ∧ · · · ∧ ejk〉k = det
(
〈ei` , ejm〉

)
`,m

= εi1 . . . εikδi1j1 . . . δikjk .

Wir sehen, dass bezüglich der Basis {ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ n} von ΛkV hat 〈·, ·〉k
Diagonalgestalt mit ±1 auf der Diagonalen. Damit ist 〈·, ·〉k nicht ausgeartet.

Teil (ii) Definiere v 7→ ∗v durch lineare Fortsetzung von ei1∧· · ·∧eik 7→ εj1 . . . εjn−k
ej1∧· · ·∧

ejn−1 wobei j1, . . . , jn−k so gewählt, dass (ei1 , . . . , eik , ej1 , . . . , ejn−k
) eine positive Basis bilden.

Mit anderen Worten es gilt

ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
= e1 ∧ · · · ∧ en .

Für v = ei1 ∧ · · · ∧ eik und w = e`1 ∧ · · · ∧ e`n−k
betrachte die Differenz

v ∧ w − 〈∗v, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en .

Wenn {`1, . . . , `n−k}∩{i1, . . . , ik} 6= ∅ verschwinden beide Terme und im anderen Fall gilt ohne
Einschränkung (`1, . . . , `n−k) = (j1, . . . , jn−k) und somit

v ∧ w − 〈∗v, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en = e1 ∧ · · · ∧ en − εj1 . . . εjn−k
εj1 . . . εjn−k

e1 ∧ · · · ∧ en = 0 .

Wir haben also in jedem Fall

v ∧ w = 〈∗v, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en , (1)

für alle v = ei1 ∧ · · · ∧ eik und w = e`1 ∧ · · · ∧ e`n−k
. Nach linearer Fortsetzung gilt (1) auch für

alle v, w ∈ ΛkV . Wir haben gezeigt, dass es eine Abbildung v 7→ ∗v gibt, die (1) erfüllt. Da
〈·, ·〉k nicht ausgeartet ist, ist ∗v wohldefiniert. In der Tat sei ṽ ∈ Λn−kV ein anderer k-Vektor,
der (1) erfüllt für alle w ∈ Λn−kV . Dann gilt

〈ṽ, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en = v ∧ w = 〈∗v, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en .

Somit 〈ṽ, w〉k = 〈∗v, w〉k ⇐⇒ 〈ṽ − ∗v, w〉k = 0 für alle w ∈ Λn−kV . Damit ṽ = ∗v.
Sei (e′1, . . . , e

′
n) eine weitere orientierte ON-Basis von V . Die zugehörige Basistransforma-

tionsmatrix A = (aij) liegt in SO(p, n− p) und somit

e′1 ∧ · · · ∧ e′n = detAe1 ∧ · · · ∧ en = e1 ∧ · · · ∧ en .

Damit ist (1), also auch die Definition von ∗, unabhängig der Wahl von (e1, . . . , en).
Zu Teil (iia) Durch Konstruktion erfüllt ∗ die Formel.
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Zu Teil (iib) Es gilt

e1 ∧ · · · ∧ en = ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
= (−1)k(n−k)ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

∧ ei1 ∧ · · · ∧ eik

Somit ist (ej1 , . . . , ejn−k
, (−1)k(n−k)ei1 , ei2 , . . . , eik) eine positive Basis. Damit

∗
(
ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

)
= (−1)k(n−k)εi1 . . . εikei1 ∧ · · · ∧ eik ,

∗ ∗
(
ei1 ∧ · · · ∧ eik

)
= εj1 . . . εjn−k

∗
(
ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

)
= (−1)p+k(n−k)ei1 ∧ · · · ∧ eik ,

da εj1 . . . εjn−k
εi1 . . . εik = (−1)p. Durch lineare Fortsetzung gilt ∗∗ = (−1)p+k(n−k).

Zu Teil (iic) Wähle 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n und 1 ≤ `1 < · · · < `k ≤ n, setze v = ei1 ∧· · ·∧eik
und w = e`1 ∧ . . . e`k und betrachte die Differenz

w ∧ ∗v − (−1)p 〈v, w〉k e1 ∧ · · · ∧ en . (2)

Wenn {i1, . . . , ik} 6= {`1, . . . , `k} dann verschwinden beide Terme nach Teil (i). Im anderen Fall
gilt

εj1 . . . εjn−k
e1 ∧ · · · ∧ en − (−1)pεi1 . . . εin−k

e1 ∧ . . . en = 0 ,

da wieder εj1 . . . εjn−k
εi1 . . . εik = (−1)p. Nach linearer Fortsetzung verschwindet (2) für alle

Vektoren v, w ∈ ΛkV . Mit (1) gilt ∗e1 ∧ · · · ∧ en = 1, denn in diesem Fall ist w ∈ Λ0V = k
und · ∧w ist die skalare Multiplikation. Wir wenden ∗ auf (2) an und erhalten da die Differenz
verschwindet

∗
(
w ∧ ∗v

)
= (−1)p 〈v, w〉 .

Genauso zeigen wir ∗(v ∧ ∗w) = (−1)p 〈v, w〉.

Lösung 3. Zu Teil (i) Betrachte zunächst α = f ∈ Ω0(M) = C∞(M). Dann gilt iX(α ∧ β) =
iX(fβ) = fiXβ wegen C∞(M)-linearität von iX . Damit haben wir die Gleichung gezeigt für
k = 0. Sei nun α ∈ Ω1(M). Setze X = X1. Dann gilt für X2, . . . Xm ∈ X (M) mit m = 1 + `

iX(α ∧ β)(X2, . . . , Xm) = (α ∧ β)(X1, X2, . . . , Xm)

=
1

`!

∑
π

sign πα(Xπ(1))β(Xπ(2), . . . , Xπ(m))

= α(X1)β(X2, . . . , Xm)−
m∑
j=2

(−1)jα(Xj)β(X1, X2, . . . , X̂j, . . . , Xm)

= (iX1α ∧ β)(X2, . . . , Xm)− (α ∧ (iX1β))(X2, . . . , Xm).

Damit haben wir die Gleichung gezeigt für k = 1. Per Induktion nach k, nehmen wir an die
Gleichung gelte für alle α′ ∈ Ωk(M) und β ∈ Ω`(M). Sei α′′ ∈ Ω1(M). Wegen Assoziativität
von ∧ und der Induktionsvorrausetzung gilt für α = α′ ∧ α′′ ∈ Ωk+1(M)

iX(α ∧ β) = iX(α′) ∧ (α′′ ∧ β) + (−1)kα′ ∧ iX(α′′ ∧ β)

= iX(α′) ∧ (α′′ ∧ β) + (−1)kα′ ∧ iX(α′′) ∧ β + (−1)k+1α′ ∧ α′′ ∧ iX(β)

= iX(α) ∧ β + (−1)k+1α ∧ iX(β) .

Damit gilt die Gleichung auch für alle α ∈ Ωk+1(M) da sich (punktweise) jedes beliebige α als
Linearkombination von k + 1-Formen vom Typ α′ ∧ α′′ schreiben lässt.
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zu Teil (ii) Sei φt : M →M der Fluss von X. Schreibe αt = φ∗tα und βt = φ∗tβ. Es gilt für
X1, . . . , Xm ∈ X (M) mit m = `+ k

φ∗t (α ∧ β)(X1, . . . , Xm) =
1

k!`!

∑
π

sign πα∗t (Xπ(1), . . . , Xπ(k))β
∗
t (Xπ(k+1), . . . , Xπ(m))

Wir leiten nach t ab und setzen t = 0, unter Verwendung der Produktregel gilt

(LX(α ∧ β))(X1, . . . , Xm) =
1

k!`!

∑
π

sign π
(

(LXα)(Xπ(1), . . . , Xπ(k))β
∗(Xπ(k+1), . . . , Xπ(m))+

+ α(Xπ(1), . . . , Xπ(k))(LXβ)∗(Xπ(k+1), . . . , Xπ(m))
)

=
(
(LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ)

)
(X1, . . . , Xm).

zu Teil (iii) Es gilt dφ∗tα = φ∗tdα für alle t. Wir rechnen

LXdα = ∂tφ
∗
tdα
∣∣
t=0

= ∂tdφ
∗
tα
∣∣
t=0

∗
= d∂tφ

∗
tα
∣∣
t=0

= dLXα .

Um Gleichung ∗ zu sehen, rechne in lokalen Koordinaten φ∗tα|U =
∑

I ftdx
I , wobei hier dxx

I =
dxx

i1 ∧ · · · ∧ dxxik die kanonische Basis von ΛkT ∗xM darstellt, für alle x ∈ U . Insbesondere
hängt diese nicht von t ab! Wir rechnen mit Satz von Schwarz

∂td
∑
I

ftdx
I =

∑
I

n∑
j=1

∂t∂xjftdx
j ∧ dxI =

∑
I

n∑
j=1

∂xj∂tftdx
j ∧ dxI = d∂t

∑
I

ftdx
I .

zu Teil (iv) Wir behaupten, dass sowohl LX als auch iXd+ diX Derivationen sind, d.h. die
Gleichung ψ(α∧ β) = ψ(α)∧ β +α∧ψ(β) erfüllen für ψ = LX bzw. ψ = (iXd+ diX). Das gilt
wegen Teil (ii) für LX und für iXd+ diX da mit Verwendung von Teil (i)

(iXd+ diX)(α ∧ β) = iX(dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ) + d(iXα ∧ β + (−1)kα ∧ iXβ)

= iXdα ∧ β + (−1)k+1dα ∧ iXβ + (−1)kiXα ∧ dβ + (−1)2kα ∧ iXdβ+

+ diXα ∧ β + (−1)k−1iXα ∧ dβ + (−1)kdα ∧ iXβ + (−1)2kα ∧ diXβ
= (iXd+ diX)α ∧ β + α ∧ (iXd+ diX)β .

Wegen Linearität ist die Differenz ∆ := LX − (iXd + diX) auch eine Derivation. Ähnlich
zur Induktion von Teil (i) reicht es zu zeigen, dass ∆ auf Funktionen f und 1-Formen α
verschwindet. Es gilt

∆f = LXf − iXdf = X(f)−X(f) = 0 .

Sei zunächst α = dg mit g ∈ Ω0(M). Mit Teil (iii)

∆dg = LXdg − diXdg = dLXg − dX(g) = dX(g)− dX(g) = 0 .

In einer Karte gilt α|U =
∑

i fidx
i mit Funktionen fi ∈ C∞(U). Damit(

∆α
)
|U = ∆(α|U) =

∑
i

∆(fidx
i) =

∑
i

∆(fi)dx
i + fi∆(dxi) = 0 .
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Lösung 4. Zu Teil (i) Sei U = {(Uα, ϕα)} ein Atlas von M . Wir müssen drei Dinge nachweisen.
Erstens eine Topologie auf M̃ definieren, welche Hausdorff ist und eine abzählbare Basis hat,
zweitens eine Überdeckung von offenen Mengen finden, die jeweils Homöomorph zu Teilmengen
aus dem Rn sind und drittens zeigen, dass die Kartenwechsel glatt sind. Zunächst stellen wir
fest, dass über jedem x ∈M genau zwei Elemente in π−1(x) ∈ or(T ∗xM) liegen.

(a) Wir definieren auf M̃ die Topologie

V ⊂ M̃ ist offen ⇐⇒ π(V ∩ U−) und π(V ∩ U+) ist offen ∀ (U,ϕ) ∈ U .

Diese Topologie ist Hausdorf, denn gegeben x, y ∈ M̃ mit x 6= y, dann gibt es folgende
trennende Umgebungen: Wenn π(x) = π(y) ∈ U , dann gilt zwangsläufig entweder x ∈ U−
und y ∈ U+ oder x ∈ U+ und y ∈ U−. Die trennenden Umgebungen sind dann U− und
U+. Wenn π(x) 6= π(y), dann gibt es trennende Umgebungen Vx und Vy von π(x) bzw.
π(y). Wir erhalten trennende Umgebungen von x und y durch π−1(Vx) und π−1(Vy). Die

Topologie auf M̃ hat auch eine abzählbare Basis, denn für jedes Basiselement der Topologie
von M gibt es zwei Basiselemente der Topologie von M̃ .

(b) Die offenen Überdeckung ist gegeben durch
⋃

(U,ϕ)∈U
(
U− ∪U+

)
= M̃ . Wie bereits im Tipp

angegeben, sind die Karten ϕ− = ϕ ◦ π : U− → ϕ(U) ⊂ Rn und ϕ+ = ϕ ◦ π : U+ →
ϕ(U) ⊂ Rn. Da ϕ : U → ϕ(U) und π|U± : U± → U Homöomorphismen sind, ist auch ϕ±
ein Homöomorphismus.

(c) Seien (Uα,±, ϕα,±) und (Uβ,±, ϕβ,±) zwei Karten mit Uα,± ∩ Uβ,± 6= ∅. Der Kartenwechsel
ist ϕβ,± ◦ ϕ−1α,± = ϕβ ◦ ϕ−1α eingeschränkt auf ϕα,±(Uα,±) = ϕα(Uα) ⊂ Rn; ist also glatt da
er mit einem Kartenwechsel für M übereinstimmt.

zu Teil (ii) Wenn M orientierbar ist, gibt es eine Volumenform ω ∈ Ωn(M). Wir Definieren die

Abbildung s : M → M̃ , x 7→ [ωx]. Sei (U,ϕ) eine Karte von M und (U±, ϕ±) die zugehörige

Karte von M̃ . Es gilt ϕ± ◦ s ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ ϕ(U) ist die Identität, insbesondere glatt. Also ist
s eine glatte Abbildung. Ausserdem gilt π ◦ s = idM .
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