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Aufgabe 1.)
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Aufgabe 2.)
(i) Sei: (0,27) x (—m,7) = 5%, (p,0) — (cosf cos g, cos f sin p, sin §) Kugelkoordinatn auf
S2. Wir berrechnen den Pull-back
Y*w = cos B cos p d(cosOsin ) A d(sin f) — cos 6 sin ¢ d(cos 6 cos @) A d(sin §)

+ sin 0 d(cos 6 cos @) A (cos 0 sin @)

= cos@cosgp( — sinfsin p df + cos&cosgpdgo) A cos 0 df
— cos@singo( —sinf cos pdf — cos@singpdgo) A cos 6 df
+sin0( —sinf cos pdf — cos@singodgp) A ( — sin@singod@+cos€cosgpdgo)

= cos® 9(COS2 @ + sin? cp) do A df + sin® 6 cos 0( cos? ¢ + sin® 4,0) do N db

= cosfdp Adf .

Das Komplement des Bildes von 1) ist eine Nullmenge. Deshalb
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Wir miissen noch zeigen, dass (im),7 ') eine positive Karte ist. Da t¢*w ein positives
Vielfaches von dp A df ist, geniigt es zu zeigen, dass w eine positive Volumenform ist.
Das ist gegeben, denn mit v := 20, + y0, + 20, einem auBeren Normalenvektorfeld gilt
iy(de Ndy Ndz) = w.

(ii) betrachte v : (0,2m) x (0,27) — T? gegeben durch (¢, 6) — (cos @, sin @, cos §,sin ). Wir
berrechnen

Y w = sinpsin @ d(cos p) A d(cos ) — sin ¢ cos  d(cos ) A d(sin §)
— cospsinf d(sin p) A d(cos ) + cos ¢ cos 8 d(sin ) A d(sin §)
= (sin2 @ sin? @ + sin® ¢ cos? 0 + cos® psin® 6 4 cos? p cos? 9) de A df
= (sin® p(cos® f + sin® 0) + cos” p(sin®§ + cos” ) dp A df = dp A df

Da wieder das Komplement vom Bild von 1 eine Nullmenge ist, berrechnen wir

2w 2m
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Nach Definition der Produktorientierung ist (imw), =t = ¢y x o7 1) eine positive Karte.

Aufgabe 3.)

(i) Sei U C M eine offene Menge und Xj,..., X, € X(U) Vektorfelder, welche punktweise
eine positive orthonormale Basis bilden. Dann gilt voly(X7,...,X,) = 1 auf U und mit
der Formel fiir die Lie-Ableitune

(,CXV01M)(X1, e 7Xn) = ,Cx(]_) — ZVOIM(Xl, e 7Xj—17£XXj7Xj—1a e 7Xn)
j=1

= — Z gi9(Lx Xj, Xg)voly (X, .., X1, X, Xjpa, .., Xn)

1<i,j<n

= ZgquXv Xj]an>
j=1

==Y 59(VxX; — Vx, X, X))
j=1

= — Zsj (9(VxXj, X;) — 9(Vx, X, X))
=1

== & 3 X(9(X;5, X)) =9(V, X, X;) | = div(X)
=1 —

Wir schliessen L£xvoly = div(X)voly,.

(ii) Mit Cartans Formel, Satz von Stokes und Schritt (¢)

/le(X)VOlM:/ ,CXvOIM:/ (iXod+dOiX)V01M:/ d’inOlM:/ inOIM.
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Wir zerlegen X = eg(X,v)v + X! wobei X parallel zu X ist. AuBerdem da die Kon-
traktion 7x tensoriell in X ist und 7,voly; = volgps

ixvoly = eg(X,v)i,voly + ixyvoly = eg(X, v)volgar + ixyvolas,

Der Pull-back von iyvoly; auf OM verschwindet, da n Vektoren im Tangentialraum von
TOM linear abhangig sind. Damit setzen wir die Rechnung fort und erhalten

/div(X)volea/ g(X,v)volan
M

oM

Aufgabe 4.) Die Menge M ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand da eine offene Teilmenge der
Mannigfaltigkeit mit Rand {(z,y) € R? | 2% + y* < 1}. Sie ist auBlerdem mit der Volumenform
dx A dy orientierbar. Wir berrechnen mit Polarkoordinaten (r, ) — (7 cos ¢, rsin ¢).
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