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Aufgabe 1.)

(i)

(i)

(i)

Wir rechnen fiir v € T, M ohne Angabe des Punktes x

gla® v) = Z g(big" 0z, v 02)) = Zbigijvzgjg = Zbiveéé = Z biv' = a(v).
1<i,j,0<n 0,4, il i (1)
X,0) = 3 a0 0y) = 3 iy = X0,
i,J ()
Wir zeigen, dass of durch die Gleichung eindeutig bestimmt ist: Sei af die Definition
beziiglich einer anderen Karte. Es gilt

g(O[ﬁ,?J) :g(dﬁav) — g(aﬁ_dﬁav)'

Das gilt fiir alle v € T, M. Da g nicht-ausgeartet ist, folgt af = a*. Analog gilt fiir X°
beziiglich einer anderen Karte

X(w)=g(X,v)=X"(v) = (X—X")(v)=0.

Das gilt wieder fiir alle v € T, M, also X” = X°. Wir zeigen, dass die Abbildungen invers
zueinander sind: Nach (1) gilt fiir alle v € T, M

g(XV0) = X" (1) = g(X,v),  ((a))(v) = gla%,v) = alv).
Wieder da g nicht-ausgeartet ist, schliessen wir X = (X")* und o = (a#)".

Wegen (i) ist X ein Gradientenfeld, genau dann wenn o = X” € Q!'(M) exakt ist. Sei
also X = (df)* ein Gradientenfeld und ~ : [0,1] — M mit (1) = x; und v(0) = z, ein
Pfad. Nach Satz von Stokes hangt das Integral

[ oecna=[Caa= [ yo= [ = - s

nur von xy und x; aber nicht von v ab. Somit ist X wegunabhéngig.

Sei nun X wegunabhéangig. Ohne Einschrankung ist M bogenzusammenhangend. Fixiere
zo und definiere f(z) := f7 a, wobei v ein Pfad von xy nach z ist. Sei v € T, M und

v 10,14 ¢] = M ein Pfad mit v(0) = x¢, 7(1) = z und 4(1) = v. Es gilt

d d t ) d ; |
t=1/0 TeT /o () (Y(s)) ds = oz (v) .

450 = 2| s =2
Damit gilt df = o bzw. (df)* = X.

Sei X € Xipegrad(M) und o = X", Behauptung da = 0. Beweis: Sei € M beliebig
und U eine Umbegung, so dass X|y = (df ) <= aly = df fiir ein f € C®(U). Damit
(da)|y = (daly) = &®f = 0. Andererseits sei o € Q1(M) mit da = 0. Behauptung of €
Xlocgrad(M). Beweis: Sei z € M beliebung und U Umbebung mit U = R". Da H}(U) =0
ist [a|y] = 0. Somit gibt es f € C®(U), so dass df = a|y <= (df)* = X|y. Wir haben
gezeigt, dass Xjoegrad(M) — Zin(M), X — X > ein Isomorphismus ist. Die Verkettung
mit Zjp(M) — Hjr(M) ist immernoch surjektiv und hat den Kern Xg.qa(M), da X ein
Gradientenfeld ist, genau dann wenn es exakt ist. Also Hjp(M) = Z1,(M)/Bip(M) =
xlocgrad(M)/%grad<M)-

t=1 t=1
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Aufgabe 2.) Setze M := R?*\ {p,q}. Betrachte die Mayer-Vietoris Sequenz fiir R? mit
U=TR?*\ {p} und V = R?\ {¢q}. Mit Verwendung dass U = V ~ S gilt

o HMR?) —— H*(SY) @ H*(S") —— H¥(M) — H"'(R?) —— . ..

Fiir k& > 0 schlieBen wir H*(M) = H*(S') @ H*(S'); d.h. HY(M) = R? und H*(M) = 0 fiir
k> 2. AuBerdem H°(M) = R da M zusammenhingend ist (oder mit Mayer-Vietoris Sequenz
wenn k = 0). Basis von H°(M) ist Representiert durch [f] mit f(z) = 1 fiir alle z € M. Die
Basis von H'(M) ist gegeben durch [a], [B] wobei mit p = (0,0) und ¢ = (1,0)

ydxr — xdy
o =2—"“
ZE2 + y2

~ ydr — (v —1)dy

S P VR

Hier wurde berechnet: o = r*ag und oy = ydz — ydr und r : R*\ {0} — S', (z,y) —
(x,y)/+/ 2% + y? die Deformationsretraktion.

Aufgabe 3.)

(i) Sei f = c¢. Behauptung df = 0. Beweis: Sei x € M beliebig und v € T, M beliebig. Sei
v :(—e,e) = M ein Pfad mit y(0) = 2 und ¥ = v. Damit

d
dt ¢

t=0

Fot)) = 2

da:f(v) =0 = E

Also df = 0.

Sei nun df = 0. Fixiere xo € M und sei x € M beliebig. Sei v ein Pfad von xy nach
x. Mit Satz von Stokes gilt f(z) — f(xo) = fv df = 0. Damit f(z) = f(x¢) =: ¢ fiir alle
x e M.

(ii) Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Abbildung I — M, i — x;, so dass z; € M; fir
alle i € I. Betrachte die Abbildung Z% (M) = HO (M) — R, [f] = (f(z:))ies. Diese
Abbildung ist offensichtlich linear und hat die Inverse ¢ = (¢;);er — f. wobei f.(z) = ¢
wenn « € M;. Das ist nach Schritt (i) wohl-definiert.

Aufgabe 4) Seiay,...,a, € Q(M) die punktweise duale Basis von X7, ..., X,, € X(M). Die
Formen o sind glatt, denn wenn X; = 37" | a’0z; und oy = Y, bpeda® gilt 6 = ap(X;) =
Zi,é aé-bgkéf =>, aﬁbgk. In Matrizenschreibweise £ = A - B, wobei E die Einheitsmatrix, A =
(af) und B = by; also sind Koeffizienten von B = A~! glatte Funktionen in af, insbesondere
glatt. Damit definiere nun die Formen (o := a;; A -+ Ay, ) C QF(M), wobei I = (iy,. .., i)
iiber alle geordeten Tupel verlduft. Sei nun w € QF(M) beliebig. Da (a;); punktweise eine
Basis von A*T*M bildet, gibt es Funktionen f; : M — R so dass w = > frar. Ahnlich
zu eben, zeigt man, dass die Funktionen f; glatt sind. Sei eq,...,e, eine Basis auf R" und

er =e;, N\--- Ne;, die assozierte Basis auf AFR™. Damit ist die Abbildung

Vi O®(M)@ AR = Q"(M), > fi®er— Y frar,
I

ein Isomorphismus. Auflerdem ¥(f ®e; Ag®ey) =(fgR@erNey) = fgarAay =1(f @er) A
Y(f ® ey); also ist 1) sogar ein Isomorphismus von Algebren.
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