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Aufgabe 1.)

(i) Wir rechnen für v ∈ TxM ohne Angabe des Punktes x

g(α], v) =
∑

1≤i,j,`≤n

g(big
ij∂xj, v

`∂x`) =
∑
i,j,`

big
ijv`gj` =

∑
i,`

biv
`δi` =

∑
i

biv
i = α(v) .

g(X, v) =
∑
i,j

aivjg(∂xi, ∂xj) =
∑
i,j

aivjgij = X[(v) .
(1)

Wir zeigen, dass α] durch die Gleichung eindeutig bestimmt ist: Sei ᾱ] die Definition
bezüglich einer anderen Karte. Es gilt

g(α], v) = g(ᾱ], v) ⇐⇒ g(α] − ᾱ], v) .

Das gilt für alle v ∈ TxM . Da g nicht-ausgeartet ist, folgt α] = ᾱ]. Analog gilt für X̄[

bezüglich einer anderen Karte

X[(v) = g(X, v) = X̄[(v) ⇒ (X[ − X̄[)(v) = 0 .

Das gilt wieder für alle v ∈ TxM , also X̄[ = X[. Wir zeigen, dass die Abbildungen invers
zueinander sind: Nach (1) gilt für alle v ∈ TxM

g
(
(X[)], v

)
= X[(v) = g(X, v) , ((α])[)(v) = g(α], v) = α(v) .

Wieder da g nicht-ausgeartet ist, schliessen wir X = (X[)] und α = (α])[.

(ii) Wegen (i) ist X ein Gradientenfeld, genau dann wenn α = X[ ∈ Ω1(M) exakt ist. Sei
also X = (df)] ein Gradientenfeld und γ : [0, 1] → M mit γ(1) = x1 und γ(0) = x0 ein
Pfad. Nach Satz von Stokes hängt das Integral∫ 1

0

gγ(X, γ̇) dt =

∫ 1

0

α(γ̇) dt =

∫
[0,1]

γ∗α =

∫
[0,1]

γ∗df = f(x1)− f(x0) ,

nur von x0 und x1 aber nicht von γ ab. Somit ist X wegunabhängig.

Sei nun X wegunabhängig. Ohne Einschränkung ist M bogenzusammenhängend. Fixiere
x0 und definiere f(x) :=

∫
γ
α, wobei γ ein Pfad von x0 nach x ist. Sei v ∈ TxM und

γ : [0, 1 + ε]→M ein Pfad mit γ(0) = x0, γ(1) = x und γ̇(1) = v. Es gilt

dxf(v) =
d

dt

∣∣∣
t=1
f(γ(t)) =

d

dt

∣∣∣
t=1

∫ t

0

γ∗α =
d

dt

∣∣∣
t=1

∫ t

0

αγ(s)(γ̇(s)) ds = αx(v) .

Damit gilt df = α bzw. (df)] = X.

(iii) Sei X ∈ Xlocgrad(M) und α := X[. Behauptung dα = 0. Beweis: Sei x ∈ M beliebig
und U eine Umbegung, so dass X|U = (df)] ⇐⇒ α|U = df für ein f ∈ C∞(U). Damit
(dα)|U = (dα|U) = d2f = 0. Andererseits sei α ∈ Ω1(M) mit dα = 0. Behauptung α] ∈
Xlocgrad(M). Beweis: Sei x ∈M beliebung und U Umbebung mit U ∼= Rn. Da H1

dR(U) = 0
ist [α|U ] = 0. Somit gibt es f ∈ C∞(U), so dass df = α|U ⇐⇒ (df)] = X|U . Wir haben
gezeigt, dass Xlocgrad(M) → Z1

dR(M), X 7→ X[ ein Isomorphismus ist. Die Verkettung
mit Z1

dR(M) → H1
dR(M) ist immernoch surjektiv und hat den Kern Xgrad(M), da X ein

Gradientenfeld ist, genau dann wenn es exakt ist. Also H1
dR(M) = Z1

dR(M)/B1
dR(M) ∼=

Xlocgrad(M)/Xgrad(M).
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Aufgabe 2.) Setze M := R2 \ {p, q}. Betrachte die Mayer-Vietoris Sequenz für R2 mit
U = R2 \ {p} und V = R2 \ {q}. Mit Verwendung dass U ∼= V ∼ S1 gilt

. . . // Hk(R2) // Hk(S1)⊕Hk(S1) // Hk(M) // Hk+1(R2) // . . .

Für k > 0 schließen wir Hk(M) ∼= Hk(S1) ⊕ Hk(S1); d.h. H1(M) = R2 und Hk(M) = 0 für
k ≥ 2. Außerdem H0(M) ∼= R da M zusammenhängend ist (oder mit Mayer-Vietoris Sequenz
wenn k = 0). Basis von H0(M) ist Representiert durch [f ] mit f(x) = 1 für alle x ∈ M . Die
Basis von H1(M) ist gegeben durch [α], [β] wobei mit p = (0, 0) und q = (1, 0)

α :=
ydx− xdy
x2 + y2

, β :=
ydx− (x− 1)dy

(x− 1)2 + y2
.

Hier wurde berechnet: α = r∗α0 und α0 = ydx − ydx und r : R2 \ {0} → S1, (x, y) →
(x, y)/

√
x2 + y2 die Deformationsretraktion.

Aufgabe 3.)

(i) Sei f ≡ c. Behauptung df = 0. Beweis: Sei x ∈ M beliebig und v ∈ TxM beliebig. Sei
γ : (−ε, ε)→M ein Pfad mit γ(0) = x und γ̇ = v. Damit

dxf(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0
f(γ(t)) =

d

dt

∣∣∣
t=0
c = 0 .

Also df = 0.

Sei nun df = 0. Fixiere x0 ∈ M und sei x ∈ M beliebig. Sei γ ein Pfad von x0 nach
x. Mit Satz von Stokes gilt f(x) − f(x0) =

∫
γ
df = 0. Damit f(x) = f(x0) =: c für alle

x ∈M .

(ii) Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Abbildung I → M , i 7→ xi, so dass xi ∈ Mi für
alle i ∈ I. Betrachte die Abbildung Z0

dR(M) = H0
dR(M) → RI , [f ] 7→ (f(xi))i∈I . Diese

Abbildung ist offensichtlich linear und hat die Inverse c = (ci)i∈I 7→ fc wobei fc(x) = ci
wenn x ∈Mi. Das ist nach Schritt (i) wohl-definiert.

Aufgabe 4) Sei α1, . . . , αn ∈ Ω1(M) die punktweise duale Basis von X1, . . . , Xn ∈ X(M). Die
Formen αj sind glatt, denn wenn Xj =

∑n
i=1 a

i
j∂xi und αk =

∑n
`=1 b`kdx

` gilt δjk = αk(Xj) =∑
i,` a

i
jb`kδ

`
i =

∑
` a

`
jb`k. In Matrizenschreibweise E = A · B, wobei E die Einheitsmatrix, A =

(a`j) und B = b`k; also sind Koeffizienten von B = A−1 glatte Funktionen in aik, insbesondere
glatt. Damit definiere nun die Formen (αI := αi1 ∧ · · · ∧ αik)I ⊂ Ωk(M), wobei I = (i1, . . . , ik)
über alle geordeten Tupel verläuft. Sei nun ω ∈ Ωk(M) beliebig. Da (αI)I punktweise eine
Basis von ΛkT ∗M bildet, gibt es Funktionen fI : M → R so dass ω =

∑
I fIαI . Ähnlich

zu eben, zeigt man, dass die Funktionen fI glatt sind. Sei e1, . . . , en eine Basis auf Rn und
eI = ei1 ∧ · · · ∧ eik die assozierte Basis auf ΛkRn. Damit ist die Abbildung

ψ : C∞(M)⊗ Λ∗Rn → Ω∗(M) ,
∑
I

fI ⊗ eI 7→
∑

fIαI ,

ein Isomorphismus. Außerdem ψ(f ⊗ eI ∧ g⊗ eJ) = ψ(fg⊗ eI ∧ eJ) = fgαI ∧αJ = ψ(f ⊗ eI)∧
ψ(f ⊗ eJ); also ist ψ sogar ein Isomorphismus von Algebren.
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