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Losung Blatt 4

Aufgabe 1.) Angenommen es gibt r : M — OM, so dass r oi = idgy. Da OM orientierbar
und kompakt ist, gibt es w € Q"71(0M), so dass [,,, w # 0. Damit nach Satz von Stokes

0 # w:/ i*r*w:/dr*w:/r*dw:O,
oM oM M M

da dw € Q"(OM) = 0.

Aufgabe 2.)

(i)

Sei U eine Umbegung von p homéomorph zu R" und V := M \ {p}. Mit UNV ~ S"~1
haben wir

. —— HF(M) —= H*(M \ {p}) ® H*(R") — H*(5" 1) —= HF (M) — ...

(1)
Nach Blatt 3 Aufgabe 3 gilt HY(M) = H°(M \ {p}) = R. Damit fiir k = 0

0—>R—>R®R—=R——> H'(M) —= H' (M \ {p}) —=0 .

Wegen Exaktheit H'(M) = HY(M \ {p}). Firr 1 < k <n—1 folgt H*(M) = H*(M\ {p})
aus (7?). Fir k = n — 1 berechnen wir ¢ : H"*(S"™') — H"(M) durch §[w] — [dpyw]
wobei {py, pv} eine Teilung der Eins untergeordnet zu {U,V} ist. Um zu zeigen, dass
[dpuw] # 0 gentigt es zu zeigen, dass [, dpyw # 0. Ohne Einschrinkung sei U = R" eine
Koordinatenumgebung wobei p mit 0 identifiziert wird. Verwende sphéarische Koordinaten
(r,61,...,60,_2,¢) auf R". Ohne Einschrankung ist py(x) = p(r) wobei p(r) =1fir 1 > ¢
und p(r) = 0 fiir r < /2. AuBerdem sei w eine Volumenform auf {r = ¢} =~ Sn-!
unabhangig von r. Damit

[ o= [ dpvo = [oprar [ w=pie) - pt0) =1.
M U 0 {r=¢}

Wir wenden dies auf die Mayer-Vietoris Sequenz fiir kK = n — 1 an und schlieflen:

0 —H""Y(M) — H""'(M \ {p}) R—~R——H"(M\ {p}) —=0
Wegen Exaktheit H"~1(M) = H" (M \ {p}) und H"(M \ {p}) = 0.

Angenommen ¢ ist nicht surjektiv, etwa ¢~ (p) = 0 fiir ein p € M. Sei ¢: N — M\ {p},
x> ¢(z) und j: M \ {p} — M die Einbettung. Es gilt ¢ = j o ¢. Danach 0 # ¢*[w] =
¢"j*[w] =0, da H"(M \ {p}) = 0.

Sei w = pdx N dy wobei p : C — R eine positive Funktion mit Integral f(cw = 1.
Angenommen [ ¢*w = 0. Es gilt ¢*w = po¢ det Do dx Ndy = po ¢ (0u® +0yu?) dx Ady.
Damit

0:/¢*w:/p0¢(8$u2+8yu2)dx/\dy.
C C

Da p eine positive Funktion ist muss d,u? 4+ d,u? = 0. Daraus folgt, dass u konstant ist.
Da ¢ die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillt folgt auch, dass v konstant und demnach
¢ konstant ist. Wir schliessen: Wenn ¢ nicht konstant ist, dann ist |, ; ¢*w # 0 und somit
¢ surjektiv.
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Aufgabe 3.) Teil i) Mit gleichen Bezeichnungen wie Aufgabe 2. Wir haben die Mayer-
Vietoris Sequenz fiir die DeRham Kohomologie mit kompaktem Trager. Diesmal kénnen wir
nur UNV 2 R"\ {0} und U = R" einsetzen. Es gilt H*(M) = H*(M) da M kompakt ist.

= HF(R"\{0}) —= HZ (M \ {p}) & H{(R") —= H*(M) — HI"' (R \ {0}) — ...
Nach Poincaré-Dualitat folgt

HE(R™\ {0})* = H"F(R"\ {0}) = H"F(S" 1) = {R wenn k = 1,n

0 sonst.

Es ist H)(M \ {p}) = 0 und H°(M) = R. Wir setzen dies in die Sequenz ein (unter der
Vorrausetzung n > 2)

0——>R——R— H:(M\ {p}) — H'(M) —0

Das heisst HX(M \ {p}) = H*(M) via j.. Wenn 1 < k < n — 1 folgt genauso H*(M \ {p}) =
H*(M) via j.. Der Rest

J &

0 HE=H (M A\ A{p}) H* (M) — H(R"\ {0}) =—

— HX(M\{p}) ® H!(R") —— H"(M) 0

Die Abbildung j @ i, ist surjektiv, da i, : H'(R™ \ {0}) — H[(R") surjektiv ist, denn beide
Kohomologiegruppen sind via Integration iiber R™ \ {0} bzw. R™ isomorph zu R und die Fort-
setzung durch Null &ndert nicht den Wert des Integrals. Demnach zerfallt die Sequenz zu zwei
kurzen exakten Sequenzen

0— H (M \ {p}) H™ (M)

0 R HYM\ {p})) ®R— H"(M)—0

Das zeigt, H* 1(M \ {p}) & H"Y(M) und H* (M \ {p}) = H*(M) via j,. Damit H*(M \
{p}) = H*¥(M) via j, fir k=1,...,n.
Wenn n = 2 haben wir die Sequenz

0 HO(M) H(R?\ {0})
HY (M {p}) HY(M) H2(R?\ {0}) 22
(M {p}) ® HA(R?) H?(M) 0

Wieder ist j @ i, surjektiv. Damit zerfallt die Sequenz in zwei exakte Sequenzen

0—R R H (M \A{p}) — H'(M) —=0

0—R—HZ(M\{p}) ®R

H(M)
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Wir schliessen wieder H*(M \ {0}) & H*(M) via j, fiir k= 1,2.
Teil 7i) Es gilt nach Teil i) gilt fur k = 1,2

R? firk=1

HE(T?\ {p}) = HY(T?) = P H(S") @ H™(S") = N
P R firk=2

+m=k
Nach Poincaré-Dualitat mit Blatt 3 Aufgabe 2
R? firk=1
Hk RZ * ank R2 ~
R\ {p,q}) (R*\ {p,q}) {R i & — 2

Da beide Raume nicht kompakt sind H?(R?*\ {p, ¢}) = H?(T?\{p}) = 0. Also haben R?\ {p, ¢}
und T? \ {p} die gleiche DeRham-Kohomologie mit kompaktem Tréger. Sie sind aber nicht!
diffeomorph, denn sei ohne Einschriankung p = (—1,0) und ¢ = (1,0) und ¢ : R*\ {(£1,0)} —
T2\ {p} ein Diffeomorphismus. Dann definiere die Folge (a,) := ((=1)"(1 + 1/n),0) C R? \
{(£1,0)}. Jede Folge (b,) C T?\ {p} hat eine konvergente Teilfolge oder ist eine Cauchy-Folge.
Diese Eigenschaft tibertragt sich auf (a,,) = ¢~ '(¢(a,)). Jedoch hat (a,) weder eine konvergente
Teilfolge noch ist (a,) eine Cauchy-Folge.

Aufgabe 4.) Wir wissen aus Aufgabe 3. dass H!(R? \ {0}) & R erzeugt durch p(r)dr,
wobei p(r) eine Funktion mit kompaktem Tréger und Integral [ p(r)dr = 1. Ausserdem
H2(R?\ {0}) = R erzeugt durch 5-pdr A df und H*(R?\ {0}) = R erzeugt durch 5- df.

(i) Per Definition ist das Poincaré-Duale die Klasse a[22] € H'(R? \ {0}) fiir a € R so dass

1
/j*pdr:a/ pdr N —df .
s B2\ {0} 2m

Damit ist a = 1

(ii) Nach Definition ist das geschlossene Poincaré-Duale die Klasse b[%] e H'Y(R?\ {0}) fir

ein b € R mit .
/i*pdr:b/ pdr N —dbf.
c R\ {0} 2

Da i*dr = 0 verschwindet die linke Seite und damit b = 0. Andererseits ist das kompakte
Poincaré-Duale die Klasse c[pdr] € H!(R?\ {0}) fiir ein ¢ € R mit

1 1
/z’*<—d6’):c/ pdr N —db.
C 2w R2\{0} 2

Dadurch, dass die linke Seite gleich Eins ist, gilt ¢ = 1.



