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1 Differentialformen

Wir wollen den Begriff der Integration auf Mannigfaltigkeiten herleiten. Dem zugrunde liegt der
Transformationssatz der (Lebesgue-)Integetration

/ fdu:/<fo¢>|detD¢|du, 1)
o(U) U

wobei U C R™ offen, f : ¢(U) — R eine integrierbare Funktion und ¢ : U — ¢(U) C R™ ein
Diffeomorphismus ist. Um eine Definition eines Integrals fiir Mannigfaltigkeiten zu erhalten, die
unabhéngig der Wahl von Karten ist, suchen wir nach einem Objekt, das sich unter Kartenwechsel
wie der Integrant im Transformationssatz transformiert. Dies fiihrt zu den Differentialformen. Die
Grundlage dafiir bilden die alternierenden Abbildungen.

1.1 Alternierende Abbildungen

Sei k ein Korper und V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber k. Eine alternierende k-lineare
Abbildung ist eine k-lineare Abbildung

a:VxVx---xV-—=k,

mit der Eigenschaft, dass a(vi,...,v;) = 0 fiir alle vy,...,v5 € V mit v; = v; fiir ein ¢ # j.
Ein Beispiel fiir eine solche Abbildung ist die Determinante. Wir bezeichnen mit Alt; (V) den
Vektorraum der alternierenden k-linearen Abbildungen. Im Folgenden wollen wir eine kanonische
Basis und eine Produktstruktur fiir den Raum der alternierenden Abbildungen konstruieren. Dafiir
benstigen wir die duflere Algebra.

Aufere Algebra Die dufiere Algebra ist definiert fiir k > 0 durch
AV =k, AV =V®/(V), VF=VeVe...QV,
—_— —
k Faktoren

wobei I(V) C V®*% der Untervektorraum ist, erzeugt von allen Tensoren der Form v1 QU ® - - - Q@ v
mit v; = v; flir mindestens ein 7 # j. Die Elemente von A*V heifen k- Vektoren und wir schreiben
fiir die Aquivalenzklasse

VI AV A A =[] QU ® -+ ® k] e APV .
Mit Ausnutzung der Multilinearitét rechnet man leicht nach, dass fiir alle ¢ # j gilt
VIAVI A AV A AU A AV ==V AV A= AV A~ AU A AV (2)
Wir definieren das Dachprodukt, Wedge-produkt oder duferes Produkt durch
A ARV @ AV — ARV
VI ANV N ANV QWi ANwa A Nwp+—=> v Avag AN+ ANvg ANwy ANwa A+ Nwy.



Man beachte, dass nicht jeder k-Vektor der Form vy A va A --- A vy ist; jedoch jeder k-Vektor als
Linearkombination von solchen geschrieben werden kann. Damit ist durch lineare Fortsetzung das
Dachprodukt wohldefiniert. Man iiberzeugt sich leicht mit (2), dass die folgenden Rechenregeln
gelten

unv= (-1 Au, (uAV)ANw=uA(vAw), (3)
fiir alle u € A*V, v € AV und w € A™V.
Satz 1.1. Sei {e1,ea,...,e,} eine Basis von V, dann ist eine Basis von A*V gegeben durch
{ei, Neiy Nov-Negy | 1<y <idg < -+ < <n}. (4)
Beweis. Wir wissen, dass V®* von den Tensoren e;, ®e;, ®- -+ ®e;, mit (i1,a,...,3%) C {1,...,n}

erzeugt wird. Mit (2) ist jeder dieser Tensoren im Quotient A*V entweder Null oder bis auf Vorzei-
chen gleich einem k-Vektor aus (4). Damit ist (4) ein Erzeugendensystem von A*V. Sei nun

0= Z Ail,iQ,..A,’L’keil A €iy ANRRRA €ip s )\i17i27~"7ik € k.
1<ip < <ipg<n
Gegeben j; < ja < -+ < jg sel {Jk+1,--ydnt i={1, ..., n}\ {Jj1,..-,Jx}. Es gilt fiir alle i; < iy <
e & ik

ter Aea A Ae, wenn (i1,...,05) = (J1,-. -, Jk)

eilAeiz/\"'/\eik/\ejkﬂ/\"'/\ejn:{0 sonst

Also
0= Z )‘i1,...,ikei1 N Ney Nej N Nej, = i)\jlw,jkel Nea N---Ney,

und somit ist (4) linear unabhéngig. O

Korollar 1.2. Es gilt dim AV = (2) fiir k < n und AFV =0 wenn k > n.

Wir bezeichnen mit V* := Hom(V, k) den Dualraum. Die Elemente von A*V* nennen wir k-Formen.
Sie haben eine gesonderte Bedeutung, da sie mit den alternierenden k-linearen Abbildungen in
Verbindung stehen.

Satz 1.3. Die Abbildung ¢ : A¥V* — Alty (V) definiert durch lineare Fortsetzung von

o1 NGy N Aog — ((vl, o, v) > det (Ui(vj))lgi,jgk) ,

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei {e1,...,en} eine Basis von V und {e},..., e} die duale Basis. Bezeichne mit e =
ej, N--- Ae; die Basisvektoren aus Satz 1.1. Sei o = » ; Arej im Kern von ¢. Fiir ein geordnetes
Tupel J = (j1,...,Jk) gilt

i1
0=0(0)(ej,--re5) = Y Ardet(ef, (ej, ) 1<em<k = Y Ardrs = A
I I

Damit ist o = 0 und ¢ injektiv. Es bleibt zu zeigen, dass Alt(V) und AFV* die gleiche Dimension
haben. Betrachte dazu die Abbildung ¢ : Alty,(V) — Hom(A*V,k), o ~— 1, wobei 1, definiert ist

durch lineare Fortsetzung von vy A --- A vg — «(v1,...,v;). Man sieht leicht, das v injektiv ist.
Also dim Alt (V) < dim Hom(A*V, k) = (}) mit Korollar 1.2. Andererseits wissen wir bereits, dass
A*V* injektiv in Altg (V) liegt. Damit dim Alt, (V) > dim A*V* = (7). O



Uber den Isomorphismus identifizieren wir die alternierenden k-linearen Abbildungen mit den k-
Formen und definieren somit eine Basis und ein Dachprodukt durch ae A 3 := ¢(¢~ 1 (a) A ¢p71(B)).

Satz 1.4. Wenn die Charakteristik von k gleich Null ist, erhalten wir die Formel

1 .
(a A B)(Ula cee 7vk+€) = m Z Slgn(ﬂ_)a(vﬂ'(lﬁ Vr(2)s -+ - 7U7T(k))ﬂ(v77(k+1)? cee 7Uﬂ'(k+€)) ’ (5)

TEX kte

fiir alle a € Altg(V), B € Alty(V) und vy,...,vkre € V wobei X4y die symmetrische Gruppe von
k + ¢ Elementen und sign(w) das Vorzeichen der Permutation m bedeutet.

Beweis. Sei Yy C X, mit m = k + £ die Teilmenge aller Permutationen = € 3, mit der
Eigenschaft 7(1) < n(2) < --- < 7(k) und 7(k+1) < 7(k+2) < --- < w(m). Da o und B
alternierend sind, reicht es zu zeigen

(aAB)(v1,. .., Vpte) = Z sign (7)o (Vr(1), Va(2)s - - U (k) BUr (et 1)s - -+ V(o)) - (6)

TEXK ¢
AuRerdem, wegen Linearitit, reicht es die Formel fiir a = ¢(e7 ), 8 = ¢(ej,) und (vi,...,vm) =
(€jys- .., €j,,) nachzuweisen, wobei Iy = (i1,...,4;) und Iy = (igx+1,...,%m) geordnete Tupel sind.
Beide Seiten verschwinden, falls {i1,...,im} # {Jj1, .., Jm}. Wir nehmen dadurch ohne Einschrén-

kung an, dass (v1,...,0m) = (e1,...,em), Io = (u(1),...,u(k)) und I = (u(k +1),...,u(m)) fir
ein p € Xy 4. Auf der linken Seite von (6) steht dann

pler, Ner)(er, ... em) = det(e),;)(€5))1<i,j<m = sign(p) .
Fir m € ¥y ¢ schreibe geordnete Tupel J§ = (w(1),...,7(k)) und JT = (w(k +1),...,7(m)). Die
rechte Seite von (6) vereinfacht sich dann zu
Z sign(m)dr,77 01,77 = sign(p) .

7\'621@,2

Damit ist die Formel (6) bewiesen. O

1.2 Differentialformen

Bevor wir Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten definieren, betrachten wir diese zunéchst auf
offenen Teilmengen U C R™ und weisen einige Eigenschaften nach. Wir definieren die Differential-
k-Formen auf U durch

QF(U) := C>=(U, A*(R™)*).

Wir bezeichnen mit dz!, ..., dz"™ die kanonische Basis auf dem dualen Raum von R™. Mit Satz 1.1
liisst sich jedes Element w € QF(U) eindeutig als die Summe schreiben
w= Z fil_,myl-kd:vil A« Adzt* ,

1<ip < <ip<n

wobei fi, ;. € C®(U). Wir schreiben auch kurz w = Y, frdz!. Das Dachprodukt setzt sich
punktweise, d.h. (a A ), = @, A B, zu einem assoziativen Produkt fort

A QFU) x QYUY — Q) ,



welche bilinear beziiglich der Multiplikation mit Funktionen f € C°°(U) ist und die gleichen Eigen-
schaften hat wie (3). Zusétzlich definieren wir die duffere Ableitung

d: QFU) = Q) w—ZfIdx szahd Adz? .

A1 qat zu

Im Fall k =0 ist w = f € C°°(U) eine Funktion und die obige Formel ist als df = """, o

verstehen.
Satz 1.5. Es gilt d> = 0.

Beweis. Es reicht w = fda! zu betrachten. Wir rechnen mit Ausnutzung von (2)

of ,
2 I\ __ i I i I
d(fdx)—d<g 8xidx /\dx) E a%axl da?d A dx' A da
i=1

1<4,j<n
B f 9
o 89038% 8%1858]

) dz? A dxt A dzl.

Nach dem Satz von Schwarz verschwindet die rechte Seite. O
Satz 1.6. Es gilt d(a A B) = (da) A B+ (—1)*a A dB fir alle o € QF(U) und 8 € Q4(U).

Beweis. Es reicht wieder o = fda! und 8 = gdx”’ zu betrachten. Wir rechnen durch Ausnutzung
der Kommutationsregeln (3) und der Produktregel fiir die partielle Ableitung
I J I J ~(of i I J 99 . I J
d(fdx’ A fdz?) =d(fgdx” Ndx ):Z —gdz' Ndz' Ndz’ + f=——dz' Ndx' Ndx

( ) + (=1 ands.

dx Adz! A gdz? + (—1)F fda! /\Z gdx A dz?
i=1

O

Sei nun ¢ : U — ¢(U) C R™ eine glatte Abbildung. Auf Funktionen ist der Pull-back definiert
durch ¢* : Q%(a(U)) — Q°(U)

¢'g=gog¢.
Wir setzen diese Definition auf Differentialformen fort ¢* : QF(¢(U)) — QF(U) mit

o <ngdyle A dy“) = (gr09)dg" n--- N dg'™, (7)
1 1

wobei y1,...,ym die Koordinaten auf R™ und ¢° := pr; 0 ¢ : U — R die i-te Komponente der
Abbildung ¢ ist.

Satz 1.7. Es gilt dp*a = ¢*da fiir alle o € Q¥ (p(U)) und glatten Abbildungen ¢ : U — ¢(U) C R™.



Beweis. Obda gilt o = gdy’. Dann gilt mit Verwendung der Kettenregel

do*(gdy™ A -+ Ady'™*) = d((go ¢)dg™ A--- ANdp™) =d(go ¢) Adp™ A--- Adg™

m

j=1""
Z((ago¢> d¢j> Adpit A A dg™
N 6yj

Jj=1
=d(god) Ndo" A--- Ndp™ .
O

Kommen wir nun zu Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Sei M eine glatte Manngifaltigkeit
mit einem Atlas U = {(U,,va) | @ € A}. Wir beschreiben Differentialformen zunéchst auf drei
verschiedene Arten und zeigen im Anschluss, dass die Beschreibungen isomorph sind.

e Ein alternierendes (k,0)-Tensorfeld ist eine Abbildung
T:X(M)xX(M)x - xX(M)— C>®(M),
die folgende Bedingungen erfiillt.

(i) Die Abbildung (M) —» C>*(M), X — T(X1,...,Xi—1, X, Xit1,..., X)) ist linear iiber
dem Ring C*°(M) fur allei=1,...,k und Xq,..., X, € X(M).

(i) Es gilt T'(X1,...,X) =0 fir alle Xy,..., Xy € X(M) mit X; = X; fiir mindestens ein
i#j.
Die Bedinung (#4) ist dquivalent zu
T(Xy,..., X 0, Xy oo, X)) = —T(Xa, .., X5, 00, XG0, X)),
fir alle ¢ # j und alle Tupel (Xq,...,Xx). Wir bezeichnen mit .’{gfgo)(M) die Menge der
alternierenden (k, 0)-Tensoren.
e Ein glatter Schnitt im Biindel A*T*M ist eine Abbildung
w:M = AT M =[] AT;M, oo w, € AT M,
xeM

so dass die lokalen Darstellungen glatt sind, d.h. fiir alle Karten (Uy, o = (Za,1,-- -, Tam)) €
U und geordnete Tupel I = (i1,...,4;) definieren wir Funktionen f, ; : Uy — R durch

Wy = Z foéy(jh__,’jk)(x)dzw{; Adyxd2 Ao A dypadt (8)

1<j1<je<-<jr<n

und fordern, dass fa o ¢, ! glatt ist. Wir schreiben I'(A*T*M) fiir die Menge der glatten
Schnitte in AFT*M.



e Ein Cech-deRham 0-K. ozykel auch kurz 0-Kozykel ist ein Tupel

(wa) € @ Qk(wa(Ua)) )

acA

so dass fiir alle Karten (Ua, o) und (Ug, ¢g) die Kozykeleigenschaft gilt

wobel ¢ = pg o ot ¢a(UanUs) die Kartenwechselabbildung ist. Schreibe Z0(U, QF) fiir die
Menge aller Kozykel.

Satz 1.8. Es gibt Isomorphismen %g’ft’o)(M) > D(ARPT*M) = 29U, QF).

Beweis. Der erste Isomorphismus ist gegeben durch ¥%9 5 T — wr € [L(A*T*M) wobei um
wr in einem Punkt 2 € M auf Vektoren vq,...,v, € T, M zu definieren wahlen wir Vektorfelder
X1,..., Xk € (M) mit (X;), = v; fiir alle i = 1,..., k. Dann setze

(wT)I(vl, . ,Uk) = T(Xl, . ,Xk) .

Da T tensoriell ist, hdngt das Ergebnis nicht von der Wahl der Vektorfelder ab. Die Umkehr-
abbildung ist gegeben durch T'(A*T*M) > w — T, € f{g’ft’o)(M) wobel T, (X1,...,Xg)(x) =
Wz (V1, ..oy vE) mit v; = (X;)z.

Fiir den zweiten Isomorphismus T'(A*T*M) — Z°(U, QF), setze w — (wa) wobei w, definiert ist
durch wy = ", far © 5t dz! und die Funktion f, ; gegeben ist durch (8). Mit anderen Worten,
es gilt piwa = w. Die Kozykeleigenschaft (9) ist erfiillt, da auf U, N Up gilt prwa = w = phws.
Umgekehrt sei (wq) € Z°(U, Q) gegeben, dann definiere w auf U, durch w = ¢*w,. Da (w,) die
Kozykeleigenschaft erfiillt ist das wohldefiniert. O

Definition 1.9. Wir definieren die Differential k-Formen auf M durch QF(M) := T'(A*T*M).

Wir schreiben w +— (w|y,) fiir den Isomorphismus zwischen Differentialformen und 0-Kozykel.
Da d mit dem Pull-back kommutiert, bleibt die Kozykeleigenschaft (9) erhalten. Damit ist d :
Z0(U,QF) — ZO°U, 1), (wqa) + (dws) wohldefiniert und durch die Identifikationen von Satz 1.8
iibertragen sich die lokalen Definition von d und A und wir erhalten die Abbildungen

d: Q8 (M) — QMY M), A QF (M) x QYM) = QM) , (10)

definiert durch (do)|y, = d(a|v,) und (a A B)|u, = alu, A By, fiir alle Karten U,. Es iibertragen
sich die Eigenschaften, d.h.

Satz 1.10. Das Produkt A ist assoziativ und fiir alle a € QF(M) und 8 € QY(M) gilt
(i) d(da) =0
(i) d(a A B) = (da) A B+ (=1)Fa A dB

(ii) a NB = (1B Aa.



Auferdem gelten die Formeln

1 .
(aNB) (X1, .., Xige) = T Z sign(m)a(Xr(1)s - - X)) B(Xn(ht1)s - - s X(hotn)) 5

TEXp4e

fiir alle Xy, ..., Xp1e € X(M) sowie

k+1
(do)(X1,. .., Xppr) = D (-1 XXy, ., XG, o Xer)
j=1
+ ) (D)X X, Xy X X X)), (1)
1<l<m<k+1

fir alle Xq,..., Xp+1 € X(M), wobei Xj bedeutet, dass dieser Fintrag ausgelassen wird.

Beweis. Die Eigenschaften {ibertragen sich direkt aus den lokalen Berechnungen von Satz 1.5,
Satz 1.6 und (3). Die erste Formel folgt aus Satz 1.4. Zum Nachweis von (11) rechnen wir zu-
erst, dass die rechte Seite tensoriell, d.h. C*°(M)-linear, in jedem Eintrag ist. Bezeichne mit T' den
Ausdruck auf der rechten Seite von (11). Fiir jedes i = 1,...,k+ 1 und f € C*°(M)

T(X1, o f Xy X)) = fT(X, o, X)) = > ()PP XG (X, X, Xega)

{dli#3}
+ Z Z+ZX ) (Xi7X1a"'7X€7"'7Xia"'7Xk+l)
{e]e<i}
- Z (_1)i+me(f)a(Xi7X17"'aXi7"~7Xm7--~7Xk+1) - 0,
{mli<m}

unter Verwendung der Vertauschungsregeln fiir k-Formen. Nach Definition reicht es die Formel
in jeder Karte (Uy,9a = (21,...,2,)) nachzuweisen. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass
(X1, Xpkt1) = (0ziy, ..., 0y, ,,) und a = fdz” fiir eine Funktion f € C*(U,) mit geordneten
Tupeln I=(i1,...,041) und J = (j1,...,Jjx). Danun [X;, X;] = O vereinfacht sich die rechte Seite
von (11) zu zwei Féﬂlen. Im ersten Fall gibt es ein ¢, sodass (i1, ..., it ... yik+1) = (J1,- -+, Jk) und

T(axn P 7axik+1) = (_1)£+1867f = (da)(axiu ce 76$ik+1) .
i

Im zweiten Fall ist (ig,... gy yik+1) # (J1,...,Jk) fur alle £. Dann verschwinden sowohl T' als
auch da auf (0z;,,...,0x ). O

Bemerkung 1.11. Man kann zeigen, dass die dufsere Ableitung d eindeutig bestimmt ist durch die
Eigenschaften (i), (i4) von Satz 1.10 und der Forderung (df)(X) = X(f) fiir alle f € Q°(M) =
C>®(M) und X € X(M).

Pull-back, Lie-Ableitung, Kontraktion Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, sowie ¢ :
N — M eine glatte Abbildung. Wir definieren den Pull-back ¢* : QF (M) — QF(N), a + ¢*a durch
die Formel

(9% )z (v1,- .5 Vi) = () (dap(v1), ..., dadp(vr)) (12)
fiir alle x € N und vy,...,v; € T, N. Es gelten folgende Eigenschaften



Satz 1.12. Fiir alle ¢ : N — M, ¢ : P — N und alle o € Q¥(M) und 8 € QY(M) gilt
(i) ¢*do = do* o
(it) ¢*(a A B) = d*a N ¢*B

(iii) p*¢* (o) = (¢ o) v

Beweis. Fir (i) reicht es zu zeigen, dass der Pull-back unter der Identifikation w +— w|y, mit (7)
tibereinstimmt. Die Behauptung folgt dann aus Satz 1.7. Fiir (i) verwende die Formel (5) und fiir
(i) die Kettenregel. O

Sei X € X(M) ein Vektorfeld mit Fluss ¢; : M — M. Die Richtungsableitung X (f) einer Funktion
f € C*(M) in Richtung X ist definiert durch Ableitung von ¢t — ¢ (f) = f o ¢;. Die Verallgemei-
nerung auf Differentialformen ist die Lie-Ableitung Lx : Q*(M) — QF(M), a — Lx(a) durch

d
Lx(a):= 7 tzoqﬁfa. (13)

Wir definieren die Kontraktion ix : QF(M) — Q¥=1(M) durch a — (X, ).
Satz 1.13. Fiir alle o € QF(M) und 8 € QY(M) gilt
(i) ix(aAB) =ixa A+ (=D)fanixp
(ii) Lx(aANB)=LxaAB+aNLxp
(iii) Lxdo = dLxao
(iv) Lxa=dixa+ixdo

Auflerdem gilt die Formel

(Lxa)(Xy,..., Xp) = X ((X1,..., Xp)) = Y al(Xu, .o, Lx (X)), Xi) (14)

j=1
fir alle Xy,..., Xy € X(M).

Beweis. Zu Teil (i) Betrachte zunéchst a = f € Q°(M) = C°°(M). Dann gilt i x (aAB) = ix (fB) =
fix B wegen C°°(M)-linearitét von ix. Damit haben wir die Gleichung gezeigt fiir & = 0. Sei nun
a € QY(M). Setze X = X;. Dann gilt fiir Xo,...X,, € X(M) mit m=1+/¢

(@A B) (X, Xon) = (07 B) (X, X, Xon)
1 .
= ngn Ta(Xn(1)B(Xn(2)s - - - > Xa(m))

= a(X1)B(Xz, ., Xm) = > (1 a(X;)B(X1, X, ., Xy, Xo)
j=2

= (ix,a A B)(Xas- .o, Xm) — (@A (ix, 8))(Xa, ..., Xim)-



Damit haben wir die Gleichung gezeigt fiir & = 1. Per Induktion nach k, nehmen wir an die
Gleichung gelte fiir alle o/ € QF(M) und 8 € Q°(M). Sei o’ € Q' (M). Wegen Assoziativitit von A
und der Induktionsvorrausetzung gilt fiir « = o/ A @’ € QFH1 (M)

ix(anB)=ix(@)A @ AB)+ (=D Nix(a” AB)
=ix(@)A(@"AB)+ (=1)Fa Nix(a") A B+ (=) A Nix(B)
=ix(a)AB+ (=D anix(B).

Damit gilt die Gleichung auch fiir alle o € Q¥+ (M) da sich (punktweise) jedes beliebige o als
Linearkombination von k + 1-Formen vom Typ o’ A o schreiben lésst.

zu Teil (i) Sei ¢y : M — M der Fluss von X. Schreibe oy = ¢fa und 8 = ¢f5. Es gilt fiir
X1,y Xm €X(M) mit m=0+k

* 1 : * *
o5 (a A ﬁ)(Xl, R ,Xm) = P Z Sign oy (X.,r(l), e 7Xﬂ(k))ﬂt (Xﬂ(k+1)7 e ,Xﬂ.(m))
Wir leiten nach t ab und setzen ¢ = 0, unter Verwendung der Produktregel gilt
1 . *
(ﬁx(a A ﬁ))(Xl, ce ,Xm) = W Z&gnﬂ((/_’,xa)(Xw(l), e ,Xﬂ.(k))ﬁ (Xﬂ.(kJrl), ce 7X7r(m))+

+a(Xa)ys o Xr) (Lx B) (Xn(og1)s - - - ,Xﬂ(m)))
=((Lxa)AB+an(LxB))(Xi,..., Xm).
zu Teil (i) Es gilt d¢;a = ¢ da fiir alle t. Wir rechnen

Lxda = di¢jdal,_, = dddial,_, = doigial,_, = dLxa.

Um Gleichung * zu sehen, rechne in lokalen Koordinaten ¢ialy = >, fidx!, wobei hier d,z! =
dyz™ A -+ Adyx® die kanonische Basis von AkTg’Ck M darstellt, fiir alle € U. Insbesondere héangt
diese nicht von t ab! Wir rechnen mit Satz von Schwarz

0rdY frdz' =) Zn: 010x, frdz’ Ndx" =" Z 0,0y frda? N da' = do, >y feda!
1

I j=1 I j=1 I

zu Teil (iv) Wir behaupten, dass sowohl £ x als auch ixd+dix Derivationen sind, d.h. die Gleichung
Y(aAB) =p(a) NS+ an(B) erfilllen fir ¢ = Lx baw. ¢ = (ixd+ dix). Das gilt wegen Teil (i)
fiir £x und fir ixd + dix da mit Verwendung von Teil (7)
(ixd+dix)(anB)=ix(daAB+ (=) andd)+d(ixanp+(—1)anixpB)
=ixda A B+ (=) da nix B+ (=1 Fixa AdB + (=1)**a AixdB+
+dixa A B+ (1) lixa AdB + (=1)Fda Nix B+ (—=1)* a A dixB

= (ixd+ diX)Oz AB+aAn (ixd+ dlx)ﬂ
Wegen Linearitdt ist die Differenz D := Lx — (ixd + dix) auch eine Derivation. Ahnlich zur
Induktion von Teil (i) reicht es zu zeigen, dass D auf Funktionen f und 1-Formen « verschwindet.
Es gilt

Df =Lxf—ixdf =X(f) - X(f)=0.
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Sei zunéichst o = dg mit g € Q°(M). Mit Teil (iii)
Ddg = Lxdg — dixdg = dLxg — dX(g) = dX(g) —dX(g9) =0.

In einer Karte gilt oy = Y, f;dz’ mit Funktionen f; € C*°(U). Damit

(Da)ly = D(aly) = > D(fida®) = 3 D(fi)da' + fiD(dz") = 0.
i i
Die Formel (14) wurde im letzten Semester fiir allgemeine Tensoren bewiesen. O

1.3 Orientierbarkeit

Sei U C R™ eine offene Menge, ¢ : U — ¢(U) C R™ ein Diffeomorphismus und w = fdzqi A--- A
dx, € Q"(p(U)) eine Differential-n-Form. Mit Verwendung von (7) und der Leibnitzformel fiir die
Determinante berechnen wir

¢*(fdxi A+ Adzn) = fo¢det Déday A+ Adz, . (15)

Das entspricht bis auf Vorzeichen dem gewiinschten Transformationsverhalten von (1). Wir nennen
¢ orientierungserhaltend, wenn det D¢ > 0 auf U. In diesem Fall unterscheidet sich das Transfor-
mationsverhalten nicht. Um einen wohl-definierten Integralbegriff zu bekommen, miissen wir also
sicherstellen, dass alle Kartenwechselabbildungen orientierungserhaltend sind. Wir werden sehen,
dass das fiir allgemeine Manngifaltigkeiten nicht moglich ist und zu folgender Unterscheidung fiihrt.

Definition 1.14. Der Atlas U einer Mannigfaltigkeit M heif$t orientert oder positiv, wenn alle
Kartenwechselabbildungen von U orientierungserhaltend sind, die Mannigfaltigkeit ist orientierbar
wenn M einen orientierten Atlas hat, sonst heiffit M nicht orientierbar.

Die Sphére und der Torus sind Beispiele fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten. Ein prominentes
Beispiel fiir eine nicht orientierbare Mannigfaltigkeit ist das Mobiusband

M:=Rx (-1,1)/(z,y) ~ (x+1,—y).

Um zu entscheiden ob eine gegebene Mannigfaltigkeit orientierbar ist oder nicht, brauchen wir
Kriterien. Ein solches Kriterium erhélt man mit Hilfe der Differentialformen.

Satz 1.15. Eine Mannigfaltigkeit M von Dimension n ist orientierbar, genau dann wenn es eine
nirgends verschwindende n-Form gibt.

Beweis. Angenommen M hat eine nirgends verschwindende n-Form w und sei U = {(U,, pq)} ein
Atlas von M. Definiere f, : Uy — R\{0} durch fop} (dz1A---Adx,) = w|y, . Ohne Einschrankung
ist U, zusammenhédngend und f, > 0 auf U,, denn falls f, < 0 ersetze ¢, durch T o ¢, wobei
T:R* =R, (x1,...,25) = (—21,%2,...,2Ty). Es gilt auf U, N Uz

fapi(dzy A+ Ndzxy) =w

vanuy = faes(dey A Adxy) .
8 B

Wende (¢ ')* auf beide Seiten der Gleichung an und erhalte mit (15) auf ¢, (U, N Up)

fao 30;1 = fgo 30;1 ~det Doqg -

11



Demnach ist det Dgo5 > 0 und ¢np ist orientierungserhaltend.
Sei nun M orientierbar mit orientiertem Atlas U = {(U,, @o)}. Wahle eine Teilung der Eins {p,}
welche der Uberdeckung {U, } untergeordnet ist. Definiere die n-Form w € Q"(M) durch

w::Zpawa, W = @h(dey A+ Ndxy,) .

Fiir a, 3 setze Aop := det Doog > 0 auf v, (Us NUg) und pags := (051)*ps = pp o > 0. Es gilt

(80;1)*‘*} _ Zpa‘ﬁ . ¢Zﬁ(d$1 A A dxn) = (,Oaa —+ Z Pag )\aﬁ)dfﬂl A« Aday, .
B BF#a

Der Faktor ist nicht-negativ und positiv fiir alle z mit poo(x) > 0. Da es fiir jedes z € M ein «
gibt, sodass po () = pan(@a(z)) > 0 schliefen wir, dass w nirgends verschwindet. O

Mit Satz 1.15 bekommen wir weitere Kriterien. Sei M C R"™*! eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit von Dimension n. Ein Normalenfeld ist eine stetige Abbildung v : M — R™t! mit der
Eigenschaft v(z) L T, M und |v(z)| = 1 fiir alle z € M bezliglich des Euklidischen Skalarproduktes.

Korollar 1.16. Eine Untermannigfaltigkeit M C R"T1 von Dimension n ist orientierbar genau
dann wenn es ein Normalenfeld gibt.

Beweis. Angenommen v existiert. Dann ist w = i,dxy A -+ A dx,, eine Volumenform auf M.
Umgekehrt sei M orientierbar und w eine Volumenform. Definiere v durch die Forderung fw =
iydri A - ANdxy, mit f > 0. O

Orientierungsiiberlagerung Es gibt noch ein weiteres Kriterium mittels der Orientierungiber-
lagerung M. Um diese zu definieren, fiihren wir die Orientierung von Vektorrdumen ein. Sei V' ein
n-dimensionaler reeler Vektorraum V. Die Orientierungen von V sind die Elemente des Quotienten

or(V) = (A"V\0)/ ~, vew <= JA>0: v=)Iw.

Da A™V eindimensional ist, besteht or(V') aus genau zwei Elementen. Der Vektorraum V heifst ori-
entiert, wenn ein Element [v] € or(V) festgelegt ist. Eine Basis (eq, ..., e,) von V heift positiv, wenn
[ex A+ Aey] = [v], d.h. es gibt ein A > 0 so dass e; A--- Ae, = Av. Die Orientierungsiiberlagerung
ist die disjukte Vereinigung
M= | ox(T;M).
zeM

Man kann nun zeigen, dass M auf natiirliche Weise eine Mannigfaltigkeit ist und dass M genau
dann orientierbar ist, wenn 7 : M — M, [w,] — x einen glatten Schnitt hat, d.h. es eine glatte
Abbildung gibt s : M — M mit mo s =idy,.

1.4 Integration

Sei im Folgenden M eine Mannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas U = {(Uy, ¢o) | @ € A}.

Definition 1.17. Eine Teilmenge A C M ist messbar (bzw. eine Nullmenge), wenn fir alle o« € A
die Menge ¢, (A) C R™ messbar (bzw. eine Nullmenge) beziiglich des Lebesgue-Mafes auf R™ ist.
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Da beide Begriffe unter C'-Abbildungen erhalten bleiben, ist das wohl-definiert. Ausserdem defi-
nieren wir noch fiir w € Q¥(M) den Triger durch suppw = cl{z € M | w, # 0} sowie

QF (M) := {w € Q¥(M) | suppw kompakt},
die Differential-k-formen mit kompaktem Triger.

Satz 1.18. Fir alle messbaren A C M existiert ein lineares Funktional [, : Q2 (M) — R eindeutig
dadurch bestimmt, dass fir alle Karten (U,p) € U und w € Q2 (U) gilt

fom [ o

wobei f € C®(p(U)) durch (p~1)*w = fdxy A+ Adwx, gegeben und p das Lesbegue-Magf ist.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass (16) unabhéngig der Wahl der Karte ist. Sei w € Q"(M) mit
kompaktem Triiger in U, N Ug. Definiere w, = (¢;!)*w und wg := ((pgl)* Wir haben bereits

festgestellt, dass die Kozykeleigenschaft ¢}, swp = wo mit Kartenwechsel ¢ap = @po @, L erfiillt ist.
Demnach mit (15) und (1)

/ waz/ qﬁzﬂwg:/ wﬂz/ wg -
Pa(A) ®a(A) Bap(Pal(A)) wp(A)

Das ist die viel besprochene Invarianz unter Kartenwechsel.

Nun zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit. Sei {(p,)} eine der Uberdeckung {(U,)} unterge-
ordnete Teilung der Eins. Gegeben w € Q7 (M). Die Differentialform p,w hat kompakten Triger in
U, und damit ist das Integral eindeutig festgelegt durch Linearitit und (16)

/w—Z/paw—Z/ ) paw, (17)

Wir miissen zeigen, dass (17) auch (16) erfiillt. Sei w € Q”( o) Mit Verwendung der Invariant gilt
o= [ @ e =% [ @ e = [ et
/A 25: eola) zg: o(4) o(4)
O

Fiir explizite Rechnungen eignet sich (17) nicht, da eine konkrete Teilung der Eins schwer zu be-
stimmen und unhandlich ist. Daher das folgendes Lemma.

Satz 1.19 (Rechenmethode). Sei A = J,~, A; eine disjunkte Zerlegung einer messbaren Menge,
wobei Ag eine Nullmenge ist. Dann gilt fiir alle w € Q" (M)

oo
w= w
fe=x),
Beweis. Wir rechnen mit (17)

/Aw:%:/a(umm ot = ZZ/

aloﬁaa(z

| o= ZZ/ A)fadu=§/mw

i=1 «

wobei wir hier den Term 7 = 0 weggelassen haben, da iiber eine Nullmenge integriert wird. Die
Summation vertauscht, da sie absolut konvergiert. O
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Bemerkung 1.20. Um ein Integral fA w zu berechnen, zerlegt man nun A = AgUA;U. .. disjunkt in
Teilmengen, sodass Ay eine Nullmenge ist und A; fiir jedes ¢ > 1 komplett in einer Karte enthalten
ist. Mit Satz 1.19 reicht es [, w auszurechnen. Dabei verwendet man (16).

Durch Uberpriifen auf Differentialformen mit kompaktem Triger in Karten lassen sich leicht fol-
gende Rechenregeln beweisen.

Satz 1.21. Sei A C N messbar, w € Q¥ (M) und ¢ : N — M ein Diffeomorphismus, dann gilt

/¢*w=/ o,
A P(A)

wobei N durch den Atlas ¢*U = {(¢7 (Ua), pa 0 )} orientert ist. Auflerdem sei —M die Mannig-
faltigkeit M mit Atlas {(Uy, T opa) | @ € A} wobei T : R™ — R™, (x1,...,2,) = (—21, T2, ..., Tp).
Dann gilt fir alle w € Q7(M)
e
-M M

Aus dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung wissen wir, dass fiir stetig differentierbare
Funktionen f : [a,b] — R gilt

1.5 Satz von Stokes

b
/ f(2)dz = f(b) — f(a).

Wir interpretieren den Integranten als Differentialform o = df = f’dx und fragen uns, ob sich
dieser Satz auch auf die Integralrechnung auf Mannigfaltigkeit ibertragt. Die Antwort auf diese
Frage ist der Satz von Stokes. Um diesen zu formulieren, miissen wir zundchst den Rand einer
Mannigfaltigkeit systematischer erkldren. Dabei ist

R’i:: (xl,...,wn)eRn|ngO}7

der Prototyp einer Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein topologischer
Raum, welcher lokal genauso aussieht.

Definition 1.22. FEine Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein topologischer Raum M mit den Eigen-
schaften:

(i) Die Topologie von M ist Hausdorff und hat eine abzdihlbare Basis.

(i) Es existiert ein Atlas, d.h. {(Us,pa) | @ € A} so dass {U, | a € A} eine offene Uberdeckung
von M ist und fiir alle o € A ist oo 1 Uy — R} ein stetige, offene und injektive Abbildung
(d.h. ein Homoomorphismus auf das Bild) und

(iii) die Kartenwechsel sind glatt, d.h. fir alle o, € A mit U, NUg # O ist

bap = 0p0Pn : pa(Ua NUp) = 3(Us NUp)

eine glatte Abbildung.
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Sei M eine solche Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir definieren die Teilmengen

OM={zeM|3I(U,o=(p1,-..,0n)) €U s.d. o,(x) =0}
M={zeM|3Up=(p1....0n) €U sd. pn(z) >0}

Satz 1.23. Es gilt OM N M = {.

Beweis. Sei & € M N M. Dann gibt es Karten (U, ¢, ) und (Ug,pp) mit x € Uy NUg so dass
Yan(z) =0 und pg,(z) > 0. Ohne Einschrankung ist g ,(y) > 0 fir alle y € U, N Ug. Somit ist
Vi 1= pg(Us N Up) offen in R™. Jedoch ist V, := ¢o(Uy N Up) nicht offen in R™ da @4 n(z) = 0,
muss aber offen sein, da der Kartenwechsel ¢go = ¢q © @51 : Vg — V, offen ist, also offene Menge
auf offene Menge abbildet. Das ist ein Widerspruch. O

Die Teilmenge OM heiftt Rand von M und die Teilmenge M heift Inneres von M. Beachte, dass diese
Namen nicht notwendigerweise dieselbe Bedeutung in der Topologie haben, d.h. es gibt Beispiele in
denen der topologische Rand des topologischen Raumes M etwas anderes ist als OM.

Korollar 1.24. Der Rand OM ist eine n— 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Das Innere M ist eine
n-dimensionale Manngifaltigkeit.

Satz 1.25. Seild = {(Ua, ¢a) | a € A} ein positiver Atlas von M, dann bildet {(Uq,@,) | o € A}
einen positiven Atlas von OM, wobei U,, := U, NOM und @, = SOa|UQ~

Beweis. Wir miissen zeigen, dass der Kartenwechsel ¢, 3 =93 o, ! orientierungserhaltend ist, d.h.
sein Differential iiberall positive Determinante hat. Bezeichne mit ¢n5 := g0, ! den Kartenwech-
sel fiir M. Wir schreiben fiir seine Komponenten ¢.5 = (qﬁiﬁ, s Pog)- Firalle (z1,...,2,-1,0) €
0o (Ua NUg) gilt

(1525(371,...,33"_1,0):0 = 8$j¢gﬂ(l‘1,...,l‘n_1,0)20 Vi=1,....n—1.
Da ¢op nur Werte in R} annimmt gilt fiir alle € > 0 klein genug

¢ZB(I1,...,In_1,€)>O = 6zn¢gﬁ(l’1,...,13n_170)20.

Wir erhalten fiir die Differential von ¢op am Punkt (z1,...,2,—1,0) in Blockschreibweise
D¢ 0
D¢op = of "
¢ g < * a«”n (baﬂ)

Wir entwickeln die Determinante in der letzten Spalte und erhalten
0 < det Dgop = det Dgaﬁ Oz, Pap -

Insbesondere kann 0, ¢ P nicht Null sein und det D¢, 5 muss positiv sein. O

Definition 1.26. Die induzierte Orientierung auf OM ist die mit (—1)™ multiplizierte Orientierung
aus Satz 1.25.
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Bemerkung 1.27. Das Vorzeichen (—1)" ist aus zwei Griinden gewéhlt. Zum einen, damit kein
Vorzeichen im Satz von Stokes auftritt und zum anderem damit sie mit einer anderen Konvention
iibereinstimmt. Und zwar, sei o € Q"(M) eine positive Volumenform und v € X(M) ein dufieres
Normalenfeld auf OM, d.h. v, = a10,, +- - -+ 0,0, mit a,, <0 fiir alle z € M und alle Karten um
x, dann ist 7,0 genau dann eine positive Volumenform auf 0 M, wenn M die induzierte Orientierung
tragt.

Theorem 1.28 (Satz von Stokes). Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit induziert orientier-
tem Rand OM. Fiir alle w € Q" 1(M) gilt

/dw:/ w.
M oM

Beweis. Sei zundchst M = R’} . Wir schreiben

w=S (=17 fiday A+ Aday A Aday,

1

n
Jj=

fiir Funktionen f; € C°°(R") mit kompaktem Triger. Es gilt

n af]
dw:j;a—xjdxl/\o~/\dacn.

Wir berechnen mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

n—1 00 ) o
/de:E:/]Rm1 (/ Zi?d;@) dridxs...dvj...de,+
j=1"784 —oo T

+ / ( O dxn) dridzs ... dx,—1
Rn—1 0 8xn

:—/ fndxldxg...dxn,l,
Rn—1

wobei f,, := fn|rn-1x {0}~ Andererseits gilt, da dx,, auf M verschwindet und unter Berticksichtigung
der induzierten Orientierung auf O M

/ w:Z(—l)jH/ fidoy A Adxy A Aday,
oM oM

Jj=1
= (_1)n+1 fn dl‘l /\"'/\dl’n_l
oM
= (71)n+1(71)n/ .an dllfl...dIn_l .
Rn—1

Das beweist den Spezialfall. Im allgemeinen Fall wihlen wir eine Teilung der Eins {(p,)}, welche
dem gewahlten positiven Atlas untergeordnet ist. Wir stellen fest, dass

SUpp pow C SUpPpw M Supp Pq -
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Damit ist der Trager von p,w als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge auch kompakt.
Wir fithren den allgemeinen Fall nun auf den Spezialfall zuriick

Jae=3 [ dour=3 [ ety (ousi =
=3 [ e =% [ pw= [ o

wobei wir ohne Einschrénkung die Differentialformen auf ganz R”} bzw. R"™~! durch Null fortgesetzt
haben. O

Korollar 1.29 (Green-Riemann). Sei D? C R? ein kompaktes Gebiet mit glattem Rand und U C R?
offen mit D C U. Fiir alle o = Pdx + Q dy € QY(U) gilt

/ de+Qdy:/ (862813) dzxdy .
oD p \ Oz dy

1.6 Volumenform auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Sei (V, (-, +)) ein orientierter Vektorraum mit nicht ausgearteter Bilinearform. Gegeben eine positive
Basis (v1,...,v,) von V mit dualer Basis (01,...,0,) von V*, d.h. 0;(v;) = d;;.

Satz 1.30. Die n-Form
|det({vi,vj))] o1 Ao A=+ Aoy,

hdngt nicht von der Wahl der positiven Basis ab.

Beweis. Sei (w1, ...,w,) eine weitere Basis von V und (71, ...,n,) die zugehdrige duale Basis von
V*. Bezeichne mit A = (a;;) die Basistransformationsmatrix, d.h. v; = 22:1 a;rwi. Es gilt

(0i,05) = > (@ikwr, ajowe) = aipajo(wy, we) .

bt k¢
In Matrix-Schreibweise ((v;,v;)) = A((wg, we)) AT und somit
det({v;,v;)) = det Adet({wg, we)) det AT = (det A)? det({wy, we)) .

Ferner gilt ny; A---An, =det Aoy A--- Ao, und

det({w )] 01 A+ 70 = /AT APTASE T )] (det )Ly A+ Ao
= /| det({w,we))| m A Anp.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass det A > 0. Das gilt da beide Basen positiv sind. [

Definition 1.31. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Volumen-
form wvol, € Q" (M) ist definiert fir alle x € M durch

(vol},), == /I det(gij(x))| dxy A--- Aday,,
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wobei g;;(x) = g (%(x), 6%(gv)) beziiglich den kanonischen Koordinaten in einer Karte von x.
i J

Sei A C M eine messbare Menge, dann ist

vol9(A) := / voly,
A

das Volumen von A.
Korollar 1.32. FEs gilt
(i) Die Volumenform ist wohldefiniert unabhingig der Wahl der Karte.

(ii) Sei U C M offen und (e1,...,en) C X(U) Vektorfelder welche punktweise eine positive Or-
thonormalbasis bilden, dann gilt auf U

vol,(e1,...,en) =1.
(ii) Wenn M zusdtzlich eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist und v € X(M) ein duferes Normalen-
feld mit |v| = £1, dann gilt mit Kontraktion i, : Q*(M) — Q"~Y(M) a +— a(v,-)
iyvoll, =vold,, .
Beweis. Die Form vol9, ist unabhéngig der Wahl der Karte nach Satz 1.30. Sie ist ein glatter Schnitt,

da die Funktion = — g;;(x) glatt ist. Fiir (i) sei (e1,...,e,) eine positive Orthonormalbasis von
T, M ist, d.h. (e;,ej) = €;0;; mit &, = 1 und (074,...,0,) die zugehorige duale Basis, dann ist

nach Satz 1.30
(volf;)x(e1, ... en) = y/|det(€id;5)| o1 A+ Aon(er,...,en) =1.

Der Punkt (4i7) geht analog. O

2 DeRham-Kohomologie

Nachdem wir das Kalkiil der Differentialformen eingefiihrt und die Integration damit erklart haben,
beschreiben wir noch die DeRham-Kohomologie. Das ist eine wichtige Invariante, die mit Differen-
tialformen berechnet wird.

In Abschnitt 1.2 haben wir zu jeder Mannigfaltigkeit M ein Tripel (Q*(M), d, A) konstruiert, be-
stehend aus dem Vektorraum der Differentialformen

(M) = Hr (M), (18)

k>0

und den linearen Abbildungen d : Q*(M) — Q*(M) und A : Q*(M) @ Q*(M) — Q*(M), die
folgende Eigenschaften erfiillen

e A ist assoziativ und anti-kommutativ (Satz 1.10 Gleichung (iii))

e d ist von Grad 1 und A von Grad 0 (Gleichung (10))
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e dod =0 (Satz 1.10 Gleichung (i))
e d und A erfiillen die graduierte Leibnitzformel (Satz 1.10 Gleichung (ii))

Wir nennen so ein Tripel differentielle graduierte Algebra. Aufserdem haben wir gesehen, dass es fiir
jede glatten Abbildung ¢ : N — M zwischen Mannigfaltigkeiten den Pull-back ¢* gibt; eine lineare
Abbilung Q*(M) — Q*(N) von Grad 0 welche diese Strukturen erhédlt, d.h. Satz 1.12 Gleichung
(i) und (ii) erfillt. Wir sagen ¢* ist ein Morphismus von differentiellen graduierten Algebren. Da
zusitzlich noch Satz 1.12 Gleichung (iii) fiir Verkniifungen von glatten Abbildungne gilt, bildet
die Zuordnung M — Q*(M) und ¢ — ¢* einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der differentiellen graduierten Algebren.

Zu der differentiellen graduierten Algebra (Q*(M),d, A) ordnen wir auf kanonische Weise einen
Quotienten zu. Das ist die besagte Invariante.

Definition 2.1. Wir definieren B*(M) := im d die exakten Differentialformen und Z*(M) := kerd
die geschlossenen Differentialformen. Da dod = 0 ist B*(M) C Z*(M) und wir definieren die
DeRham Kohomologie

Z*(M) N QF (M)

H*(M):=PH"M),  HM):= B0 AT (19)
k>0

Der Raum H*(M) heifit k-te DeRham Kohomologiegruppe.
Da A und d die graduierte Leibnitzformel erfiillen ist das Cup-Produkt wohldefiniert
AN:H*(M)®@ H' (M) - H*(M), o] @ [B] — [an(]. (20)

Das Cup-Produkt ist wieder assoziativ, anti-kommutativ und von Grad 0; damit hat das Paar
(H*(M), N) die Struktur einer graduierten Algebra. Da der Pull-back ¢* ein Morphismus von dif-
ferentiellen graduierten Algebren ist und insbesondere mit d kommutiert, ist der Pull-back auf
DeRhami-Kohomologie wohldefiniert

¢* : H* (M) — H*(N), [o] = [¢p"a].

Da gleichermaffen vom Pull-back die Strukturen erhalten bleiben ist M — (H*(M),A) und ¢ —
¢* ein kontravarianter Funktor in die Kategorie der graduierten Algebren. Soweit die allgemeine
Definition der DeRham-Kohomologie. Wir werden diese jetzt genauer untersuchen. Zunéchst ein
paar leichte Beobachtungen.

Satz 2.2. FEs gilt
(i) HO(M) = R™M) wobei mo(M) die Menge der Bogenzusammenhangskomponten ist.
(ii) H*(M) =0 fiir k > dim M.
Beweis. Ubung. O
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2.1 Homotopieinvarianz

Wir zeigen, dass die DeRham-Kohomologie, obwohl nur fiir glatte Mannigfaltigkeiten definiert,
tatséchlich nur eine Homotopieinvariante ist.

Definition 2.3. Zwei glatte Abbildungen ¢g,¢1 : N — M heiffen C*°-homotop, wenn es eine
glatte Abbildung H : [0,1] x N — M und ein € > 0 gibt, so dass H(t,-) = ¢o fiir alle t < & und
H(t,-) = ¢1 fiir allet > 1 —¢. Die Abbildung H heifst Homotopie. Wir schreiben ¢og ~g ¢1 oder
auch nur ¢g ~ce ¢1.

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Relation C'*°-homotop eine Aquivalenzrelation fiir glatte Ab-
bildungen ist. Diese Definition hat eine offensichtliche Verallgemeinerung zum Begriff C°-homotop.
In diesem Fall ist die Homotopie H nur stetig. Der Begriff C°-homotop stimmt mit dem Begriff
homotop, wie er aus der Topologie bekannt ist tiberein. Wir werden bald sehen, dass der Unterschied
zwischen C*°-homotop und C°-homotop nur von technischer Bedeutung ist.

Satz 2.4 (Homotopieinvarianz). Fir je zwei C°°-homotope Abbildungen ¢o,¢1 : N — M gilt
o5 =¢F  H*(M) — H*(N).

Der Beweis folgt aus dem néchsten Lemma.

Lemma 2.5 (Poincaré Lemma). Es gibt eine lineare Abbildung K : Q*(R x M) — Q*~Y(M) von
Grad —1, d.h. sie bildet k-Formen auf k — 1-Formen ab, so dass

doK+Kod=s] —s;, (21)
wobei s;: M — R x M, x — (j,z) firj=0,1.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Sei zunéchst M = U C R" eine offene Teilmenge. Mit
Koordinaten (¢, 21,...,z,) auf R x U definieren wir

(i) Kw=0 fir w= fdz! = fda* A--- A dz'*
(i) Kw= (fol gdt)da! fir w = gdt A da’,
und da sich jede Differentialform eindeutig als Linearkombination von solchen schreiben lésst setzen
wir K auf Q*(R x U) linear fort. Wir iiberpriifen (21). Fiir w = fda! gilt dKw = 0 und
n 1
Kdw = ZK(azjfd;vj ANdx! + 0, f dt Adx') = (/ 8tfdt> da’ = sjw — sjw .
j=1 0

Fiir w = gdt A dz! gilt, da fol g dt nicht mehr von t abhéngt,

n 1 n 1
deZ</ am].gdt) dz? A da! deZ(/ ﬁmjgdt) da? A da’ .
j=1 /0 j=1 /0

Da sidt = 0 gilt sjw =0 fir 5 = 0,1 in diesem Fall. Wir haben in beiden Fillen (21) gezeigt.
Wir zeigen jetzt die Invarianz der Konstruktion unter Kartenwechsel. Sei dazu ¢ : U — U’ ein
Diffeomorphismus und setze ¢ := idg X ¢ : R x U — R x U’. Bezeichne mit K und K’ die
konstruierte Abbildung fiir U bzw. U’. Wir behaupten

¢p* oK =K'od*. (22)
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Das ist leicht einzusehen. Fiir w = fdz! gilt ¢*Kw = 0 und K¢*w = K(¢* f)¢*dz! =0, da ¢*dx’
wieder von Typ (i) ist. Fiir w = gdt A dz! gilt

B B 1 B 1
K'¢*w=K'(¢*g)dt A ¢*dx! = (/ g dt) o*dat = ¢* (/ gdt) d*dat = ¢*Kw.
0 0

Im zweiten Schritt ist M beliebig. Wir wihlen einen Atlas {(Uy, ¢o)} von M und Teilung der Eins
{pa} welche der Uberdeckung {U,} untergeordnet ist. Wir setzen mit 7 : R x M — M, (t,z) — x

Pa = pPa O, Ua =R X Uy, Po 1= 1dR X @q -

Damit ist {(Ua, o)} ein Atlas von R x M und {p,} eine Teilung der Eins welche der Uberde-
ckung {U,} untergeordnet ist. Wir definieren K : Q*(R x M) — Q*~1(M) durch Verwendung der
Abbildung K, fir ¢,(U,) vom ersten Schritt

K@) =" (¢hoKao (¢2")") (paw).

Bevor wir (21) {iberpriifen, zeigen wir fiir w mit suppw C U, die Formel
K(w) = (¢hoKao (#2"))w). (23)
Diese gilt, da mit Kartenwechsel ¢os = @50 o5 und ¢pops = ¢p o @, ' unter Verwendung von (22)

> (v 0K 0 (85)) (o) = Y- (0h 0 dhp 0 Ko (834)" 0 (821)") (7sw)
B

B

=3 (ph o Kao (2" ) (w) = (vh 0 Kao (821)") (@)
B
Da mit supp paw C Uy auch supp d(pow) C U, verwenden wir nun (23) und den ersten Schritt

(0 + Ko = SR + Kd)(pus0) = 3 o 0Ho + Ko (751) (o)

[e%

= Z Palsi = $5)(@a") " (Paw) = D (81 = 85)(Paw) = (57 — s5)e.

«

Das beendet den Beweis. O

Beweis von Satz 2.4. Sei ¢g ~g ¢1. Wir setzen H zu der Abbildung H : R x N — M fort, durch
H(t,") = ¢ fiir t < e und H(t,:) = ¢1 fiir t > 1 — . Nach Konstruktion gilt ¢o = H o s¢9 und
¢1 = H o s1. Gegeben [a] € H*(M). Es gilt do = 0 und wir rechnen mit Lemma 2.5

pla—¢la=sTH a—sgH a = (s] —sy)H*a = (dK — Kd)H* o = dKH"*«
Damit [¢a — ¢fa] = 0 baw. [¢pa] = [¢§a] in H*(N). O

Zwei Mannigfaltigkeiten M und N heifsen C*°-homotop, wenn es Abbildungen gibt ¢ : N — M und
¥ : M — N sodass ¢ o) ~ce idy und 1 o ¢ ~ce idps. Wir schreiben M ~co N. Vollig analog
definiert man die Relation C°-homotop fiir Mannigfaltigkeiten.
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Korollar 2.6. C°°-Homotope Mannigfaltigkeiten haben isomorphe DeRham-Kohomologie.

Beweis. Seien ¢ : N — M und ¢ : N — M mit ¢ 09 ~ce idy. Nach Satz 2.4 gilt idy-(n) = idy =
(poth)* =1* o p*. Genauso zeigt man ¢* o ¢* = idg=(ar)- O
Sei A eine Untermannigfaltigkeit von M und i : A — M die Einbettung. Eine Abbildung r : M — A
heifst Retraktion, wenn roi = id 4; und heilt Deformationsretraktion, wenn zuséatzlich gilt ior ~ id ;.

Der Raum A heift in diesem Fall auch Retrakt bzw. Deformationsretrakt. Eine Deformationretrak-
tion ist automatisch eine Homotopiedquivalenz. Ahnlich zum Korollar 2.6 beweisen wir.

Korollar 2.7. Seir: M — A eine Retraktion, dann ist r* : H*(A) — H*(M) injektiv.

Ein Beispiel fiir eine Deformationsretraktion ist r : R” — {0} mit ¢ o r ~pg idgs durch H :
[0,1] x R® — R™, (¢,z) — B(t)x mit cut-off Funktion 8 : [0,1] — R mit 3(¢) = 0 fiir ¢ < 1/3 und
B(t) =1 fiir t > 2/3. Wir haben damit bewiesen:

R wenn x=0

Korollar 2.8. H*(R") = H*(pt) = {
0 sonst

Bezeichne mit S 1 = {(z1,...,2,) € R" | 22 + --- + 22 = 1} die Standardsphére. Durch finden
von geeignete Deformationsretraktionen zeigen wir

(a) H*({z € C|a < |z| <b}) = H*(S)
(b) H*(R™\ {0}) = H*(S"")
Die Frage bleibt, inwiefern die Regularitéit der Homotopie eine Rolle spielt. Dazu das folgende

Theorem 2.9 (Approximationssatz). Jede stetige Abbildung ist C°-homotop zu einer glatten Ab-
bildung. Je zwei glatte C°-homotope Abbildungen sind auch C>-homotop.

Beweis. Siehe [4, Proposition 17.8]. O

Bemerkung 2.10. (i) Der Approximationssatz erlaubt es die Definition des Pull-backs auf stetige
Abbildungen ¢¢ : N = M zu erweitern. Wir definieren den Pull-back ¢§ durch den Pull-back
¢ : H*(M) — H*(N) wobei ¢ eine glatte Abbildung ist mit ¢y ~co ¢1. Das dies nicht von
der Wahl von ¢; abhéngt folgt aus der Homotopieinvarianz.

(ii) Die Homotopieinvarianz ist zwar einerseits praktisch fiir die Berechnung, heiflt aber auch, dass
die DeRham-Kohomologie zu schwach ist um feinere Strukturen, etwa die 28 verschiedenen
glatten Strukturen auf S7, zu unterscheiden.

2.2 Mayer-Vietoris-Sequenz

Die Mayer-Vietoris Sequenz ist ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung der DeRham-Kohomologie.
Eine Folge von linearen Abbildungen

) Pht1
o Ve = Vi Vit2

heifit ezakte Sequenz, wenn fiir alle k gilt im ¢y 1 = ker ¢y, (flir mehr Details siehe Anhang B).
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Satz 2.11 (Mayer-Vietoris Sequenz). Gegeben eine Mannigfaltigkeit M und offene Mengen U,V C
M, so dass UUV = M. Wir bezeichnen mit i,j und i, j die Einbettungen von U,V in M bzw. von
UNV inUYV. Die Sequenz

@
E——

0—— 0 (M) “P 0 () 6 (V) e (U N V) —— 0, (24)

ist exakt und induziert die exakte Sequenz

N g
 —

.. —— HR(M) HFU)® HY(V) —=> H*(UNV) —>> H+Y(M) —> ... (25)

Beweis. Die Exaktheit von (24) ist klar bis auf die Surjektivitit von i* — j*. Sei dazu o € Q*(UNV)

gegeben. Wir wihlen eine Teilung der Eins {py, pv } welche der Uberdeckung {U, V'} untergeordnet
ist. Definiere ay € Q*(U) und ay € Q*(V) durch
T)a, wennzxeUNV — T)ay, wennzx € VNU
() = V) L an)={ W) o)
0 wenn x € U\ V 0 wenn x € V\U

Nach Konstruktion gilt i*ay — j*ay = (pr + pv)a = a.

Die Exaktheit von (25) folgt dann automatisch aufgrund eines zentralen Satzes aus der Homo-
logischen Algebra (siehe Satz B.6). Wir geben hier lediglich die Kostruktion von § an. Sei dazu
[a] € H¥(U NV) gegeben. Wihle (ay,ay) mit i*ay — j*ay = a. Da i*day — j*day = da = 0
stimmen die Formen day und day auf U NV iiberein. Wegen Exaktheit von (24) gibt es 3 so dass
i*f = day und j*B = day . Nach Konstruktion ist 3 geschlossen. Die Abbildung § ist dann definiert
als [a] — [B]. O

Fiir eine Mannigfaltigkeit M mit endlich dimensionaler DeRham-Kohomologie definieren wir die
Eulercharakteristik durch

n

X(M) = "(~1)F dim H* (M) . (27)
k=0
Eine Folgerung aus der Mayer-Vietoris Sequenz ist eine Berechnungsformel der Eulercharakteristik.
Korollar 2.12. Wenn H*(U), H*(V) und H*(U NV) endlich dimensional sind, dann ist es auch
H*(M) und es gilt
X(M) =x(U) +x(V) —x(UnNV). (28)

Beweis. Betrachte den Ausschnitt aus der Mayer-Vietoris Sequenz (25)

*@j*
_—

H (U NV) = g “2 gy @ B (V)

Wegen Exaktheit ist H*(M) isomorph zur direkten Summe von im ¢ und im* @ j* also endlich di-
mensional. Die Gleichung (28) folgt aus dem Lemma B.1 auf die exakte Sequenz (25) und Umordnen
der Summanden. O

Mit Hilfe der Mayer-Vietoris Sequenz kénnen wir die Kohomologiegruppen der Sphéren bestimmen

R wennx=0,n

Korollar 2.13. Firn > 1 gilt H*(S™) & {
0 sonst
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Beweis. Wir iiberdecken S™ mit U = S™ \ {(0,...,0,1)} und V = 8™\ {(0,...,0,—1)}. Durch
stereographische Projektion erhalten wir U =2 R™, V =2 R™ und UNV = R™\{0}. Wir haben gesehen,
dass R™ homotop zu einem Punkt und R™ \ {0} homotop zu S™~! ist. Nach Homotopieinvarianz
reduziert die Mayer-Vietoris Sequenz fiir n = 1 auf

0 —— H(SY) —— H pt) ® H(pt) —— H°({-1,1}) ——= H(S!) ——=0.

Wir wissen, dass H® die Zusammenhangskomponenten zihlt und dass S' zusammenhingend ist.
Wir setzen ein und erhalten die exakte Sequenz 0 — R — R? — R? — H!(S!) — 0. Damit ist
H(SY) endlich dimensional und mit Lemma B.1 gilt H'(S!) = R. Sei nun n > 1. Die Mayer-
Vietoris Sequenz zerfillt in einzelne Abschnitte

0—— HO(S") - Ho(pt) ® Ho(pt) - HO(S"_l) - Hl(S”) .
VkE>1: 0 —— HF(S" 1) > Hk+1(5m) 0.

Wir setzen die Induktionsvorraussetzung und das S™ bogenzusammenhéngen ist ein und erhalten

0 R R2 R HY(S") ——=0
0——=R——=H"(S")——0 Vk#£0,1,n : 0 —— H*(S") —0.
Der Beweis ist fertig mit Lemma B.1. O

Mit den Kohomologiegruppen der Sphéren sind wir in der Lage ein paar klassische Resultate aus
der Topologie zu beweisen

Theorem 2.14 (Brouwerscher Gebietsinvarianzsatz). Die Riume R™ und R™ sind genau dann
homéomorph wenn n = m.

Beweis. Sei ¢ : R™ — R™ ein Homéomorphismus. Wir bezeichnen mit ¢, : S™ \ {p} — R" die
stereographische Projektion. Die Verkettung ¢, ! o ¢ o, setzt sich zu einem Homdomorphismus ¢ :

S™ — S™ fort. Der Pull-back von é induziert einen Isomorphismus von graduierten Vektorrdumen
H*(S™) =2 H*(S™). Damit ist n = m O

Theorem 2.15 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei B"T! := {(z1,...,7,11) € R™ | 2% 4. 4
xiﬂ < 1} der n+1-Ball. Jede stetige Abbildung ¢ : B"t! — B"*! hat einen Fizpunkt, d.h. es gibt
x € B" 50 dass ¢(z) = .

Der Beweis verwendet ein Lemma.
Lemma 2.16. Es gibt keine Retraktion von B"T1 auf S™.

Beweis. Angenommen 7 : B""1 — S" ist eine Retration. Dann gibt es nach Korollar 2.7 eine
injektive Abbildung H*(S™) — H*(B"). Jedoch ist B"*! homotop zu einem Punkt und demnach
verschwinden alle Kohomologiegruppen von positivem Grad. O

Beweis von Theorem 2.15. Angenommen ¢ : B"T! — B"*! hat keinen Fixpunkt. Wir bezeichnen
mit || - || die Standardnorm in R"*! und definieren im Widerspruch zum Lemma eine Retraktion
r: B"t — S" durch x +— ¢(x)+t,(x—¢(x)), wobei t, > 1 fiir jedes x die Losung der quadratischen
Gleichung ||¢(z) + t(x — ¢(x))||* = 1 ist. O
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2.3 Poincaré-Dualitat

Die Poincaré-Dualitdt beschreibt eine fundamentale Symmetrie der DeRham Kohomologiegruppen.
Zur Erinnerung, Q (M) bezeichnet den Raum der Differentialformen mit kompaktem Triger. Da
supp dw C suppw ist d(Q%(M)) C Q% (M). Das erlaubt folgende Definition.

Definition 2.17. Wir definieren die DeRham-Kohomologie mit kompaktem Trager durch

HE(M) ::EBHk(M), ko ker d N QK (M)

koo STEA ) 29
o imdNQk(M) (29)

Der Raum HF(M) heifit k-te DeRham-Kohomologiegruppe mit kompaktem Triiger.

Sei ¢ : N — M eine glatte Abbildung. Es ist supp ¢*w C ¢~ !(suppw), jedoch ist das Urbild
von kompakten Mengen unter glatten Abbildungen nicht notwendigerweise kompakt und somit
Q*(QUE(M)) ¢ QE(M). Aus diesem Grund schrianken wir uns auf solche Abbildungen ein, die diese
Eigenschaft haben. Wir nennen eine Abbildung ¢ : N — M eigentlich, wenn fiir alle Kompakta K C
M das Urbild ¢~!(K) C N eine kompakte Menge ist. Wenn ¢ eigentlich ist, dann ist ¢* (Q%(M)) C
Q*(N) und demnach gibt es auch eine induzierte Abbildung ¢* : HX (M) — H}(N). Wir machen
ein paar offensichtliche Beobachtungen

Satz 2.18. (i) Wenn M kompakt ist, dann H} (M) = H*(M).
(ii) Wenn M und N diffeomorph sind, dann HX(M) = H*(N).

(iii) Bs gilt HO(M) = R70.<(M) wobei 7o (M) die Menge der kompakten Bogenzusammenhangs-
komponenten ist.

(iv) Es gilt H*(M) =0 fiir k > dim M.
Beweis. Ubung. O

Zwei eigentliche Abbildungen ¢g,¢1 : N — M heilen eigentlich homotop, wenn ¢g ~g ¢ fiir
eine eigentliche Homotopie H. Wie im Beweis von Satz 2.4 kann man zeigen, dass zwei eigentlich
homotope Abbildungen die selbe Abbildung auf der DeRham-Kohomologie mit kompakten Tréger
induzieren; und zwei eigentlich homotope Raume isomorphe DeRham-Kohomologie mit kompaktem
Tréger haben. Das hilft leider nicht bei der Berechnung fiir R™, da R™ nicht eigentlich homotop
zum Punkt ist. Dafiir verwenden wir die Faserintegration. Das ist die lineare Abbildung

7 QE(R x M) — QY (M), (30)
eindeutig bestimmt sodass fiir alle Karten (U, ¢ = (21,...,2,)) von M gilt
(i) m'w =0 fiir w = f(t,z)dx’ € QR x U)
(i) m'w = ([ g(t, x)dt) da’ fiir w = g(t,x) dz’ Adt € QiR x U).

Das dies in der Tat wohl-definiert ist, folgt vollig analog zur Definition von K im Poicaré Lemma 2.5.
Die Faserintegration hat eine Rechtsinverse gegeben durch

QM) — QTR x M), w T w A pdt, (31)
wobei m : R x M — M, (t,z) — z und p : R — R eine Funktion mit kompaktem Triger und

Integral ffooo pdt = 1 ist. Die Abbildung 7 ist zwar keine Linksinverse zu 7', aber es gilt
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Satz 2.19. Die Abbildungen
7 HY(Rx M) — H~YM), [w] = [r'w],
T HY (M) — H (R x M), [w] — [rw],
sind wohl-definiert und invers zueinander.

Beweis. Nach der Leibnitzformel und da p dt eine geschlossene Form auf R x M ist, gilt 7od = dor.
Somit induziert 7 eine Abbildung auf der Kohomologie. Wir behaupten don' = 7' od. Fiir w = fda!
gilt 7'dw = ([72 8¢ f dt) da’ = 0 = dr'w. Fiir w = gda’ A dt gilt

. n o] ag s 00 s \
T dw = E / —dt) de’ =d / gdt | do’ =dr'w.
j=1 —0o0 89:] —00

Damit induziert auch 7' eine Abbildung auf der Kohomologie. Um zu beweisen, dass die induzierten
Abbildungen auf der Kohomologie invers zueinander sind, definieren wir eine lineare Abbildung
K:Q*(Rx M) — Q1R x M) durch

(i) Kw =0 fiir w = fdaz! € Q*(R x U)
(i) Kw= (ffoogdt—ffooogdtffoopdt) dz! fiir w = g(t,z) dt Adz! € QX (R x U)

und zeigen die Gleichung
id—7om'=Kod+doK. (32)

In der Tat fiir w = f da! gilt

t

t oo
de:Katfdt/\da:I:</ atfdt—/ atfdt/ pdt)de:fde:w7

—0o0

und damit (K od —do K)w =w = (id — 7 o 7" )w. Fiir w = gdt A dz’ gilt

Kdw = ZK@mjgd:L'j Adt A da’

Jj=1

n t 0o t
Z</ amjgdtf/ amjgdt/ pdt) da? A da!
j=1 —o0 —o0 —o0
t o t
de:d(/ gdt—/ gdt/ pdt) da’
—o0 —oo —o0

e} n t 00 t
<gp/ gdt> dt/\dazl+z</ 5‘m_7gdt7/ am].gdt/ pdt> dz? A da’
— 00 j:1 —00 — 00 — 00

= (id—TOTF!)OJ—KdOJ.

Aus Gleichung (32) folgt, dass fiir geschlossene w gilt w — (7 o7 )w = dKw. Also ist [w] = [(T o7 )w]
und somit ist 7 eine Linksinverse von 7' auf Kohomologie. O

Wir haben gezeigt, dass H} (R x M) = H*~1(M) und durch Iteration schliessen wir
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Korollar 2.20. Integration [, : Q2 (R") = R induziert einen Isomorphmismus H(R") = R und

H*(R") {R wenn * =n

0 sonst.

Sei U C M eine offene Menge und i : U — M die Einbettung. Da jedes w € Q.(U) auf dem Rand
von U verschwindet ist die Fortsetzung durch Null

w; wennz €U
)

iv : QL(U) = QL(M) (tsw)z = {

0  sonst.
wohl-definiert. Es gilt offensichtlich i, o d = d o i, und damit induziert i, eine Abbildung auf
Kohomologie, die wir mit demselben Symbol bezeichnen. Die Einbettung einer offenen Menge ist
im Allgemeinen leider keine eigentliche Abbildung. Demnach gilt die Mayer-Vietoris Sequenz von
Satz 2.11 nicht fiir DeRham-Kohomologie mit kompaktem Trager. Anstelle haben wir eine andere
Sequenz. Man bemerke, dass hier die Pfeile in die andere Richtung gehen.

Satz 2.21 (Mayer-Vietoris Sequenz fiir kompakte Triger). Mit den selben Vorraussetzungen und
Bezeichnungen von Satz 2.11 gilt: Die Sequenz

1,97, Gt
—_—

0——=QUNV)—=Q(U) @ Q:(V) P(M)——0 (33)
ist exakt und induziert die exakte Sequenz
O], it
= HNUNV) 3 HFNU) @ B (V) 5 BF (M) —2> B (UNV) —— ... (34)

Beweis. Wie im Beweis vom Satz 2.11 geniigt es die Exaktheit von (33) zu zeigen. Diese ist trivial,
bis auf die Surjektivitit von i, + j.. Sei dazu {py, py'} eine der Uberdeckung {U, V'} untergeordnete
Teilung der Eins. Gegeben w € Q% (M), dann ist (pyw, pyw) € Q5(U) @ Q% (V) ein Urbild.

Wir erinnern an die Konstruktion von §. Sei [w] € H¥(M) wihle (wy,wy) € QF(U) @ QF(V), so
dass i.wy + jxwy = w. Nach Konstruktion stimmen dwy und —dwy auf UNV iiberein und demnach
gibt es n € QF(U N V), so dass i,n = dwy und J,n= —dwy. Dann definiere 6[w] = [n]. O

Korollar 2.22. Mit HX*(U), HX(V) und HX(UNV) ist auch H} (M) endlich dimensional.

Beweis. Wort fiir Wort der Beweis von Korollar 2.12 unter Verwendung der Mayer-Vietoris Sequenz
fiir kompakte Trager. O

Definition 2.23. Eine Uberdeckung {U, | a € A} heift gut oder zellulir, wenn fir alle k > 1 und
(a1, 9,...,a) C A der Schnitt Uy, NUq, N -+ - NU,, homdomorph zu R™ ist.

Satz 2.24. Jede Mannigfaltigkeit M hat eine zellulire Uberdeckunyg.

Beweis. Wir wihlen eine Riemannsche Metrik g auf M. In jeder Riemannsche Mannigfaltigkeit hat
jeder Punkt eine geodétisch konvexe Umgebung, gegeben durch Normalkoordinaten eingeschréankt
auf eine hinreichend kleine Menge. Der Durchschnitt geodétisch konvexer Mengen ist wieder geo-
détisch konvex. Jede geodéatisch konvexe Teilmenge von R™ ist homdomorph zum R”™. O
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Eine Mannigfaltigkeit M hat endlichen Typ oder ist von endlichen Typ, wenn es eine endliche
zelluldre Uberdeckung von M gibt. Alle bisher beschriebenen Mannigfaltigkeiten sind von endlichen
Typ. Hier ein Beispiel einer Mannigfaltigkeit welche nicht von endlichen Typ ist

R?\ {(n,0) |n=0,1,2,...}.

Satz 2.25. Fir jede Mannigfaltigkeit M von endlichen Typ ist H*(M) und H(M) endlich dimen-
stonal.

Beweis. Sei k die Anzahl der Mengen einer zelluliren Uberdeckung von M. Der Satz ist wahr
fiir £ = 1 nach Korollar 2.8 und 2.20. Nach Induktion nehmen wir an, der Satz ist wahr fiir alle
Mannigfaltigkeiten welche eine Uberdeckung durch k Mengen besitzen. Sei {Ui,..., U1} eine
zellulare chrdcckung von M, dann setze U := Uy U--- U U, und V := Ugy1. Die Mengen U, V
und UNV = (U1 N Uk+1) U (Ug N Uk.+1) U---u (Uk N Uk+1) haben eine zellulidre iiberdeckung von

k Mengen. Der Satz folgt nach Induktion aus Korollar 2.12 und Korollar 2.22. O
Theorem 2.26 (Poincaré-Dualitit). Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand von end-
lichen Typ und Dimension n > 1. Fir alle k =0,...,n gibt es einen Isomorphismus
PD: HE(M) 5 HY M (M), [w] ([n] i—>/ w/\n) . (35)
M

Beweis. Wir tiberpriifen ob die Vorschrift (35) wohl-definiert ist. Seien w und 7 geschlossen. Durch
Ausmultiplizieren und mit Leibnitzregel gilt

/ (w+dw') A (n+dn) :/ w/\n+/ d(w'/\n):l:/ d(w/\n/):t/ d(w' Ndn').

M M M M M

Nach Satz von Stokes verschwinden die letzten drei Terme. Damit ist (35) wohl-definiert. Der Rest
des Beweises erfolgt nach dem sogenannte Mayer-Vietoris-Prinzip.

Schritt 1) Seien U,V C M offene Mengen. Wir behaupten, es gibt ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen:

HFUUV)

H*(U) @ H* (V) HXUNV)

lPDUUV iPDUeaPDV lPDmV (36)

oo —=HIM MU UV ——= HIMRU)* @ HY F(V) —=HY R UNV) —— ...

Die obere Zeile ist die Mayer-Vietoris Sequenz (25). Die untere Zeile ist bis auf ein noch zu erklé-
rendes Vorzeichen die duale Sequenz zur Mayer-Vietoris Sequenz fiir kompakte Trager (34). Nach
Satz 2.11, Satz 2.21 und Lemma B.3 sind die Zeilen exakt. Begriinden wir nun, warum das Dia-
gramm kommutiert. Dazu sei w € Q*(UUV), n € Q5(U) und 7 € (V). Mit obigen Bezeichnungen

gilt
/ w/\(i*n+j*7'):/ w/\z’*n+/ w/\j*T:/i*w/\n+/j*w/\T.
Uuv Uuv Uuv U 1%
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Damit haben wir gezeigt, dass das erste Quadrat von (36) kommutiert. Kommutativitit fir das
zweite folgt analog. Bleibt die Kommutativitdt von

J

HY(UNV) H(UUV)

J/PDUQV \LPDUUV

(—1)k+1g*

Hr= k(U NV)* Hr= =T U V)*

Hier haben wir ein Vorzeichen (—1)**! eingefiigt, damit das Diagramm kommutiert. Die Exaktheit
der Sequenz wird davon nicht beeinflusst. Seien w € Q*(U N V) und 7 € Q% (U U V) geschlossene
Differentialformen. Sei §[w] = [n]. Nach Definition ist n = —dpyw = dpyw. Damit

/ NAT = / —dpyw AT = (—1)’““/ wAdpyT.
Uuv unv unv

Damit haben wir gezeigt, dass (36) ein kommutatives Diagramm ist.

Schritt 2) Wir beweisen das Theorem nach Induktion iiber die Anzahl der Mengen einer zelluldren
Uberdeckung. Der Induktionsanfang ist Korollar 2.20. Angenommen das Theorem gilt fiir alle Man-
nigfaltigkeiten mit einer zelluliren Uberdeckung durch k& Mengen. Sei {Uy, ..., Uy 11} eine zellulire
Uberdeckung der Mannigfaltigkeit M. Setze U := Uy U---UUj, und V = Up,1. Wie im Beweis von
Satz 2.25 sehen wir dass U, V und U NV zellulire Uberdeckungen mit & Mengen haben. Damit
ist nach Induktionsvorrausetzung PDy;, PDy und PDyny ein Isomorphismus. Mit Verwendung des
Fiinf-Lemmas B.5 und des ersten Schrittes also auch PDyyy = PDyy. O

Bemerkung 2.27. (i) Die Vorrausetzung, dass M endlichen Typ hat, ist nicht notwendig und
kann mit Verwendung von etwas mehr Algebra weggelassen werden. Man beachte aber, dass
wenn M nicht von endlichen Typ ist, die Kohomologiegruppen von M nicht mehr endlich
dimensional sein miissen und bestimmte Aussagen, die fiir endlich dimensionale Vektorrdume
wahr sind, nicht mehr gelten. Dazu ein Beispiel: Sei M = | |..; M; eine unendliche disjukte
Vereinigung. Dann gilt

(M) = [[H* (M),  H}(M)=DH: (M),
iel il

el

wobei links das direkte Produkt steht, d.h. der Vektorraum aller Folgen (a;);c; mit a; €
H*(M;) fir ¢ € I, und rechts die direkte Summe, d.h. der Vektorraum aller Folgen (a;);er
mit nur endlich viele Folgengliedern ungleich Null. Da das Duale einer direkten Summe ein
direktes Produkt ist, gilt
(M) = [ HE (M)
il

Wenn Poincaré-Dualitédt fiir alle M; gilt, dann auch fiir M, da das direkte Produkt von Iso-
morphismen ein Isomorphismus ist. Falsch ist aber, dass auch H*¥(M) — H"*(M)* durch
[w] = ([n] = [, w An) ein Isomorphismus ist. Das gilt nur fir Mannigfaltigkeiten von endli-
chen Typ.

(ii) Die Vorraussetzung, dass M keinen Rand hat kann nicht direkt weggelassen werden. Insbe-
sondere ist die Abbildung (35) fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand nicht wohl-definiert. Es gibt
aber eine Verallgemeinerung, die sogenannte Lefschetz-Dualitit. Hierbei wird H*(M) durch
die relative Kohomologiegruppe H*(M,0M) ersetzt.
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(iii) Die Orientierbarkeit von M ist ebenfalls essentiel. Ohne Orientierung kann das Integral in (35)
gar nicht definiert werden. Es gibt aber auch dafiir eine Verallgemeinerung. Hierzu muss man
DeRahm-Kohomologie mit lokalen Koeflizienten einfiihren.

Das Poincaré-Duale von Untermannigfaltigkeiten Sei S C M eine abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit ohne Rand d.h. eine Untermannigfaltigkeit welche eine abgeschlossene Teilmenge
von M ist. Sei zusétzlich S orientiert von Dimension k, dann ist

/S:Hﬁ(M)—MR, MH/Si*w,

ein lineares Funktional, wobei ¢ : S — M die Einbettung bezeichnet. Nach der Poincaré-Dualitét
gibt es eine Klasse [ng] € H"%(M) so dass PD([ns])[w] = [ i*w, d.h. die Klasse [ng] ist eindeutig
bestimmt durch

/i*w:/ wANg, V [w] € H¥(M). (37)
S M

Wir definieren das (abgeschlossene) Poincaré-Duale PD(S) := [ng]. Sei aukerdem S kompakt ohne
Rand und M von endlichen Typ. Dann ist auch H*(M) — R, [w] — [qi*w wohl-definiert und
analog definieren wir das kompakte Poincaré-Duale PD.(S) := [n%] € HF(M) wobei [n] eindeutig
bestimmt ist durch

/Si*w:/Mw/\n’S7 ¥ [w] € HE (M), (38)

Das kompakte Poincaré-Duale ist fiir uns von geringerer Bedeutung und fiir kompakte Unterman-
nigfaltigkeiten meinen wir mit dem Poincaré-Dualen stets das abgeschlossen Poincaré-Duale, wenn
nicht anders angegeben.

2.4 Kiinnethformel

Die Kiinnethformel bestimmt die DeRham-Kohomologie fiir das Produkt zweier Mannigfaltigkeiten
M und N. Bezeichne die Projektionen 7 : M x N — M und 7 : M x N — N. Fiir alle £,/ > 0
definieren wir das Kreuzprodukt

QF (M) @ QYN) — QFF(M x N), wnN = TwATY. (39)

Theorem 2.28 (Kiinneth). Sei N oder M wvon endlichem Typ. Fir alle m > 0 induziert das
Kreuzprodukt einen Isomorphismus

P H'(M) H(N)=H™(M x N), (W] ® [n] — [T*w AT ). (40)
k+0=m

Beweis. Wir weisen zunéchst nach, dass die Abbildung (40) wohl-definiert ist. Seien w und n ge-
schlossen. Mit der Leibnitzregel ist dann auch 7*w A 7*n geschlossen und

T (w+d) AT (n+dn) = T'w AT+ d(m*W AT £d(nFw AT) £ d(W AdY).

Demnach héngt [7*w A 7*n] nicht von der Wahl der Représentanten von [w] und [n] ab. Der Rest
des Beweises erfolgt nach dem Mayer-Vietors Prinzip, analog zum Beweis von Theorem 2.26. Wir
nehmen ohne Einschrankung an, dass M eine endliche zelluldre Uberdeckung hat. Im ersten Schritt
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geben wir fiir alle k, ¢ und offenen Uberdeckungen {U,V} von M ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen an, wobei m =k + £

—— H*(M) ® H'(N) — (H*(U) ® H*(V)) @ HY(N) —= H*(UNV) @ H(N) ——

) | id*

— > H™(M x N) H™U x N)& H™(V x N) —= H"((UNV) x N) —

Die obere Zeile ist die mit H*(N) tensorierte Mayer-Vietoris Sequenz fiir die Uberdeckung {U, V'}
von M. Aus Satz 2.11 und Lemma B.4 folgt, dass diese Sequenz exakt ist. Die untere Zeile ist die
Mayer-Vietoris Sequenz fiir die Uberdeckung {U x N, V' x N} von M x N. Die vertikalen Morphismen
sind gegeben durch (40). Einzusehen, dass die ersten beiden Quadrate kommutieren, ist eine einfache
Ubung. Fiir das dritte Quadrat wihlen wir {py, py} eine Teilung der Eins untergeordnet zu {U, V'}.
Dann ist {py := pu o7, py := py o w} untergeordnet zu {U x N,V x N}. Wir rechnen

(60¢)(wen) =d[r"w AT = [dpyTw AT n] = [t*d(pyw) A T*n] = ¢ (S[w] @ [n]) -

Damit haben wir nachgewiesen, dass das Diagramm kommutiert. Im zweiten Schritt fithren wir
eine Induktion nach der Anzahl der Mengen in einer zelluliren Uberdeckung der Mannigfaltig-
keit aus. Der Induktionsanfang folgt nach Korollar 2.8 und Homotopieinvarianz 2.6. Fiir den In-
duktionsschritt: Wir kiirzen ab Ay, := H¥(M) ® HY(N), By, = (H*(U) ® H*(V)) @ H'(N),
Cre == H*UNV)® HYN), Ay, == H"(M x N), By, := H™(U x N) & H™(V x N) und
Cp = H™((UNV) x N). Fixiere m. Mit diesen Abkiirzungen erhalten wir aus dem oberen Dia-
gramm ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

Bi10—Ci_1y Ape By e Cr,e
Bm—l Cm—l Am Bm, Cm .

Wir bilden die direkte Summe iiber alle &, £ so dass k + £ = m und erhalten

DBy —PCh1y— P Ay —— P By —— P C iy

| o

Bm—l Om—l Am Bm Cm .

Nach Induktionsvorraussetzung sind die beiden dusseren vertikalen Pfeile Isomorphismen und nach
dem Fiinflemma B.5 auch der innere. O

Bemerkung 2.29. (i) Wieder ist die Annahme, dass eine der Mannigfaltigkeiten endlichen Typ
hat, nicht notwendig und die Formel gilt auch allgemeiner fiir beliebige Mannigfaltigkeiten.

(i) Man sieht leicht, dass (40) beziiglich (a ® b) A (¢ ® d) := (—1)4¢8bdesc(g A ) @ (b A d) ein
Algebraisomorphismus ist. Damit kann man zeigen, dass die De-Rahmkohomologie des Torus
T" = S! x ... 5! als graduierte Algebra isomorph zum &usseren Produkt AR™ ist.

(iii) Es gibt eine analoge Formel fiir die DeRahm Kohomologie mit kompaktem Triger eines Pro-
duktes zweier Mannigfaltigkeiten.
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2.5 Thom-Isomorphismus

Wir wollen das Poincaré-Duale von Untermannigfaltigkeiten genauer verstehen. In der Ubung haben
wir in Beispielen gesehen, dass dies von Differentialformen représentiert wird welche Trager “in der
Ni#he” der Untermannigfaltigkeit haben. Um das mathematisch exakt zu formulieren fiihren wir den
Begriff der Tubenumgebung ein und zeigen im Anschluss den Thom-Isomorphismus.

Definition 2.30. Sei S C M eine Untermannigfaltigkeit. Ein Normalenbiindel E C T M ist eine
Menge E = | |,cq B mit E, C T, M so dass

(i) E; ®T,S =T, M fir allex € S

(i) fir alle x € S gibt es Umgebungen U und Vektorfelder X1,...,X, € X(U) so dass fir alle
y € U das Tupel (X1(y),...,Xe(y)) eine Basis von E, ist.

Satz 2.31. Fin Normalenbiindel ist eine Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei {(Ua,pa)} ein Atlas von S und X7,..., Xj* € X(U,) Vektorfelder welche punktweise
eine Basis von E bilden. Es sei 7 : E — M definiert durch 7(E,) = x. Wir definieren U, := 7~ (Uy)
und @, : U, — R™ als das Inverse der Abbildung

<p;1 i pa(Ua) X R > U, , (palz),a1,...,a0) = a1 X7(2) + ... ar X[ () .

Wir definieren U C E als offen, wenn ¢, (U NU,) C R™ fiir alle « offen ist. Diese Topologie ist
Hausdorff, da ¢, eine Bijektion ist und Punkte in R™ durch offene Mengen getrennt werden kénnen.
Sei {U; C R"} eine abzihlbare Basis von offenen Mengen in R”, dann ist {¢_!(U;)} eine abzihlbare
Basis von offenen Mengen in £. Damit sind die notwendigen Eigenschaften an die Topologie von E

nachgewiesen. Wir behaupten, dass {(Uy, §o)} einen Atlas liefert. Fiir & € U, NUgz sel ¢qp(z) €
GI(R) die Basistransformationsmatrix von (X{(z), ..., X{*(z)) nach (Xlﬁ (2),..., Xf (z)). Wir ber-
rechnen den Kartenwechsel. Sei (z,v) € ¢, (U, NUp) C R* @ R, Dann gilt

Pap(@,v) == (P50 @5 )(2,0) = (w5 0 05" )(@), Yap(2)v) . (41)
Wir schliefsen, dass ggag eine glatte Abbildung zwischen offenen Mengen in R ist. O

Der Beweis funktioniert auch fiir das Tangentialbiindel. Wir verallgemeinern den Begriff des Nor-
malenbiindels und des Tangentialbiindels zum Begriff des Vektorbiindels.

Definition 2.32. Ein Vektorbiindel 7 : E — M wvon Rang { ist eine surjektive (glatte) Abbildung
2wischen Mannigfaltigkeiten E und M, so dass jede Faser E, := n~Y(z) fir v € M die Struktur
eines (-dimensionalen reelen Vektorraumes hat und es einen Biindelatlas {(Uy, po) | @ € A} gibt:

(i) {Uq} ist eine Uberdeckung von M
(ii) 0o : 1 (Uy,) — R x Uy, ist ein Diffeomorphismus so dass
(1) pulp, : Bz — R x {x} ist ein Isomorphismus von Vektorriumen fiir alle x € U,,.
Sei {(Ua, o)} ein Biindelatlas. Wir definieren den Trivialisierungswechsel s : Uy NUg — GI(RY)
Yas(@) =5 0 05 rex(a) -

Ein Vektorbiindel ist orientiert, wenn det 5 > 0 fiir alle a,, 5 € A.
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Satz 2.33. Seiw: E — M ein Vektorbindel und M orientiert. Dann ist E als Mannigfaltigkeit
orientiert genau dann wenn E als Biindel orientiert ist.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.31 definieren wir einen Atlas {(U,, $o)} von E. Der Kar-
tenwechsel ist gegeben durch (41). Damit ist das Differental

7 d¢o¢,8 * )
dpos = .
Pap < 0 Vap
Fiir die Determinante gilt det d&aﬁ = det dggp - det 3. Nach Vorraussetzung hat det d¢.p ein

positives Vorzeichen. Damit hat det dg?)aﬁ genau dann ein positives Vorzeichen, wenn det 1,3 ein
positives Vorzeichen hat. O

Sei m : E — M ein orientiertes Vektorbiindel von Rang ¢. Die Produktorientierung ist die durch
den Satz gegebene Orientierung auf E als Mannigfaltigkeit. Wir definieren

QO (E) :={w e Q" (F) | suppw N E, kompakt ¥V x € M},

den Raum der Differentialformen mit kompaktem wvertikalen Trdger. Auf diesen Raum iibertrigt
sich die Definition der Faserintegration

7 (E) » (M),
eindeutig bestimmt, so dass in einer Biindelkarte (Uy, @, ) fiir w € Q7 (771(U,)) gilt
(i) m'w =0 wenn w = fdz! Adti* A--- A dt/m fiir m < £ und
(ii) 7w = (fge f(t, z)dt? ... dt") do” wenn w = fda! Adt' A--- Adtt.
Um zu sehen, dass dies wohl-definiert, ist betrachte fiir w = fdz! Adt' A---Adt’ den Kartenwechsel
W!a;gw =7 (f(¢ap(@), Yap(a)t) det waﬂ(a:wgﬁdaz[ Adt A AdtY)

_ ( |, Fapl@) bup@i) det s att . dt@> da?

= (/RZ f(Pap(x),t) dtl...dt‘f> orpda’
= qbzﬁw!w .
Somit definiert 7'w einen Kozykel, also eine Differentialform.
Satz 2.34. Es gilt don' = 7' od.

Beweis. Es reicht die Formel in lokaler Darstellung in einer Bindelkarte (U, ) nachzuweisen. Fiir
w = fdx! Adt’ A--- AdtPm mit m < £ — 1 verschwinden beide Seiten. Fiir w = fda! A dt' A

...dti - A\ dt* verschwindet die linke Seite und fiir die rechte Seite gilt
= 0f — of
7 (dw) :wlza det Ndat Ndtt AL dtd - A dEE + (/mdtl...dtf) da’ .

.
i=1 v J
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Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung und da f kompakten Trager hat ver-
schwindet auch dieser Term. Fiir w = fda! A dt' A --- A dt? gilt fiir die rechte Seite

k
7 (dw) = 7' ; gg‘idzi Adet Adtt A - A dE = ; ( 8f dtt .. dt4> dz' A dz?
Fiir die linke Seite gilt

1 L _ 1 £ % I
d(ww—d(/fdt dt) _Z( a@dt...dt)dm/\dm.

i=1

Damit wurde die Formel bewiesen. O

Im Gegensatz zum Pull-back ist die Faserintegration kein Ringhomomorphismus fiir das Dachpro-
dukt. Anstelle gibt es eine andere Produktformel

Satz 2.35 (Produktformel). (a) Seiw: E — M ein orientiertes Vektorbindel von Rank £, T eine
Differentialform auf M und w ein Differentialform auf E mit kompaktem vertikalen Trager. Es
gilt

T Aw) =T Amhw. (42)

b) Angenommen M ist zusdatzlich orientiert von Dimension n, w € Q4 (E) und 7 € Q7 t=a ().
cv c
Dann gilt beziiglich der Produktorientierung auf E

/E(W*T)/\WZ/JMT/\’]TIUJ. (43)

Beweis. Wir rechnen wieder in lokalen Koordinaten. Sei 7 = g(x)dx”. Fiir w = f(x,t)dz! A dt/* A
..dt’m mit m < ¢ verschwindet die rechte Seite der Produktformel und fiir die linkte Seite gilt

(T Aw) = 7' (gda? A fdz! Adt A - Adt) =7 (gfde? Adzt AdEY A AdET) =0,
Fiir w = f(x,t)de! Adtt...dt" gilt
(T Aw) = 7' (g(x)dz? f(x, t)dat Adtt A dt’) = 7' f(x, t)g(x)dz? A da! A dtt A dtf

</ f(x,t)g(z)dtt .. dt4> dz”’ A da!
= g(z) (/ f(x,t)att. .. dtf> dz’ A dx’
R¢

!
=TATW.

Fiir (b) reicht es ohne Einschrinkung 7 = g(x)dz’ und w = f(x,t)dz! Adt' A - A dtf so dass
dz’ Ndx' =dx'...dx" zu betrachten. Es gilt nach dem Satz von Fubini

/ (") ANw = / g(x)f(z, t)dat .. da"dtt ... dt*
E Rn+e

= [ g2 flz,t)dtt ... dt* ) dzt ... da"
[ (1, )
:/MT/\’R'!(U.

Damit wurde (b) bewiesen. O
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Da die aufere Ableitung den Tréger einer Differentialform nur verkleinert ist d(Q,(E)) C Q7,(E).
Wir definieren die DeRham-Kohomologie mit kompaktem vertikalen Triger durch

, kerd N QF (E)
H* (E):=P H: (E HF(E) = —— v/
C’U( ) g C’U( )’ C’U( ) imdﬂQl&)(E)

Theorem 2.36 (Thom-Isomorphismus). Sei 7 : E — M ein orientiertes Vektorbindel von Rang ¢
und M von endlichen Typ. Die Faserinteration induziert einen Isomorphismus

H;,(E) = H*(M).

Beweis. Sei {U,V} eine offene Uberdeckung von M. Bezeichne Ey := n~(U), By := 7~ (V) und
Eynv =7 YU NV). Wir bezeichnen mit 7, j und ¢, die Einbettung von Ey, By in E bzw. von
Eynv in Ey, Ey. Wir behaupten, dass die folgende Sequenz exakt ist

0 — 5, (B) —2 Q2 (Ev) @ Q2 (By) —= Q2 (Eury) — 0.

Der Beweis dafiir ist analog zum Beweis von Satz 2.11. Wir zeigen nur die Surjektivitét von i* —j'*.
Wir wihlen eine der Uberdeckung {U, V'} untergeordnete Teilung der Eins {py, py'} und erhalten
durch {py := py o7, pv := py o7} eine der Uberdeckung {Ey, Fy} untergeordnete Teilung der
Eins. Damit definiere fiir gegebenes w € QF (Eyny) die Formen wy = pyw € Qf,(Ey) und
wy = —pyw € O, (Ey). Dann gilt i'wy —j wy = w und somit ist i — j surjektiv. Die kurze
exakte Sequenz induziert eine lange exakte Sequenz fiir die Kohomologie und mit Satz 2.11 erhalten
wir ein Diagramm mit exakten Zeilen

e T va(E) - va(EU) D Hécv(EV) - va(EUr‘lV) — .

| l i

oo — H¥(M) ——— H¥(U)® H*(V) ——= H*(UNV) —— ... .

Man iiberpriift direkt in Biindelkarten, dass die ersten beiden Quadrate kommutieren. Fiir das
dritte miissen wir zeigen, dass

HE (Eyny) ——> HEHL(E)

cv

| |

HY(UNV) —2> H1(M).
Fiir [w] € HY,(Eyny) rechnen wir mit Verwendung von (42)
(w0 §")w] = [w'dpyw] = ldpym'e] = (§om)w].

Der Rest des Beweises erfolgt nach Mayer-Vietors Prinzip. Der Induktionsanfang ist gegeben durch
Korollar 2.20. O
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Der Thom-Isomorphismus besagt insbesondere, dass es eine eindeutig bestimmte Klasse u € H., (E)
gibt, mit der Eigenschaft 7'(u) = 1 € H°(M), wobei hier 1 die Klasse repriisentiert durch die
konstante Funktion 1 bedeutet. Die Klasse u ist die Thom-Klasse. Mit der Produktformel sieht
man, dass das Inverse von 7' durch 7*(-) A u gegeben ist. Wir weisen eine wichtige Eigenschaft der
Thom-Klasse nach.

Lemma 2.37. Die Thom-Klasse u = [n] € H,(E) ist eindeutig bestimmt durch fE n =1 fir ein
beliebiges x € M, wobei E, durch die Biindelorientierung von E ortentiert ist.

Beweis. Gegeben n € QF (F) mit dn = 0 und fEI n=1 Sei f=n'ne C®M). Dadf =dr'n=
m'dn = 0 ist f eine konstante Funktion. In einer Biindelkarte um = gilt = gdt* A --- A dt’ + o/
wobei 7’ eine Summe von Differentialformen der Form frdz! A dti A ...dt"» mit m < £ ist. Es gilt
f= fw gdt' ... dtt = fEm n = 1. Demnach ist 7'[] = 1 und 7 reprisentiert die Thom-Klasse. O

Definition 2.38. Sei S C M eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit. Eine Tubenumgebung von S
ist eine offene Umgebung U C M mit der Eigenschaft: Es existiert ein Normalenbiindel w: E — S,
eine offene Menge U' C E und ein Diffeomorphismus ¢ : U — U’, so dass

(i) wenn v € U’ dann ist auch rv € U’ fiir alle r € [0,1],
(ii) p(x) =0, € E, fir allex € S.
Insbesondere folgt, dass 7|y : U' — S eine Deformationsretration ist.
Satz 2.39. Jede abgeschlossene Untermannigfaltigkeit hat eine Tubenumbegunyg.
Beweis. Wéhle eine Metrik g auf M. Wir erhalten ein Normalenbiindel £ durch
E:= (TSt ={veTM|z:=n(w) €S, g.(v,w)=0Vwe T,S}.
Wir behaupten: Es gibt eine Funktion r : § — R+, so dass
U :=U.:={0 € E| gn(o)(v;0) <r(m(v))},  U:={expy,(v) |veU'}
wohl-definiert ist und ¢ : U’ — U, v €XPr(y) U €in Diffeomorphismus ist. Dazu zeigen wir:
e Die Menge aller v € E, so dass exp(, auf v definiert ist, bildet eine offene Umgebung um S.
e ¢ ist injektiv auf einer offenen Umgebung um S, da S abgeschlossen und ¢|g injektiv ist.
e 1 ist lokaler Diffeomorphismus auf einer offenen Umgebung um S, analog zu |3, Lemma 3.60|.
e Jede offene Umgebung von S in F enthélt U/ fiir eine geeignete Funktion r.

Die einzelnen Schritte zu zeigen, {iberlassen wir dem Leser. Siehe auch [10, §9.20] fiir den Fall wenn
S kompakt ist. Dann kann r als konstante Funktion angenommen werden. Wenn S nicht kompakt
ist, konstruiere die Funktion r mittels einer kompakten Ausschopfung von S. Es folgt nun dass U
eine Tubenumgebung um S ist. O

Hier die mathematische Formulierung der anfanglich beschriebenen Beobachtung.
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Satz 2.40 (Lokalisierungsprinzip). Fir jede Tubenumbegung U einer abgeschlossenen orientierten
Untermannigfaltigkeit S in einer orientierten Mannigfaltigkeit M gibt es eine Differentialform mit
Triger in U welche das Poincaré-Duale von S reprisentiert. Insbesondere gilt

PD(S) = [j.p™n] . (44)

Wobei ¢ : U — U’ C E wie in Definition 2.38, 1 ein Reprisentant der Thom-Klasse von E und j
die Finbettung von U in M bedeutet.

Beweis. SeiU’; Eund ¢ : U — U’ wie in Definition 2.38. Wir orientieren E als Mannigfaltigkeit mit
der Bedingung, dass ¢ orientierungserhaltend ist und als Biindel, so dass E die Produktorientierung
tragt (vgl. Satz 2.33).

Schritt 1) Wir zeigen, dass es eine Differentialform mit Tréger in U’ gibt, welche die Thom-Klasse
von F repréasentiert. Sei zunédchst 7 ein beliebiger Repréasentant der Thom-Klasse. Fiir r : S — Ry
betrachte die Abbildung ¢, : E — E, E, > v — r(z)v und den Pull-back 7, := ¢n. Dann gilt
nach der Transformationsformel und Satz 2.37

/nr=/ wi‘n=/ n=1.

Demnach repriisentiert 7, auch die Thom-Klasse. Auferdem gilt supp 7, = ;! (suppn). Es reicht
ein r zu finden, so dass

suppn C 9, (U') <= suppn, CU’. (45)
Ahnlich zum Beweis von Satz 2.39 konstruieren wir Funktionen r_,r, : § — Rsg, so dass suppn C
{ve E||v| <ri(n(v))} und {v e E | ||v|| <r_(x(v))} C U'. Dann folgt (45) mit r = /r_. Im
weiteren Verlauf des Beweises bezeichnen wir 7, mit 7.
Schritt 2) Wir behaupten, dass j.¢*n € Q*(M) das Poincaré-Duale reprisentiert, wobei j : U — M
die Einbettung ist und j, die Fortsetzung durch Null bedeutet. Fiir [w] € H (M) und ' := (¢~ !)*w
gilt mit Produktformel (43)

/ w/\j*ga*n:/w/\go*n:/ w’/\n:/w*i*w’/\n:/i*w’:/i*w,
M U ’ E s s

wobei wir in der dritten Gleichung verwendet haben, dass 7 : E — S eine Homotopie-inverse zum
Nullschnitt s : S — E, x — 0, ist; demnach ist mit dem Poincaré-Lemma w’ A n — 7*i*w’ A n exakt
und nach Satz von Stokes das Integral iiber die Differenz gleich Null. Damit ist die Gleichung (37)
erfiillt und der Beweis fertig. O

Schnitt-Theorie Mit den gewonnenen Erkenntnissen iiber das Poincaré-Duale studieren wir
das Schnittverhalten von Untermannigfaltigkeiten mittels Differentialformen. Dies fiihrt zu er-
staunlichen Anwendungen. Sei S C M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Eine Abbildung
¢ : N — M ist transversal zu S (schreibe ¢ M S) wenn fiir alle z € ¢~1(9)

Zwei Untermannigfaltigkeiten T, S C M sind transversal (schreibe T M S), wenn fiir alle z € TN S
T.T+T,S=T,M.

Die Kodimension von S ist definiert durch codim S := dim M — dim S.
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Hier fehlt was.

Satz 2.41. (a) Wenn ¢ th S, dann ist $~1(S) C N eine Untermannigfaltigkeit mit
codim ¢~ 1(S) = codim S .
Sei zusdtzlich S, M und N orientiert, dann ist auch ¢~ (S) orientiert und

PD(¢™'(S)) = ¢"PD(S).

(b) Wenn T 1S, dann ist T NS eine Untermannigfaltigkeit mit
codim S NT = codim S + codim T .
Seien zusdtzlich S, T und M orientiert, dann ist auch T NS orientiert und es gilt
PD(SNT) = PD(S) APD(T).

Beweis. Zu (a). Da der erste Teil der Aussage eine lokale Aussage ist, nehmen wir ohne Ein-
schrinkung an, dass M = R™ und S = R¥ x {0}. Sei p : R* — {0} x R** die Projektion.
Nach Vorraussetzung hat p o ¢ bei 0 einen reguidren Wert. Damit ist nach Satz vom regliaren Wert
¢~1(S) = (po #)~1(0) eine Untermannigfalitkeit. AuRerdem gilt ker T,,¢~1(S) = ker d,(p o ¢) und
somit nach Rangsatz codim ¢~!(S) = codim S.

O

2.6 FEulerklasse

Sei 7 : E — M ein orientiertes Vektorbiindel von Rang ¢ mit Thom-Klasse u = u(E) € H!, (E).
Wir definieren die Euler-Klasse e = e(E) € H*(M) durch e = s*u, wobei s : M — E, x + (x,0)
der Nullschnitt ist.

Satz 2.42. Fir jede orientierte geschlossene Mannigfaltigkeit M gilt

| ewan = .

Der Beweis erfordert ein Lemma und ein paar Vorbereitungen. Sei m = dim H*(M). Mit Verwen-
dung der Poincaré-Dualitét gibt es zwei Basen von H* (M) repréisentiert durch die Differentialformen
Wi, ..., Wy und 7, ..., T, mit der Eigenschaft

/ wi/\Tj:(Sij7
M

fiir alle 4, j = 1,....m. Wir schreiben degw; € N und degT; so dass w; € HI8“i (M) bzw. 7; €
H4°87i (M). Nach Satz von Kiinneth représntiert das Tupel (7*w; A p*7;)1<ij<m eine Basis von
H*(M x M) wobei m : M x M — M und p : M x M — M die Projektion auf die erste bzw.
zweite Komponente bedeutet. Der Raum A = {(z,z) € M x M | x € M} ist eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit.

Lemma 2.43. ng H*(M)(—l)degwj T*w; A p*T; reprasentiert das Poincaré-Duale von A.
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Beweis. Die Abbildung ¢ : M — A, z — (z,z) ist ein Diffeomorphismus. Wir rechnen

/ TR A pFwe = / (mrod) 1K A (mop)iwe = / T Awp = (—1)de8Tndegwes,
A M M

Sei na Représentant des Poincaré-Dualen von A. Nach Theorem 2.28 gibt es ¢;; € R so dass

* *
naA = g CigT Wi NP Tj.
1<i,j<m

Wir rechnen mit definierender Eigenschaft des Poincaré-Dualen

/ T T A\ pFwe = / T 7 A pFwe Ana
A MxM
= Z Cij / T T A prwe AT w; A pT;
i MxM

=D ey [ (- (o A ) A p* (e A Ty)
ij M x M

_ § Cij(_l)(deg‘rk-l-degwg)degwi/ Wi A T / Wy /\Tj
irj M M

_ § Cij(_l)(deg T +deg wy) deg w; 5ik52j
5,

_ (71>(deg T +deg wy) dengckE )

Mit Gleichung (46) folgt
{(—1)deg‘*’k‘ wenn k =/
Cke = 0

sonst.

wobei wir verwendet haben, dass (—1)degwrdegws — (_1)degw,

(46)

O

Beweis von Satz 2.42. Fiir alle (x,x) € A identifizieren wir T, ;)M x M = T, M & T, M. Mit dieser

Identifizierung ist ein Normalenbiindel von A C M x M gegeben durch E = U(x,m) en Bz mit

E, ={v,v)eT,MaT,M|veT,M}.

Die Abbildung ¢ : TM — E, v — (v, —v) ist ein Diffeomorphisus mit ¢(7,M) = E,. Sei ng ein

Reprisentant der Thom-Klasse von E. Dann gilt

o e =/ ng =1.
M E

x

Somit reprisentiert ¢*ng die Thom-Klasse von TM. Sei U C M x M eine Normalenumgebung
von A und ¢ : U — U’ C E wie in Definition 2.38. Nach Lokalisierungsprinzip 2.40 hat ng ohne

dim H* (M)

Einschrankung Trager in U’ und mit Lemma 2.43 ist j.p*ng = ijl

Damit

m m

[ e@an = [ e = Yot [ wr npn = St <y,

Jj=1 Jj=1
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Hier fehlt was.

wobei wir verwendet haben s*ng = s*j.0"ng.
O

Eine interessante Anwendung der hier entwickelten Theorie ist das Lefschetz-Fixpunkt Theorem.
Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und ¢ : M — M eine Abbildung. Wir definieren die
Lefschetz-Zahl L(¢) € Z durch

n

L(¢) = (~1)* Tr(¢* : H*(M) — H¥(M)),

k=1
wobei Tr die Spur der linearen Abbildung bedeutet.

Theorem 2.44 (Lefschetz-Fixpunkt Theorem). Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und ¢ :
M — M so dass L(¢) # 0, dann hat ¢ einen Fixpunkt.

Beweis. Ohne Einschrankung ist M orientierbar. Falls nicht betrachte d Angenommen ¢ hat keinen
Fixpunkt. Die Abbildung id x ¢ ist transversal zur Diagonalen A C M x M. Damit nach Satz 2.41
ist (id x ¢)~1(A) € M x M eine Untermannigfaltigkeit. Wenn ¢ keinen Fixpunkt hat, dann hat A
und (id x ¢)~*(A) auch keinen Schnittpunkt. Insbesondere schneiden diese Untermannigfaltigkeiten
sich transversal und wieder mit Satz 2.41 gilt

0= PD(A) A PD((id x ¢)~1(A)) = PD(A) A (id x ¢)*PD(A).

O

Berrechnung der Eulerklasse im Beispiel ¢/ = 2: Wir geben eine konkrete Berrechnung
der Euler-Klasse eines orientierten Vektorbiindels m : E — M im Fall das £ = dim7~!(z) = 2.
Hierbei nehmen wir zusétzlich an, dass es fiir E einen Biindelatlas {(Uy, $a)} gibt, so dass fiir den
Trivialisierungswechsel gilt ¥,5(x) € SO(2) C GI(R?) fiir alle z € U, N Ug. Wir identifzieren R?
mit C und SO(2) mit der Untergruppe der linearen Abbildungen, welche durch Multiplikation mit
einer komplexen Zahl von Norm gleich Eins gegeben sind. Mit anderen Worten es gibt Abbildungen
Aag : Ua NUg — R/27Z. so dass fiir x € Uy, NUp

_ idaple) _ [COSAq () —sinAgp(z)
Yap(r) = ePer@) = (Sin )\ag(x) cos Aaﬁ’z@ ) : (47)

Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn F das Normalenbiindel einer Einbettung M C N ist, (N, g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist und die Vektorfelder von Definition 2.30 (ii) punktweise
orthonormal beziiglich g sind.

Fir z € U, NUg N U, gilt die Kozykel-Eigenschaft ¥ 5(x)¥s,(2) = Yoy (x) bzw.

Aap(Z) + Agy(x) = Aoy (x) € R/27Z. (48)

Sei 0 € QY(R/27Z) definiert durch 7*o = dt, wobei t die Koordinate auf R und 7 : R — R/27Z die
Projektion bezeichnet. Wir definieren die Differentialform d\,s € Q!(U, N Up) durch

dXap == Aop0 - (49)
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Analog definieren wir dg, € Q' (UsNU,) und dA,, € Q' (UyNU, ). Aus der Gleichung (48) erhalten
wir in QY (U, NUz NU,)
dhap + dAgy = dAon . (50)

Sei {pa} eine Teilung der Eins untergeordnet zu {U, }. Wir definieren die lokale Zusammenhangs-
form A, € QY(U,) durch

Ag = pydiasy .
Y

Lemma 2.45. Auf U, NUg gilt Ay — Ag = dXp.

Beweis. Wir rechnen

Ao — Ap = Z PrdXap + prd/\ﬁv - Z PrAdAgy = dAap Zp'y = dAag,
¥ g ¥ 8!

wobei wir (50) verwendet haben. O

Wir definieren die Kriimmungsform F € Q?(M) durch
F‘Ua = dAa . (51)

Lemma 2.45 zeigt, dass F' wohl-definiert ist. Offenbar ist dF' = 0. Wir bezeichen mit E* = {v €
E | v +# 0} das Komplement des Nullschnitts in F und Ej; = E* N7~ '(Uy,). Die Abbildungen @,
vom Biindelatlas und die Polarkoordinaten C \ {0} = R~ x S* liefert die Identifikation

E{}a 9504; UaXC\{O}an XR>()XSI. (52)
Wir schreiben ro und 6, fiir die Projektion auf Rsy bzw. S = R/27Z. Auf ESQOUB gilt

Fa=7s  Ba=0s+ 7 Aap € R/27Z. (53)

Analog zu (49) definieren wir die Differentialformen df, € Q'(E; ) und dfg € Ql(ESﬁ). Mit letzter
Gleichung gilt in Q' (Ef y,)
df, = dGB + 7T*d>\a5 .

Wir definieren die globale Winkelform ¥ € Q'(E*) durch

1

— — 7 A,) .
27r(d9a T Ay)

\I’|EI§Q =
Wir schliessen mit Lemma 2.45, dass U wohl-definiert ist. In der Tat gilt auf E;J(amU,;
27 - (\I}|E5a — \IJ|E55) =df, — 7" A — (dgﬁ — W*Ag) =db, — d@g -|—7T*(A5 — Aa) =0.

Aufierdem folgern wir aus (51), dass



Sei B : R — R eine cut-off Funktion, sodass §(z) = 1 fiir x < 1/2 und S(z) = 0 fiir z > 2/3. Aus
Gleichung (53) folgt dass die Funktion r : E* — R gegeben auf Ej; durch r, wohl-definiert ist.
Wir definieren p := Bor und n € Q2 (E) durch

n:—d(p\I/):—dp/\\I/—i—ﬁ-ﬂ*F.
2m

Diese Form ist am Nullschnitt definiert, da dp am Nullschnitt verschwindet und p sich durch Eins
fortsetzt. Fiir © € M berechne mit Verwendung der Identifikation (52)

/n:f/ dp/\\Il:fi/ dg do = —-p
Eq Eq 27 Jo S1

Nach Lemma 2.37 représentiert 7 die Thom-Klasse von E. Sei s : M — E, x + 0, der Nullschnitt.
Es gilt

oo

=—(0-1)=1.

0

* * % 1
s77=§-s7rF=§-

Somit wird die Eulerklasse von E durch % - F' représentiert, d.h.

1

T o

e(E) [F]. (54)
Bemerkung 2.46. Die obige Disskusion ist moglich sobald fiir einen Biindelatlas {(Uy, o)} Dif-
ferentialformen {A,} gefunden werden konnen, so dass die Folgerung aus Lemma 2.45 gilt, d.h.
Ay — Ag = d),p. Diese Beobachtung werden wir im Beweis vom Satz von Gauf-Bonnet wiederauf-
nehmen.

3 Topologie und Krimmung

Ein grofses Teilgebiet der Differentialgeometrie ist es den Zusammenhang zwischen geometrischen
Grossen, etwa der Metrik und ihren abgeleiteten Grofien, wie zum Beispiel der Kriimmung oder der
Lange, und den topologischen Eigenschaften des zugrundeliegenden Raumes zu studieren. Eines der
prominentesten Beispiele dafiir ist das Theorem von Gauf-Bonnet. Aber auch in héheren Dimen-
sionen gibt es sehr interessante Theoreme die ausgehend von Kriimmungsschranken topologische
Aussagen treffen. Wir werden diese in dem Kapitel behandeln.

3.1 Gaul-Bonnet

Eine Riemannsche Fliche (M, g) ist eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten von Dimension
gleich zwei. Das Theorem von Gauf-Bonnet entstand aus der Beobachtung, dass die Innenwinkel-
summe von geodéatischen Dreiecken auf diesen Fldchen von der Kriimmung abhéngt.

Theorem 3.1 (Gauf-Bonnet - geschlossener Fall). Sei (M,g) eine geschlossene Riemmansche
Fache und K : M — R die skalare Krimmung. Dann gilt

/ Kwvolf, = 2mx(M).
M
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Beweis. Sei {(Uy,¢q)} ein orientierter Atlas von M und ef,e§ € ¥(U,) die orthonormalisierten
Vektorfelder 9x§, dz§. Wir definieren die 1-Form A, € Q(U,) durch

Aa(v) = (€], Voeg), (55)

wobei V der Levi-Civita Zusammenhang ist. Fiir Punkte p € U, N Ug ist der Basiswechsel ¢qs(p)

von (e¢(p), e (p)) auf (¢ (p), e (p)) eine Matrix mit Werten in SO(2), da beide Basen orthonormiert

und orientiert sind. Mit der Identifikation (47) gibt es Funktionen \op : U, N U — R/27Z so dass

ef = cos )\agef — sin )\aﬁeg

(56)
es =sin )\a/gef + cos )\age’g .
Mit Verwendung von (e? , ef ) = 6;; und da V metrisch ist gilt
<€’f, V€f> = <€§7 V€§> =0 <6§3, V€§> = _<V6f7 62B> : (57>

Damit berechnen wir
(€5, VeS) = cos Aaglel, V(sin Aape? + cos Aageh)) — sin Aag(es, V(sin Aagel 4 cos Aaped))
= 082 AapdAap + cos? Aag el Vel) — sin® \p (e, Vel) + sin? AagdAap
= dXap + (€], VeD) .
Also gilt Ay —Apg = dAp auf U,NUg und nach Bemerkung 2.46 ist die Differentialform F' € O2(M)
Flu, =dAq,

wohl-definiert und nach (54) représentiert %F die die Eulerklasse von T M. Wir berechnen F'. Setze
X :=ef und Y := e§. Wegen (57) ist VxX und Vy X punktweise proportional zu Y sowie VxY
und VyY punktweise proportional zu X. Wir schliessen daraus

(VxX,VyY) =0, (VyY,VxY)=0.
Damit und mit (11) gilt

F(Xa Y) = X<Xa VYY> - Y<X7 VXYv> - <X7 v[X,Y]}/>
= (VxX,VyY) + (X, VxVyY) - (Vy X, VxY) — (X, VyVxY) — (X, VixyY)
— (X,R(X,Y)Y) =K

Also gilt F' = Kwvolj, und das Theorem folgt aus Satz 2.42. O

Sei nun (M, g) eine Riemannsche Flache mit Rand und 0M trage die induzierte Orientierung. Wir
definieren die Normalenkriimmung kg € Q*(OM) durch

HQ(U) = <Va Vv'y> 9 (58)

wobei fiir v € T,0M die Kurve v : (—¢,¢&) — OM eine orientierungserhaltende Parametrisierung
einer Umgebung von p mit |§| = 1 und v ein Normalenfeld, so dass (¥,v) punktweise positiv
orientiert ist. Insbesondere gilt x, = 0, wenn 7 eine Geodéte ist.
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Theorem 3.2 (GauR-Bonnet - Fall mit glattem Rand). Sei (M,g) eine kompakte Riemannsche
Fldche mit Rand und K : M — R die skalare Kriimmung. Dann gilt

/Kuol?w—i—/ kg = 2mx(M).
M oM

Beweis. Wir beweisen zuerst den Spezialfall M =D = {z = x +iy € C | |2| = 22 + y? < 1} der
Einheitskreisscheibe mit beliebiger Metrik g und Standardorientierung. Eine orientierungserhalten-
de Parametrisierung von 9D ist gegeben durch v : [0,27] — ID, t + e (vgl. Definition 1.26).
Sei e}, e§ € X(Uy) mit U, = D die beziiglich g orthonormalisierten Vektorfelder der Standardbasis
Oz, dy und 6[13 , eg € X(Up) die beziiglich g orthonormalisierten Vektorfelder von %, i fortgesetzt auf
eine Tubenumgebung Us von 0D. Definiere A,, Ag durch (55). Im Beweis von Theorem 3.1 haben
wir gezeigt dA, = Kvolf. Aukerdem gilt nach Definition

Aﬂ = <ef,Ve§) = —(e@,Vef) = —HKg-

Des Weiteren wurde gezeigt A, — Ag = dA\ap wobel A\yg : Uy N U — R/27Z durch (56) und dA.g
durch (49) definiert ist. Damit gilt mit Satz von Stokes

/Kvol]%—i—/ ﬁg:/dAa—/ Agz/ Aa—A/g:/ d)\aﬂ:/ Aopo -
D ) D ) oD oD oD

Da o geschlossen ist, dndert sich der Wert des Integrals unter Homotopie von A,g nicht. Sei gy die
Standardmetrik und g, := 79+ (1—7)go eine Homotopie der Metriken. Dazu sei A], s die beztiglich g-
bestimmte Funktion. Diese hdngt stetig von 7 ab. Wir kénnen also ohne Einschréankung annehmen,
dass g = go. Dafiir ist die rechte Seite gleich 2r = 27y (D). Wir haben damit das Theorem fiir
diesen Spezialfall bewiesen.

Sei nun (M, g) eine allgemeine kompakte Riemannsche Flidche mit Rand. Wegen der Kompaktheit
von M ist jede Zusammenhangskomponente des Randes OM diffeomorph zu S!' und es gibt dar-
iiberhinaus nur endlich viele. Sei ¢ : |_|f:1 S1 — OM ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus.
Wir bilden die geschlossene Fliache durch Ankleben von k& Scheiben via ¢

—~ k
M = M Ugn |_|i:1]D>,

und setzen die Metrik g beliebig auf M fort. Mit Theorem 3.1 erhalten wir unter Beriicksichtigung
der Orientierungen und des bereits gezeigten Spezialfalles

k
27rx(M\):/AKvoljgw:/ Kvolfw—&—Z/Kvolg :/ Kvolg/[—i—/ kg + 21k .
M M = /D M oM

o~

Damit folgt der allgemeine Fall mit x (M) = x(M) + k nach Korollar 2.12 O

Wir wollen noch den Fall von Dreiecken und allgemeiner Polygonen betrachten. Sei (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Polygon P = ¢o(P’) C M ist das Bild eines linearen Polygons
P’ c U’ C R? unter einem Diffeomorphismus ¢ : U’ — U C M wobei U und U’ offene Mengen
sind.
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Theorem 3.3 (Gauk-Bonnet - Polygone). Sei (M, g) eine Riemannsche Fliche und P C M ein
kompaktes Polygon mit Innenwinkeln B, ..., Bk. Definiere

a =1 — B,
Dann gilt

k
/Kvolﬁ/[—i—/ /€9+Zai:27r.
P P =

Beweis. Seiy: [0,¢] — OP eine stetige Parametrisierung mit y(¢) = y(0) und 0 = to < t; <ty <
ty < trg1 = £, so dass v; := V|[, ¢, fiir alle i = 0,..., k glatt ist. Fiir £ > 0 definiere eine glatte
Kurve 7, : [0,€] — M, so dass v.(t) = ~(¢) fiir alle t mit min; |t — ¢;| > € und fiir jedes ¢ sei

0i i= Yelfts—e tite] * [ti — &, ti +€] = Be(ps),

ein Pfad mit Lange £(6;) — 0 fir e —» 0 der smh in das Polygon einschmiegt. Sei el , 62 die ortho-

normalisierte Vektorfelder 0x1, 0zs und el , €5 8 die orthonormalisierten Vektorfelder (5“ id;. Definiere
Ay, Ag mit (55). Wie im Beweis von Theorem 3.2 gilt A, — Ag = dA\op und Ag = —k,. Damit folgt

/6fﬁg:/6fd)\a/3—/6;‘Aa — ;.

Bezeichne mit P. € M die Zusammenhangskomponente vom Komplement von im ., so dass das
Mak der symmetrischen Differenz zu P fiir ¢ — 0 gegen Null konvergiert. Der Abschluss von P. ist
eine kompakte Flidche mit Rand diffeomorph zur Kreisscheibe. Nach Theorem 3.2 gilt fiir alle ¢ > 0

/Kvoljgw—i—/ Kg = 2m.
P. aP.

Nach Stetigkeit des Lebesgue-Mafies folgt dann

lim Kvolg —/Kvolg )

e—0

Des weiteren

it1—€ tite k
gl_r)r(l) Kg —A%Z/t vng—khmZ/ 51-/{9:/819/&9—#;@1-.
Damit folgt der Beweis. O

Bemerkung 3.4. Verbindet man die Beweis von Theorem 3.3 und 3.2 erhélt man einen Beweis fiir
das Gauft-Bonnet Theorem fiir kompakte Riemannsche Fldchen mit Rand und Ecken.

Ein Polygon P heifst geoddtisch, wenn der Rand eine stiickweise Geodéte ist. Wir kommen nun zu
der Anfangs beschriebenen Beobachtung zuriick.

Korollar 3.5. Sei P C M ein geodditisches Dreieck mit Innenwinkeln o, 8 und v. Dann gilt
IWS ::a—i—ﬁ—l—'y:ﬂ—i—/ K voly, .
P

Insbesondere, wenn K = kg € R konstant ist, dann gilt IWS = 7 4 kovol(P).
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3.2 Hopf-Rinow

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein stickweise glatter Weg ist eine stetige Abbildung
v : [a,b] = M welche auf dem Komplement von endlich vielen Punkten glatt ist. Seien a = to <
t1 < .-+ <t = b die Punkte, sodass die Einschrinkung 7|, 4,,,) glatt ist fiir allei =1,... &k — 1.
Die Linge von -y ist definiert durch

k=l ptin
f(v):ZZ/t_ Iy@ldt, O = /gy (3(8):4(1)) -

Fiir zwei Punkte p,q € M bezeichne mit
Qo ={v:la,b] = M |v(a) =p, v(b) = ¢, ist stiickweise glatt},
den Raum der stiickweise glatten Wege von p nach ¢. Damit definieren wir die Funktion
d:MxM—R, (p,q) — inf{l(y) | v € Qpq}-

Satz 3.6. Die Funktion d ist eine (topologische) Metrik, d.h. es gilt fir alle p,q € M

(i) d(p,q) >0 mit d(p,q) =0 genau dann wenn p = q.

(ii) d(p,q) = d(q,p).
(iii) d(p,q) < d(p,r) + d(r,q) fir alle r € M.
Beweis. Siehe [8, Theorem 13.87]. O

Eine Geodéte v : [a,b] — M heikt minimal, wenn sie den Abstand von «y(a) nach v(b) minimiert,
d.h. es gilt d(v(a),v(b)) = £(v). Eine Normalenumgebung von p € M ist eine offene Umgebung U
mit der Eigenschaft, dass fiir eine offene Umgebung um Null U C T, »M die Exponentialfunktion
exp,, ein Diffeomorphismus von U nach U ist.

Lemma 3.7. Sei U eine Normalenumbegung von p und q € U, dann gibt es eine eindeutige auf
bogenldinge parametrisierte minimale Geoddte von p nach q welche komplett in U verlduft.

Der Zusatz “komplett in U” im letzten Lemma ist essentiel. Die Eindeutigkeit stimmt sonst nur fiir
hinreichend kleine Normalenumgebungen.

Lemma 3.8. Fir allep € M gibt es eineg > 0, so dass es fir alle ¢ mit d(p, q) < €g eine eindeutige
minimale auf bogenlinge parametrisierte Geoddte von p nach q gibt.

Eine wichtige Beobachtung und Folgerung aus dem letzten Lemma ist, dass die Minima der Lange
genau den minimalen Geodéten entsprechen.

Korollar 3.9. Sei~y € Q, , mit £(y) = d(p,q), dann ist v eine minimale Geoddte.
Fiir alle p > 0 und p € M bezeichnen wir den Ball mit Radius p um p
By(p) :={q € M |d(p,q) <p}.

Das Lemma 3.8 garantiert, dass fiir hinreichend kleine p > 0 die Bélle tatséchlich diffeomorph zu
Euklidischen Béllen sind
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Hier fehlt was.

Lemma 3.10. Sei p € M wund g9 wie in Lemma 3.8. Fiir alle ¢ > 0 mit ¢ < &g bildet die
Ezxponentialabbildung exp,, den Ball {v € T,M | |[v|| < e} diffeomorph auf Bc(p) ab.

Beweis. Bezeichne B.(p) = exp, ({v € T,M | |lv]| < e}). Wir zeigen B.(p) C B:(p). Sei ¢ =
exp,(v) € B:(0). Die Geodiite (t) = exp,(tv) ist die radiale Geodite und nach Lemma 3.8 mini-
mal. Somit ist d(p,q) = £(7) = |[v|| < € und ¢ € B.(p). Wir zeigen B.(p) C B.(p). Sei ¢ € B.(p).
Nach Lemma 3.8 gibt es eine minimale Geodéte v von p nach ¢q. Ohne Einschréankung ist v auf [0, 1]
parametrisiert, also exp, v = g wobei v = ¥(0). O

Korollar 3.11. Die Topologie von (M,d) als metrischer Raum stimmt mit der Topologie von M
als Mannigfaltigkeit tiberein.

Beweis. Nach Lemma 3.10 sind fiir hinreichend kleine ¢ > 0 die Bélle B.(p) offen beziiglich der
Topologie von M als Mannigfaltigkeit. Jede offene Menge beider Topologien lasst sich als unendliche
Vereinigung iiber endliche Schnitte solcher Mengen schreiben. Also sind die Topologien gleich. [

Lemma 3.12. Seip € M und po > 0 so dass exp, auf {v € T,M | |[v|| < po} definiert ist. Fiir
jedes g mit d(p,q) < po gibt es eine minimale Geoddte von p nach q. Insbesondere, wenn exp, auf
ganz T, M definiert ist, dann gibt es eine minimale Geoddte von p zu jedem q € M.

Beweis. Mit Blick auf Lemma 3.8 nehmen wir ohne Einschrankung an, dass pg > ¢. Der Raum
0B:(p) = {z | d(z,p) = ¢} ist diffeomorph zu einer Sphére und die Funktion = — d(z,¢) nimmt
darauf ihr Minimum an. Sei p. ein solches Minimum mit d(p, p.) = . Daraus folgt

d(p,q) = d(p, p<) + d(pe, q) -

Sei p :=d(p,q) und v : [0, p] = M die nach Bogenldnge parametrisierte Geodéte mit v(0) = p und
~(g) = pe. Betrachte

I:={te|0,p] | d(p,y(t)+d(v(t),q) =dp,q)}.

Wir miissen zeigen, dass p € I, denn dann d(p,v(p)) +d(v(p),q) = p+d(v(p),q) = d(p,q) = p und
somit d(y(p),q) = 0 also v(p) = ¢. Die Menge I ist nicht leer, denn £ € I. Die Menge I ist auch
abgeschlossen, da d und + stetig sind. Sei t; = sup = max ] und wir nehmen per Widerspruch
an, dass t4y < p. Definiere r := ~(t+). Analog zu eben finden wir fiir ein &’ > 0 hinreichend klein
ein 7. mit d(r,r.) = ¢’ und d(r,q) = d(r,r:) + d(rc, q). Es gilt

d(p,q) < d(p,re) +d(re,q) < d(p,r) +d(r,re) +d(re,q) < d(p,r) +d(r,q) <d(p,q) .

Demnach muss iiberall Gleichheit gelten und wir folgern d(p, r.) = d(p,r)+d(r,r:). Sei ' : [0,&'] —
M eine minimale nach bogenldnge parametrisierte Geodéte von r nach r.. Die Verkniipfung von
Yljo,¢,] und 7/ ist eine stiickweise glatte Kurve von p nach r. welche den Abstand minimiert. Nach
Korollar 3.9 ist dies tatséchlich eine glatte Geodéte, d.h. (o ¢, 4./ ist eine minimale nach bogenléinge
parametrisierte Geodéte von p nach r.. Somit ist ¢, + ¢’ € I im Widerspruch zur Maximalitéit von
ty. O

Definition 3.13. FEin Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit geodatisch vollstandig, fir alle
p € M die Exponentialfunktion auf ganz T,M definiert ist.

Theorem 3.14 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es ist dquivalent
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(i) (M,d) ist vollstandig.

(i) (M, g) ist geodditisch vollstandig.
(#ii) Es gibt einen Punkt p € M, so dass exp, auf ganz T), M definiert ist.
(iv) Jede abgeschlossene und beschrinkte Menge in M ist kompakt.

Beweis. Wir zeigen (i) = (4i). Sei p € M beliebig und v : I — M eine Geodéte wobei 0 € I,
~4(0) = p und I C R der maximale Definitionsbereich von + ist. Ohne Einschréankung nehmen wir
an, dass ||¥]| = 1 und per Widerspruch, dass ¢t = supI < oco. Sei (¢,) C I eine Folge die gegen
das Supremum ¢, konvergiert. Insbesondere ist (¢,) eine Cauchy-Folge. Sei e > 0 beliebig und vg
so dass [t, —t,| < € fiir alle v, u > 1. Sei ohne Einschrénkung ¢, < ¢,. Dann gilt

d(v(t0), ¥(tn)) <€Vt 1)) =t —tw <&

Also ist auch die Folge (g,) := (v(t,)) eine Cauchy-Folge. Nach Vorraussetzung konvergiert (g, )
gegen ein ¢. Sei €9 > 0 aus Lemma 3.8 fiir den Punkt ¢ und v > 1 hinreichend grofs, so dass
d(qy,q) < €9. Nach Lemma 3.8 gibt es eine minimale Geodéte v’ : [0, p] = M von ~/(0) = ¢, nach
7' (p) = q mit [|§'|| = 1. Die Geodite 7|, ;) ist auch eine minimale Geodéte mit den gleichen
Eigenschaften. Nach Eindeutigkeit folgt (¢t + t,) = ~/(¢) fiir alle ¢ € [0, p]. Die Geodéte ~' ldsst
sich auf [0, p + &¢] fortsetzen, also lasst sich v auf [0,¢4 + €] fortsetzen. Das ist ein Widerspruch
zur Annahme, dass t; das Supremum ist.
Der Schritt (i7) = (i4) ist trivial.
Wir zeigen (ii) = (iv). Sei K C M abgeschlossen und beschrénkt. Nach Lemma 3.12 gibt es
fir jedes ¢ € K eine minimale Geodéte v, von p nach ¢. Ohne Einschrénkung ist v, auf [0,1]
parametrisiert und mit der Definition der Exponentialfunktion exp, v, = ¢ wobei v, := 4,(0). Da
K beschrénkt ist, gibt es eine Konstante p > 0, so dass |v,| = d(p,q) < p fiir alle ¢ € K. Mit
anderen Worten

K Cexp,{veT,M | |jv]| < p}.

Die Menge {v € T, M | [jv|| < p} ist kompakt und das Bild unter exp,, auch kompakt, da Bilder von
kompakten Menge unter stetigen Abbildungen kompakt sind. Schliesslich ist K als abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Hausdorffraums auch kompakt.

Wir zeigen (iv) = (i). Sei (¢,) C M eine Cauchy-Folge. Die Menge {q, | v € N} ist beschréinkt.
Nach Vorraussetzung ist ihr Abschluss kompakt und somit hat (g,) eine konvergente Teilfolge. Da
(gv) eine Cauchy-Folge ist, konvergiert (¢,) gegen den Grenzwert der Teilfolge. O

Bemerkung 3.15. Der Satz von Hopf-Rinow gilt nicht fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

3.3 Jakobi-Felder

Sei jetzt wieder (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jakobi-Felder resultieren auf natiir-
liche Weise aus einem Variationsprinzip des Langen oder Energiefunktionals. Gegeben eine Kurve
v : [a,b] = M. Eine Variation von 7 ist eine Abbildung

u: (g,€) x [a,b] = M, u(0,-) =17.
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Wenn zusétzlich gilt u(s,a) = 7y(a) und u(s,b) = (b) fiir alle s € (—¢,€) so nennt man u eine
Variation mit festen Endpunkten. Wir schreiben auch v, := u(s,-) fiir ein s € (—¢,¢). Fir die
Variation u definieren wir das pull-back Biindel und pull-back Schnitte v*X € T'(u*T M) durch

u'TM := |_| Tu(s,t)Ma (U*X)(S,t) = X(u(57t))>
(st)

fiir X € X(M). Dies ist ein Vektorbiindel iiber D := (—¢,¢) X [a, b] und tragt auf natiirliche Weise
einen Zusammenhang V = u*V definiert durch

VY’U,*X = u*(Vdqu) s

fir alle Y € X(D) und X € X(M). Nicht jeder Schnitt in «*T M ist der Form w*X aber l4sst sich als
Linearkombination tiber dem Ring C'*°(D) von solchen schreiben. Wir erweitern die Definition von
V fiir Schnitte in «*T'M welche nicht vom Typ «* X sind durch die Produktregel. Diese Definition
erweitert die kovariante Ableitung 5, = (7*V)g;. Fiir den glatten Weg ~ : [a,b] — M definieren wir
das Energie-Funktional \
1
=5 [ Ilpa.

Lemma 3.16. Seiu: (—&,¢e) X [a,b] = M eine glatte Variation von v : [a,b] = M, dann sind die
Funktionen s — £(vs) und s E(%) differentierbar und es gilt mit £ := Osu(s, -)
(

d

(€, ) — (& Vi) d Nk /b .
5 S - —F s = ) - )
S|, = [N CTR g gy =] - [evaa
Beweis. Wir rechnen
d b
%E(’Ys) . :/a <Vsatu78tu> _
b
:/ <Vt68u,6tu> dt o

b
== / 3t<5'su, 8tu> — <83u, Vt&gu) dt

—@%[K[@VQWﬁ

und
d b
5000 = [ 1ol (7.0 00 ] _
b
:/ HatuH*l(Vtasu,atw
ab
:/H@MVW@@wﬁmy4@WVﬁm»ﬁ_ﬂ
ab
= [ 10wl @1le4) - (6. V)
Wobei wir verwendet haben, dass V torsionsfrei ist. O
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Wir sehen anhand des letzten Lemmas, dass wenn die Funktion s — E(vy,) fiir alle Variationen mit
festen Endpunkten bei s = 0 einen kritischen Punkt hat, dass dann v eine Geodéte ist. Das selbe
gilt fiir s — £(7y,) unter der Vorraussetzung, dass ||| konstant ist. Sei nun + eine Geodéte, also ein
kritischer Punkt der beiden Funktionale. Wir bestimmen die zweite Ableitung. Diese involviert den
Kriimmungstensor.

Lemma 3.17. Sei vy : [a,b] - M eine Geodite und u : (—¢,€) X [a,b] — M eine glatte Variation.

Dann gilt mit £ = Osu(s, )
d2
—F

b b
| o= [ 191 = (R € dt + (980

und mit £ =& — Wf\l); (d.h. der orthogonalen Projektion von & senkrecht zu ¥ )

d2
ds?

b

L e et oy e .
]y = o [ IV = RS89,

Beweis. Wir rechnen

d2

b
@ / (stsatu, atu> + (Vsatu, Vsé?tu>

E(’Ys) <=0 =

b
_ / (VVidu, 0 + | Vidsul P di|
b
= / (R(Dsu, Opu)Osut, Oy + (VY s05u, Opu) + ||V Osul|? dt Y
/ &gu V (9 U 6‘tu> <V V u Vtﬁtu) < (5‘su,8tu)8tu,8su> + ||Vt85u||2dt —0

(V.6,4) / IVAEI2 — (R(EA), €) dt

wobei wir V4 = 0 und Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors verwendet haben. Die
Rechnung fiir das Langenfunktional ist &hnlich und befindet sich [6, p. 175]. O

Diese Rechnung legen legen die Definition einer Hessischen fiir das Energiefunktional nahe.

Definition 3.18. Sei v : [a,b] = M eine Geodite. Wir definieren die Indexform, als die symme-
trische Bilinearform I : T(v*TM) @ T'(v*TM) — R durch

b
I(€n) = / (V16 V) — (R(EA) ) dt

FEin Vektorfeld € entlang der Geoddten -~y heifit Jakobi-Feld, wenn gilt

| ViVi€ + R(&,4)7 =0

Setze T'o(v*TM) als den Raum der Vektorfelder ¢ entlang v : [a,b] = M mit &(a) = £(b) = 0.

50



Lemma 3.19. Sei v : [a,b] = M eine Geodite und £ € T'(v*TM). Es gilt

& ist ein Jakobifeld << I(&,n)=0,Vnelo(r*TM).
Beweis. Da n(a) = n(b) = 0 gilt mit partieller Integration

b b
I€.m) = / (V46 Vin) — (R(EA) ) dt = — / (ViVi€ + R(EA).m) di

Das Resultat folgt. O

Definition 3.20. Sei v : [a,b] — M eine Geodite. Angenommen es gibt ein Jakobifeld £ €
To(y*TM), also mit £(a) = £(b) =0, dann heiflen v(a) und ~(b) konjugiert entlang .

Satz 3.21. Sei v : [0,{] = M eine nach bogenlinge parametrisierte Geodite mit p = (0) und
qg=~(). Es ist dquivalent

(i) Die Punkte v(0) und vy(£) sind konjugiert.

(ii) Es gibt eine nichi-triviale Variation u : (—e,e) x [0,€] = M durch Geodditen, d.h. die Kurve
vs = u(s,-) ist eine Geodite fir alle s € (—e,e), mit den Randbedingungen u(-,a) = p und
Os|s=ou(s, £) = 0.

(i4) Das Differential der Exponentialfunktion exp, ist singuldr bei vl € T,M mit v := §(0).

Beweis. Wir zeigen (iii) = (i1). Sei w € T, M mit w # 0 und dy¢ exp,(w) = 0. Fiir ¢ > 0 klein genug
definieren wir eine Variation u : (—¢,&) x [0,4] — M durch u(s,t) = exp, (t(v + sw)). Dies ist eine
Variation durch Geoditen welche die Randbedingungen erfiillt. In der Tat u(s,0) = exp,(0) = p
fiir alle s € (—e,¢) und

Osu(8,0)|s=0 = dew exp, fw = 0.

Wir zeigen (i) = (¢). Definiere & : [0,¢] — v*TM durch £(t) := Os|s=ou(s,t). Da 74 eine Geodite
ist, gilt Vi0ru(s,t) = 0 fir alle s,t € (—¢,¢) x [0,¢] und somit

0= sttatu = R(@Su, 8tu) + Vtvsatu = R(@Su, Btu)&gu + Vtvtasu .

Wir setzen s = 0 und folgern dass £ ein Jakobifeld entlang ~ ist. Da u nach Vorraussetzung nicht-
trivial ist, ist auch & nicht trivial. Auferdem gilt £(0) = £(¢) = 0. Damit sind v(0) und ~(¢)
konjugiert.

Wir zeigen (i) = (ii4). Sei £ ein nicht-triviales Jakobifeld entlang v mit £(0) = £(¢) = 0. Dazu
betrachten wir wieder die Variation u(s,t) = exp,(s(v + tw)) mit w := V£(0). Es gilt w # 0,
sonst wire ¢ trivial. Das Vektorfeld & = 0s]s—ou(s, -) ist ein Jakobifeld entlang v mit £'(0) = 0 und
V£ (0) = w. Dies sind die gleichen Anfangsbedingungen wie auch fiir ¢ und wegen Eindeutigkeit
§=¢" Also 0= ¢£({) = &' (0) = dyr exp, fw damit ist exp,, singldr bei v/. O

Bemerkung 3.22. Im Beweis haben wir gesehen, dass Jakobifelder aus Variationen mit Geodéten
entstehen.
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Satz 3.23 (Jakobi Lemma). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Gegeben eine nach
bogenlinge parametrisierte Geoddte v : [0,£] — M und ty € (0,£) so dass v(0) und y(to) entlang
v konjugiert ist, dann gibt es eine Variation u : (—e,e) x [0,£] — M, so dass fir die Kurven
s = u(s,-) gilt

() <ty) Vs #o.

Insbesondere ist v nicht minimal.

Beweis. Sei £ ein nicht-triviales Jakobifeld entlang v mit £(0) = £(¢t9) = 0. Sei ausserdem ( ein
beliebiges Vektorfeld entlang v mit

€0)=¢() =0,  ((to) =—Vi&(to) -

Zum Beispiel kann ein solches ¢ folgendermafen gefunden werden: Wahle eine cut-off Funktion
B :10,€] — [0,1] mit kompaktem Tréger in (0, ) und 5(¢t) = 1 fiir alle ¢ mit |t — ¢o| klein genug. Sei
(o ein paralleles Vektorfeld entlang v mit (o(tg) = —V£(to). Dann ist ((t) = B(t)Co(t) ein solches
Vektorfeld. Fiir € > 0 definiere 7. : [0,¢] — v*TM durch

(t) = £(t) +eC(t) fiir t < tg
et fiir ¢ > to.

Dieses 7). ist im Allgemeinen nur stetig bei to, d.-h. die Variation u(s,t) := exp. ) sn:(t) ist nur
stiickweise glatt in . Wir bezeichnen mit I, Iy und I; die Indexform entlang -y, v[(,s,] bz2w. Yjt,,4-
Damit gilt

1(7757775) = 10(7767778) + 11(77577]6) = IO(gag) + 25[0(57 C) + €2IO(C> C) + 52]1(47() .

Da £ ein Jakobifeld entlang und £(0) = £(¢o) = 0 verschwindet Iy(, &). Wir berrechnen

to

to
160 = [ (Vi€.V:0) = (REAVC) dt = (Teelto).Clta) + [ ~(Ve016.0) = (RIEAN.C)
Da £ ein Jakobifeld ist verschwindet das Integral und iibrig bleibt

Io(€,¢) = ~IIV:&(to) 1*.

Insgesammt haben wir
I(nav 776) = 726”vt€(t0)”2 + €2I(<a C) .

Da ¢ ein nicht-triviales Jakobifeld ist muss |[V;£(¢0)]|? > 0 und damit fiir € > 0 hinreichend klein
I(ne,me) < 0. Wir setzen s = u(s, ). Damit

as|s:0£(75) = I(ﬂsﬂ?e) <0.

Somit hat die Funktion s — £(7s) ein striktes Maximum bei s = 0. O

52



3.4 Cartan-Hadamard

Eine Uberlagerung ist eine surjektive glatte Abbildung ¢ : N — M, so dass jeder Punkt p € M eine
offene Umgebung U C M mit der folgenden Eigenschaft hat: Es gibt eine disjunkte Zerlegung

¢_1(U) = |_| Uj )
jel

und die Einschrankung ¢y, : U; — U ist ein Diffeomorphismus. Man kann zeigen, dass dabei die
Kardinalitét von I lokal konstant ist. Falls I endlich und M zusammenhéngend ist, heifst die Anzahl
der Elemente von I der Grad der Uberlagerung. Wir definieren die Decktransformationen

Deck(¢) C Diff(N),

als die Untergruppe der Diffeomorphismen ¢ : N — N so dass ¢ o 1) = ¢. Seien zusétzlich (N, g)
und (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Eine semi-Riemannsche Uberlagerung ist eine
Uberlagerung so dass ¢|u, eine Isometrie ist. Offensichtlich ist jede Uberlagerung auch ein lokaler
Diffeomorphismus ¢ : N — M, d.h. jeder Punkt p € N hat eine Umgebung U, so dass ¢|y :
U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist. Die Umkehrung stimmt nicht. Siehe dazu etwa das Beispiel
N =RU(0,1) und M = R mit ¢(p) = p fiir p € R und p € (0,1). Dazu brauchen wir ein Kriterium.

Satz 3.24 (Liftungseigenschaft). Sei ¢ : (N,g) — (M,g) eine lokale Isometrie. Angenommen
fiir jeden Punkt p € N und jede Geoddte 7 :_‘[O,E] — M mit 7(0) = ¢(p) existiert eine Geodite
~v:[0,£] = N mity = ¢ o7, dann ist ¢ eine Uberlagerung.

Lemma 3.25. Sei ¢ : (N,g) — (M, g) eine surjektive lokale Isometrie. Dann ist dquivalent
(i) (N,g) ist geoddtisch vollstindig.
(i) (M, g) ist geoddtisch vollstandig und ¢ ist eine semi-Riemannsche Uberlagerung.

Sei K : A°TM — R die Schnittkrimmung, definiert durch K(v A w) = g,(R,(v, w)w,v) fiir alle
vAw € A2°T,M mit |v| = |w| = 1 und (v,w) = 0. Wir schreiben K < 0, wenn K (v A w) < 0 fiir
alle v Aw € A?°T, M.

Theorem 3.26 (Cartan-Hadamard). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K <0, dann ist fur allep € M

exp, : T, M — M,

eine Uberlagerung. Insbesondere gilt M = R™ /T wobei I' die Deck-transformationsgruppe ist.

Definition 3.27. Eine Raumform ist eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstan-
ter Schnittkrimmunyg.

Wir sehen durch das Theorem von Cartan-Hadamard, dass die Uberlagerung einer Raumform mit
nicht-positiver konstanter Schnittkrimmung diffeomorph zu R™ ist.
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3.5 Bonnet-Meyers

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und d : M x M — [0,00) ihr Abstand. Die Ricci-
Krimmung Ric € X0 (M) ist definiert fiir alle v,w € T, M durch

n

Ric(v,w) = ZQ(R(ei,U)wa €i),

j=1

wobei eq,...,e, € T,M eine orthonormale Basis ist. Sei A € R eine Konstante. Wir schreiben
Ric > Ag fiir R(v,v) > Ag(v,v) fiir alle p € M und v € T, M.

Theorem 3.28 (Bonnet-Meyers). Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung K und Riccikrimmung Ric. Angenommen es gibt X > 0 so dass

(i) K > X oder
(i) Ric > (n —1)\g
dann hat jede Geodite von Linge > wA\~/? konjugierte Punkte.

Lemma 3.29 (Umkehrung des Jakobi-Lemmas). Sei~y : [0,¢] — M eine Geodite ohne konjugierte
Punkte, dann gilt 1(£,£) > 0 fiir alle Vektorfelder £ entlang v mit £(0) = £(¢) = 0.

Korollar 3.30. Unter den gleichen Vorrausetzungen wie Theorem 3.28 gilt diam(M) < TAT/2,

Insbesondere ist M kompakt.

3.6 Cartan-Ambrose-Hicks

Seien (N, g) und (M, §) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Das Cartan-Ambrose-Hicks Theorem
gibt ein Kriterium wann N und M (lokal) isometrisch sind. Zuerst untersuchen wir das lokale
Problem. Gegeben eine lineare Isometrie I : T,N — TzM fiir ein festes p € N und p € M. Seien
exp,, exp,, die Exponentialfunktion von g, g. Fiir r > 0 klein genug ist

¢: Br(p) = By(p), q— (expyoloexp,’)(q),

wohl-definiert und ein Diffeomorphismus. Wann ist ¢ eine Isometrie? Fiir eine radiale Geodéte
v :[0,£] = M mit p =~(0) und ¢ = (¢) € B,(p) definiere I, : TyN — Ty4M durch

I,=PyoloP ",
wobei 4 = ¢ oy und P,, Py der Paralleltransport entlang 7, 7 bedeutet.
Lemma 3.31 (lokales CAH-Theorem). Angenommen fiir alle ¢ € B,(p) und alle u,v,w € TN gilt
L (R(u, v)w) = R(L(u), I,(v)) [, (w)

wobei vy die radiale Geoddte von p nach q ist und R, R die Kriimmungstensoren von g bzw. g sind,
dann ist ¢ eine Isometrie und dp¢ = 1.
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Beweis. Sei ¢ ein Jakobifeld entlang v mit £(0) = 0. Definiere £ entlang 5 durch
g(t) = I’Y|[0,t]€(t) .

Wir behaupten, dass ¢ ein Jakobifeld ist. Dazu sei 7 ein beliebiges paralleles Vektorfeld entlang
7 und definiere 7 entlang vy durch n(t) = P, (I71(7(0))). Dann ist n auch parallel und es gilt
Ly 0.yn(t) = 0(t). Es sei V, V der Levi-Civita Zusammenhang von g, g. Wir berechnen

<vt?t§_7 7—’> = atat<ga 7_]> = 6tat <§7 77> = <vtvt§a 77> = 7<R(€7 ’Y)’Y’ 77> = 7<R(g7 ’?)’_}/7 77> .

Damit (V;V£ + R(€,7)7,7) = 0 fiir jedes beliebige parallele Vektorfeld 77 entlang 4. Daraus folgt,
dass ¢ ein Jakobifeld ist. Nach Konstruktion gilt ||£(¢)]| = ||€(¢)|| fir alle ¢ € [0, £]. Es reicht demnach
zu zeigen,

£(t) = dy o (£0)) -

Sei w = V;£(0) und w = V;£(0). Analog zum letzten Schritt zeigen wir, dass I(w) = @ und wie im
Beweis von Satz 3.21

£(t) = dypyexpytw,  E(t) = dy)SXDytw.
Damit

(1) = dy TPyt = di (D, 1 (tw) = (0B, 0 T 0 dyyy exp, ™ ) (€(8)) = dyy6(£(1))
wobei wir im letzten Schritt die Kettenregel verwendet haben. O

Sei nun v : [0,¢] — N eine gebrochene Geodate mit v(0) = p und ¢ > 0 beliebig, dann erhalten
wir eine gebrochene Geodénte 7 : [0,¢] — N durch rekursives Anwenden der oben beschriebenen
Konstruktion. Genauer: Seien 0 = t1 < to--+ < t < tpy1 = ¢, so dass v; = ’Y|[t¢,ti+1} fir alle
i =1,...,k eine nach Bogenlidnge parametrisierte glatte Geodéte ist. Wir nehmen aufserdem ohne
Einschrankung an, dass die Lange £(y;) = t;41—t; furallei = 1, ..., k klein genug ist. Wir definieren
die gebrochene Geodéite ¥ : [0,¢] — M durch die Verkniipfung

N =NHVH -V (59)

wobei die Stiicke 4; durch 7; := ¢; o y; und die Abbildungen ¢; wie folgt auf kleinen Umgebungen
um p; = ¥(¢;) mit p; := p und I; := I rekursiv definiert sind

Piv1 = Yi(tiy1), Livy i=dp,,, i
pit1 = Yi(tit1), ¢; 1= BXDy, © [ oexp,! .

Fiir eingebettete Untermannigfaltikeiten N und M in R3 ist die Abbildung v + 4 durch “Abrollen”
von N an M gegeben. Wir brauchen noch einen topologischen Begriff.

Definition 3.32. Zwei stetige Pfade v,y : [0,£] — N mit v(0) = v/(0) und v(¢) = ~'(£) heiffen
homotop, wenn es eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,£] — N gibt mit H(0,-) =, H(1,) =+
und H(-,t) = v(¢t) fir t = 0,£. Die Abbildung H heifit Homotopie zwischen v und +'. Der Raum
N heifst einfach zusammenhéngend, wenn je zwei stetige Pfade 7,7 : [0,€] — N mit v(0) = +'(0)
und y(£) = ~+'(¢) homotop sind.
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Hier fehlt was.

Theorem 3.33 (CAH-Theorem). Seien (N, g) und (M,g) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Angenommen fiir alle gebrochenen Geoddten v : [0,£] — N mit v(0) = p und u,v,w € TN gilt

L, R(u,v)w = R(Iyu, I,v) [ w.

Seien v,~" : [0,£] — N homotope gebrochene Geoddten mit v(0) = ~'(0) = p, v(£) = +'(¢) und
3,7 [0,€] = M die dazu in (59) konstruierten gebrochenen Geoddten. Dann gilt

Y0 =7'(0).
Sei zusdtzlich (N, g) einfach zusammenhingend und vollstindig, dann ist die Abbildung
¢:N—>M, q=74(0) = 74(0),

wohl-definiert und eine Riemannsche Uberlagerung, wobei g : [0,€] = N eine beliebige gebrochene
Geoddte von p nach q ist und 3, die dazu in (59) konstruierte gebrochene Geoddte.

Bemerkung 3.34. Der erste Teil des Theorems ist flir einfach zusammenhéngende N sogar eine
Aquivalenz.

Beweis. Wir zeigen zunéichst die Hauptaussage in drei Schritten.

Schritt 1) Wir zeigen die Aussage gilt fiir alle v, " mit Bild in B,.(p), wobei r > 0 wie in Lemma 3.31.
Wir wissen nach Lemma 3.31, dass ¢ =exp; o oexp, ! eine Isometrie ist. Damit ist ¥ = ¢ o~ und
3" = ¢ o~'. Insbesondere gilt 7(¢) = 7'(£) und aukerdem gilt I, = d, )¢ = L.

Schritt 2) Wir zeigen die Aussage unter einer zusétzlichen Annahme: Angenommen es gibt k € N
und 0 =ty <ty < -+ <tgq1 = £, so dass fiir alle 4 die Pfade 7|, ¢, ,] und 7’|, +,,, glatt sind und

pi+1)p;+17p2+2 S B’m (pl) ) (60)

wobei p; = (t;), p; = '(t;) und r; > 0 die Konstante von Lemma 3.31 beziiglich p; ist, dann gilt

YO =7, Iy=1I.

Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach k. Der Induktionsanfang k& = 1 ist Schritt 1. Sei die
Aussage nun wahr fiir alle Paare von Geodéten welche die Zusatzbedingung mit k& > 1 erfiillen und
seien 7,7 gegeben welche die zusitzliche Bedingung fiir k + 1 erfiillen. Sei 7 die minimale Geodéte
von py nach pp ;. Die stiickweise gebrochenen Geodéten o := 7|jo,¢,)#7 und g := 7| j erfiillen
die zusétzliche Bedinung fiir k. Also nach Induktionsvorraussetzung

0,tk41

Fo(trr1) = Vo(tes1) s Ly =1Ly

Schliesslich erfiillen die gebrochenen Geodéten ~|| ¢ und T 4y |t die Vorraussetzung von

Schritt 1) und damit

trt1,

VO =T #)NO =90,  L=1Iy.

Damit ist dieser Schritt erbracht
Schritt 3) Wir zeigen die Aussage allgemein. O
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3.7 Schnittort und Injektivitatsradius

Angenommen M ist eine vollsténdige Riemannsche Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt untersu-
chen wir die Frage, wir grof eine Normalenumgebung um einen Punkt p € M sein kann. Gegeben
v € T,M mit |[v|| = 1. Sei v : R - M die Geodéte mit v(0) = p und ¥(0) = v. Definiere die
Teilmenge I, C R aller ¢ > 0 so dass 7|[g,4 minimal ist.

Lemma 3.35. Die Menge I, C R ist abgeschlossen und zusammenhdngend.

Beweis. Wir zeigen I, ist zusammenhéngend: Sei ¢t € I, und 0 < ¢’ < t. Damit ¢t = d(p,y(t)) <
d(p,v{t")) +d(y(t'),v(t)) =t' + (¢t — t'). Damit ist t' = d(p,v(t')), also t’' € I,,.

Wir zeigen I, ist abgeschlossen: Sei (t,) C I, eine Folge mit ¢, — ¢. Wir miissen zeigen, dass t € I,.
Bezeichne ¢, := «y(t,) und ¢ := v(t). Da der Abstand und ~ stetig ist,

V—r00 V—r00
Damit ist 7jp,) minimierend und somit ¢ € I,,. O

Mit letzten Lemma gibt es zwei Moglichkeiten, entweder I, = [0, ¢] oder I, = [0, 00). Im ersten Fall
heifst ¢ = v(¢) Minimalpunkt zu p entlang v; im zweiten Fall sagen wir, dass es entlang v keine
Minimalpunkte gibt.

Satz 3.36. Sei g = y({) ein Minimalpunkt entlang v zu p = v(0). Dann gilt:
(i) Der Punkt q ist der erste zu p konjugierte Punkt entlang ~ oder
(ii) es gibt mindestens zwei verschiedene minimale Geoddten von p nach q.

Beweis. Sei t, — ¢ mit t, > ¢. Nach Satz von Hopf-Rinow gibt es minimale nach Bogenlénge
parametrisierte Geodéten v, : [0,4,] — M, so dass v,(0) = p und v, (£,) = y(¢,). Es gilt 7, (t) =
exp,,(tv,) mit ||v,|| = 1 fiir Vektoren v, € T, M. Nach Einschrinkung auf eine Teilfolge konvergiert
(v,) zu w und (£,) zu £. Wenn w # v gibt es zwei verschiedene minimale Gedoéten von p nach ¢,
néimlich ¢+ exp,, tv und t + exp,, tw, und somit gilt Fall (ii). Sei also v = w und per Widerspruch
q nicht konjugiert zu p entlang 7. Nach Satz 3.21 ist das Differential von exp, an der Stelle fv
regulir und nach Satz vom reguléren Wert gibt es eine offene Umgebung U von fv, so dass exp,
eingeschriinkt auf U ein Diffeomorphismus auf exp,(U) ist. Fiir v hinreichend grof ist ¢,v € U und
tyv, € U, und da exp,(t,v) = exp,(f,v,) gilt t,0 = £,v,. Da [[v| = |lv,]| = 1 gilt v = v, und wir
schliessen, dass fiir ein ¢ > 0 die Kurve (g s4.] minimal ist, im Widerspruch zur Maximalitit von
£. Ausserdem ist ~(t) fiir ¢ < £ nicht konjugiert zu p, da sonst mit Satz 3.23 die Geodéte 7|(g, ¢, nicht
minimal ist. O

Lemma 3.37. Seien~,d : [0,¢] — M zwei verschiedene minimale nach Bogenlinge parametrisierte
Geoddten mit v(0) = §(0) und () = §(£), dann ist fiir alle ¢ > 0 jede Fortsetzung 7l ¢4<) nicht
minimal.

Beweis. Angenommen 7| ¢4.] ist minimal. Schreibe v1 = 7|9, und 72 = 7v|j s4). Die Linge der
echt gebrochenen Geodédten d# -y, ist £(d#y2) = £(0) + £(v2) = €(71) + £(7y2) = £(7y) = £+ ¢, also ist
0#7y2 minimierend im Widerspruch zu Blatt 7 Aufgabe 3. 0

Korollar 3.38. Sei g = v(¢) ein Minimalpunkt entlang v zu p = v(0), dann ist p ein Minimalpunkt
entlang ¥ zu q, wobei 7 : [0,¢] — M, t — y(£ —t).
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass g ¢4 nicht minimal ist. Im Fall (i) sei & ein nicht-triviales
Jakobifeld entlang v mit £(0) = £(¢) = 0, dann ist & : [0,4] = T M, t — &(¢ — t) ein nicht-triviales
Jakobifeld entlang 4 mit £(0) = £(¢) = 0. Damit p = 5(¢) zu ¢ = ¥(0) entlang ¥ konjugiert und
nach Satz 3.23 ist 7[[p,¢4) nicht minimal.

Im Fall (i3) sei ¢ : [0,£] — M eine zweite minimale Geodéte von p = §(0) nach ¢ = §(¢), dann
ist § : [0,£] — M, t + §(¢ —t) eine zweite minimale Geodite von ¢ nach p, Nach Lemma 3.37 ist
Y(0,¢+¢] Dicht minimal. O

Wir definieren die Funktion
p:{veT,M]||v||=1} = Rso U {400}, v supl,.
Satz 3.39. Die Funktion p ist stetig und von unten durch eine Konstante ¢ > 0 beschrdinkt.
Beweis. Siehe [7, Thm. 7.3]. O
Aufserdem definiere die offene Menge U, und ihren topologischen Rand
Uy, ={tv|veT,M, ||v|=1, 0<t<p(v)}
oUp == {pv)v e T,M |veT,M, |v|=1}.
Definition 3.40. Der Schnittort ist Cut(p) := exp,,(0U,) C M.
Hier der zentrale Satz dieses Abschnitts.

Satz 3.41. Sei (M,g) eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir
alle Punkte p € M gilt

(i) M = exp,(Up) U Cut(p),

(i) exp,(Up) N Cut(p) =0,

(i) Up — M \ Cut(p), v + exp, v ist ein Diffeomorphismus,

(iv) Cut(p) ist die Menge aller Punkte q, so dass (i) oder (ii) von Satz 3.56 gilt,
(v) q € Cut(p) genau dann wenn p € Cut(q).

Beweis. Zu (i). Sei ¢ € M beliebig. Nach Satz von Hopf-Rinow gibt es mindestens eine minimale
nach Bogenlédnge parametrisierte Geodate v : [0,¢] — M mit v(0) = p und v(¢) = gq. Sei v := 4(0).
Damit ist p(v) > ¢ und somit q € exp,(Uy) U exp,,(OU)).

Zu (ii). Angenommen es gibt ¢ € exp,(Up) N exp,(0Up,). Da q € exp,(U,) gibt es eine minimale
Geodite v : [0,£] = M mit v(0) = p und v(£) = ¢, so dass || s+ noch minimal ist. Da ¢ €
exp,,(0U,) gibt es eine minimale Geodéte ¢ : [0,£] — M so dass §(0) = p und §(¢) = p aber djg ¢4
ist nicht minimal. Damit ist 0 # . Aber mit Lemma 3.37 ist dann auch ~|[ ¢4 nicht minmal. Das
ist ein Widerspruch.

Zu (iii). Wir zeigen, dass exp,, eingeschréinkt auf U, injektiv ist. Angenommen es gibt ¢ € exp,,(Up)
mit ¢ = exp,fv = exp,fw mit v # w, v € U, und [jv]| = |lw|]| = 1. Sei v : [0,4] — M,
t = exp,, tv. Dann gibt es zwei verschiedene minimale Geodéten von p nach ¢ und nach Lemma 3.37
ist fiir jedes ¢ > 0 die Kurve 7| ¢4 nicht mehr minimal im Widerspruch zur Annahme, dass
tv € Up. Wir zeigen, dass exp,, eingeschrénkt auf U, ein lokaler Diffeomorphismus ist. Dafiir gentigt
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Hier fehlt was.

es nach Satz 3.21 zu zeigen, dass fiir alle fv € U, der Punkt ¢ = exp, fv nicht konjugiert zu
p entlang ¢ — exp,tv ist. Das gilt aber, denn nach Satz von Jakobi 3.23 wire sonst 7|(o ¢4
nicht mehr minimal. Wir haben also gezeigt, dass exp,, eingeschrinkt auf U, ein injektiver lokaler
Diffeomorphismus ist; also ist exp,, |v, : U, — exp,(U,) = M \ Cut(p) ein Diffeomorphismus mit
Verwendung von (i) und (ii).

Die Punkte (iv) und (v) wurden bereits in Satz 3.36 und Korollar 3.38 bewiesen. O

Bemerkung 3.42. Wir haben im Beweis gezeigt, dass Cut(p) die Menge aller Punkte ¢ € M ist, so
dass es eine minimale Geodéte « : [0,¢] — M von p nach ¢ gibt, aber fiir alle € > 0 die Geodéte
Y{0,¢+¢] nicht mehr minimal ist.

Definition 3.43. Der Injektivitéatsradius ist definiert durch

rinj (p) = d(p, Cut(p)) = inf{d(p, q) | ¢ € Cut(p)}
sup{r | exp,, eingeschrinkt auf B,(0) ist ein Diffeomorphismus auf das Bild},

und rin; (M) = inf{rin;(p) | p € M}.

3.8 Rauch-Vergleichssatz

Die Rauch-Vergleichssétze werden gebraucht um Jakobifelder abzuschédtzen. Die Idee ist, dass diese
in einem Modellraum (My, go) verstanden sind und man Riickschliisse auf Jakobifelder im Raum
(M, g) trifft. Das funktioniert unter gewissen Kriimmungsschranken.

Theorem 3.44. Seien (My, go) und (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, vo,7 : [0,€] — Mo, M
Geoditen und &y, & : [0,4] = 3T Mo, v*TM Jakobifelder so dass

(i) dim My > dim M,

(ii) €0(0),£(0) ist proportional zu ,(0)7(0),
(ii1) [|€0(0)] = [I€0)I[, IVe&o(0)]| = [[V+£(0)]| und ($0(0), Vo (0)) = (¥, V£(0)),
(iv) Ko(Fo Awe) > K (¥ Aw) fiir alle wy € Ty, My und w € T, M,

(v) 70(0) und ~o(t) ist nicht konjugiert fiir alle t € [0, )

dann gilt
1€ = (1€ (B, -

3.9 Sphirentheorem

Wir haben bereits gesehen, dass eine einfach-zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit konstanter positiver Schnittkrimmung isometrisch zur Sphére ist. Wir behandeln hier den
Fall, wenn die Schnittkriimmung nicht mehr konstant sondern beschrankt ist. Das Sphirentheorem
besagt, wenn die obere von der unteren Schranke nicht zu sehr abweicht die Mannigfaltigkeit homdoo-
morph zur Sphére ist. In diesem Abschnitt bezeichnet (M, g) stets eine vollstdndige Riemannsche
Mannigfaltigkeit und K ihre Schnittkriimmung.
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Satz 3.45. Seip € M und g € Cut(p), so dass d(p, q) = inj(p) = d(p, Cut(p)) und v eine mininmale
Geodite von p = v(0) nach g = v(£). Dann gilt mindestens eine der folgenden Aussagen:

(i) Der Punkt q ist konjugiert zu p entlang v oder

(i) es gibt genau zwei verschiedene minimale Geoddten 7y, o von p = v(0) = ¢(0) nach ¢ = y(£) =
o(0). Auferdem gilt 4(¢) = —o6(¢).

Beweis. Nach Satz 3.36 reicht es folgenden Fall zu betrachten: Der Punkt p ist nicht zu ¢ konjugiert
und es gibt zwei minimale Geodéten v und o von p = v(0) = ¢(0) nach ¢ = v(¢) = o(¥). Per
Widerspruch nehmen wir an 4(¢) # —&(¢). Damit gibt es v € T,M, so dass

0,4(0) <0 (v,6(0) <0.

Da ¢ nicht zu p konjugiert ist gibt es eine offene Umgebung U C T,M um ¢%(0), so dass exp,,
eingeschrénkt auf U ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Fiir alle s € R klein genug definiere

£(s) == (expp |U)_1 (exp,(sv)) € T, M,, ¥s(t) := exp, (Z f(s)) .

Fiir jedes s ist t > 7,(t) eine Geodéte von p = v5(0) nach v,(£) = g, := exp,(sv) und es gilt

d

Sl B = ) <.

s=0

und somit () < £(y) = inj(p) fir alle hinreichend kleine s # 0. Analog gibt es eine offene
Umgebung V' C T, M von ¢5(0), so dass fiir alle s klein genug

a5(t) := exp, (2 (exp, [v) ™ <qs)> :

wohl-defniert ist und ¢(os) < ¢ = inj(p) fiir alle hinreichend kleine s # 0. Die Kurven os und -,
sind zwei verschiedene minimale Geodéten von p nach ¢s. Nach Lemma 3.37 ist ¢, € Cut(p) und
wir erhalten den Widerspruch

inj(p) < d(p,qs) < £(vs) < £(7y) = inj(p) -

Somit muss 4(¢) = —6(¢). Wir wiederholen das Argument mit jeder weiteren minimalen Geodéten
w von p = u(0) nach g = p(€); demnach gilt j1(¢) = £4(¢) und nach Eindeutigkeit der Losung von
Geodéten muss gelten p = v oder p = o. O

Eine Geodite « : [0,¢] — M heikt geschlossen, wenn y(¢) = v(0) und 4(¢) = %(0). Durch diese
Randbedingung ist R/¢Z — M, [t] — ~(t) eine glatte Abbildung.

Korollar 3.46 (Klingenberg). Sei (M, g) kompakt und K < k fiir eine Konstante k > 0. Dann gilt
(i) inj(M) > % oder

(it) inj(M) = L min{€(v) | v ist eine geschlossene nicht-konstante Geodite}.
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Beweis. Da M kompakt ist, gibt es p, so dass inj(M) = inj(p). Da Cut(p) abgeschlossen und somit
auch kompakt ist, gibt es ¢ € Cut(p), so dass inj(M) = inj(p) = d(p, ¢). Sei 7 eine minimale Geodéte
von p nach ¢. Wenn ¢ zu p entlang ~ konjugiert ist, dann ist nach Satz von Jakobi 3.23 und da -~y
minimal ist, ¢ der erste zu p konjugierte Punkt entlang . Somit nach Ubungsaufgabe 2 Blatt 9

. v

inj(M) = d(p,q) > N
Betrachen wir nun den Fall, wenn ¢ nicht zu p konjugiert ist. Nach Satz 3.45 gibt es genau zwei
Geoditen v und o von p = v(0) = 0(0) zu ¢ = y(£) = o(£) mit ¥(¢) = —&(¢) von Lange ¢ = d(p, q).
Nach Satz 3.41 ist p € Cut(g) und da d(p,q) = inj(M) ist auch d(p,q) = inj(q). Die Geoditen
¥(t) :=v(f —t) und 5(t) := o(¢ —t) sind zwei Geodéten von ¢ = ¥(0) = 5(0) nach p = F(¢) = 7(¢).
Nach Satz 3.45 gilt ¥(¢) = —(¢). Zusammengefasst gilt ¥(¢) = 5(0) und 5(¢) = 4(0). Wir setzen
«y fort zu einer Geodéten « : [0,2¢] — M. Nach Eindeutigkeit von Geodéten ist v(t) = o (¢t — ¢) fir
alle ¢ und aufierdem ist v eine geschlossene Geodéte mit Lange gleich 2¢ = 2inj(M).
Sei v/ : [0,2¢'] — M eine kiirzer nicht-konstante geschlossene Geodédte mit Lénge 2¢' < 2¢. Die
Geodéten v und 7/(t) := +'(2¢' — t) eingeschrankt auf [0,¢'] sind zwei Geodaten zwischen den
antipodalen Punkten p’ = +/(0) und ¢’ = +'(¢) von Linge ¢'. Demnach kann +'[j ¢ 1 fiir alle
€ > 0 nicht minimal sein und wir erhalten den Widerspruch

inj(p') < ¢ < ¢ =ij(M) <inj(p').
Es gilt also (i). O

Theorem 3.47 (Klingenberg). Sei (M, g) eine vollstindige einfach-zusammenhdingende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K, so dass

1
<K< (61)

dann gilt inj(M) > .

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur fiir den Fall, dass die Dimension n = 2m von M gerade ist.
Den Fall fiir n ungerade finden Sie in zum Beispiel in [1, pp. 276].

Nach Theorem von Bonnet-Meyers ist M kompakt. Wir nehmen per Widerspruch an, dass inj(M) <
7. Nach Korollar 3.46 gibt es eine nicht-konstante geschlossene Geodéte «y : R/2¢Z — M von Lénge
20 mit ¢ = inj(M) < w. Sei Py : T,M — T,M der Paralleltransport entlang ~ mit p = v(0). Da M
einfach zusammenhéngend und somit orientierbar ist, gilt det P, = 1 nach Ubungsaufgabe 4 von
Blatt 9. Wir wissen, dass P, eine orthogonale lineare Abbildung ist und aufierdem P (7(0)) = 4(0)
da « eine Geodéte und somit per Definition das Vektorfeld 4 parallel entlang v ist. Sei £ C T, M
der orthogonale Raum zu 4(0). Der Raum FE hat dimension 2m — 1 und somit hat P, eingeschrankt
auf E einen Eigenvektor v € E C T,M mit P,v = v, da die Einschrdnkung P,|g orthogonal und
orientierbar ist. Das Vektorfeld X entlang -y definiert durch X (t) := Py o0 € Ty M ist ein glattes
Vektorfeld und die Variation -, definiert durch

Vs(t) 1= exp. ) sX (1),
ist eine glatte Variation von «. Da die Schnittkriimmung positiv ist, gilt

d2

2¢
T B == [ rE05 3@ <o,

s=0
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Also ist £(s) < £(v) fiir alle s # 0 klein genug. Fiir alle s wihle t5 € [0,2¢], so dass

d(’)’s(o)a’}/s(ts)) = Ssup d(75(0)775(t)) : (62)
te[0,2¢]
Setze ps := 75(0) und ¢, := 75(ts). Nach Konstruktion gilt v4(2¢) = 7,(0). Der Abstand von +,(0)
zu jedem ~y;(t) ist als Folge dessen maximal die Hilfte der Lange von 7, somit gilt fiir alle s # 0

d(ps»4s) < %z(%) < %((7) — inj(M).

Der Abstand zwischen den Punkte g5 und p, ist also kleiner als der Injektivitdtsradius. Es gibt
somit eine eindeutige nach Bogenlidnge parametrisierte minimale Geodéte ps von gs = ps(0) nach
ps. Flir s — 0 konvergiert ps gegen p und ¢s gegen ¢ = v(¢). Der Raum der Einheitsvektoren ist
kompakt, also konvergiert eine Teilfolge von fi5(0) fiir s — 0 zu einem Einheitsvektor w € T, M. Die
Geodite p : [0,4] = M, t — exp, tw ist eine minimale nach Bogenlinge parametrisierte Geodite
von ¢ nach p. Wir behaupten

(w,%(£)) = 0. (63)
Fiir 7 € R sei ps » die minimale Geodéte von 7,(ts 4+ 7) zu ps. Nach Definition (62) gilt fiir alle 7

K(NS,T) < (ps) -

Die Funktion 7 — €(us ) = 2E(ps,r) hat somit bei 7 = 0 einen kritischen Punkt und damit nach
der Formel fiir die erste Variation des Energiefunktionals

d

0= —
dr =0

E(M&T) = <ﬂ8(0)a75(t8)> .

Nach Stetigkeit fiir s — 0 gilt auch (63). Insbesondere ist fi(t) := p(f — t) eine minimale Geodéte
von p nach g mit ji(¢) = w # +¥(£). Das ist im Widerspruch zum Satz 3.45. O

Bemerkung 3.48. Fiir den Fall wenn dim M gerade ist reicht es eine untere Schranke £ > 0 mit

¢ < K zu haben. Die untere Schranke ¢ = 1 wird nur fiir den Fall wenn dim M ungerade ist

4
benostigt.

Theorem 3.49 (Klingenberg). Sei (M, g) eine vollstindige einfach-zusammenhdingende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmng K, so dass

1
-<K<1,
1 <

dann ist M homéomorph zu S™.

Der Beweis erfordert noch ein paar Lemmata. Wir definieren den Durchmesser von M durch
diam(M) = SUp,, 4e M d(p,q).

Lemma 3.50 (Berger). Sei M kompakt und p,q € M, so dass diam(M) = d(p,q). Fir jeden
Vektor v € T,M gibt es eine minimale Geoddte v von p = (0) nach g, so dass

((0),v) = 0.
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Lemma 3.51. Mit den gleichen Vorraussetzungen wie Theorem 3.49. Sei § > 7, so dass

§<K<1, (64)

dann gibt es Punkte p,q € M mit diam(M) = d(p, q) und M = B,.(p) U B,.(q) fir alle r > QL\/S'
Lemma 3.52. Mit den gleichen Vorraussetzugen wie Theorem 3.49 und p,q,§ wie in Lemma 3.51.
Fir jede minimale Geoddte v mit p = v(0) und () > QWW gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt m = ~(to) € M, so dass

d(p,m) = d(q,m). (65)

Fiir v € T,M \ {0} definiere die minimale Geodite 7, : [0,¢] — M, t — exp,(tv) mit £ = Tor- Es
gilt £(yy) =7 > 35 Nach Lemma 3.52 gibt es einen Punkt m,, = Yo(ty) € M eindeutig bestimmt
durch d(m,,p) = d(m,, q). Definiere die Abbildung

¢ : T,M\{0} = T,M, vty
Lemma 3.53. Die Abbildung ¢ ist stetig.

Beweis von Theorem 3.49. Sei S™ C R™*! die runde Sphire und p,q € S™ die Pole (0,...,0,£1).
Wir wiéhlen eine lineare Isometrie I : T55™ — T, M. Wir definieren ¢ : S — M durch

p wenn r = p
exp,, M(gpoloexpgl)(x)) wenn 0 < M =1
o) = exp, M (exp, ! oexp,opoloexp,’ )(@) wenn 0 < M =1 .
q wenn r = q.
O

4 Spektraltheorie

Die Spektraltheorie beschéftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen den Eigenwerten des Laplace-
Operators und seinen Verallgemeinerungen mit der Geometrie des Raumes. Als einfachstes Beispiel
betrachte das Intervall M = [0,¢] C R mit flacher Metrik fiir ein ¢ > 0. Die Eigenwerte o (][0, ¢])
sind die Zahlen A € R, so dass es eine nicht-triviale Losung u : [0, /] — R gibt

Au=——= = du, ulom = uloe =0.

Physikalisch betrachtet sind die Werte A € 0([0,¢]) die Tone die eine Saite der Lénge ¢ abgeben
kann. Man berechnet fiir diesen Fall

o ([0,4]) = {(’“;)2 k:1,2,...} .

Die kleinste Zahl 77 ist dabei der Grundton und die anderen bilden die Obertone. Dieses Beispiel
hat eine direkte Verallgemeinerung zu Gebieten mit glattem Rand Q = M C R% Nun besteht das
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Spektrum o(2) C R aus den Werte A fiir die es eine nicht-triviale Losung des Dirichlet-Problems

gibt
H? 02
A = — —_— —_— = = .
U (8932 + 8y2> U= Au, ’U,|aQ 0

Man sieht leicht, dass zwei solche Gebiete 2 und €' die durch Drehung und Verschiebung in-
einander iiberfiihrt werden kénnen das gleiche Spektrum haben. Dies fiihrt zu der Frage, ob das
Spektrum o(€2) das Gebiet Q bis auf Drehung und Verschiebung eindeutig charakterisiert. Diese
Frage wurde 1966 von Mark Kac in seinem Artikel “Can you hear the shape of a drum?” formuliert.
Die Antwort darauf ist negativ. Die Mathematiker Urakawa und Biiser fanden zwei isospektrale
aber nicht isometrischen Gebiete. Dennoch bleibt die Frage inwiefern das Spektrum die Geometrie
von 2 bestimmt. Hermann Weyl fand 1912 die asymptotische Formel fiir die Verteilungsfunktion
N(V) = #{e(@) N[0, \]} )
N(A) ~ A2 (2m) " ™wol(Q)vol B, ,
wobei vol(€2) und vol(By,) das Euklidische Volumen von 2 C R™ bzw. des Einheitsballes B,, bedeu-

tet. Das zeigt insbesondere, dass das Volumen von 2 und die Dimension bestimmt ist. Um noch
mehr Informationen iiber € zu gewinnen eignet es sich die Theta-Funktion zu betrachten

Oa(t) = e ™,  o@)={0<M <A<},
k=1

Man kann zeigen, dass diese Funktion fiir ¢ > 0 konvergiert und fiir die Konstanten ag,ay,... in
der asymptotischen Entwicklung bei ¢ | 0

Oa(t?) ~ 7" at!
j=0
gilt im Fall n = 2
ag = vol(Q), ap = £(09)), 6az = x(©2) — 1.
Diese iiberraschenden Erkenntnisse lassen die Vermutung zu, dass auch fiir Riemannsche Mannig-

faltigkeiten (M, g) Informationen aus dem Spektrum des Laplace-Operators A gewonnen werden
kénnen. Dieser ist definiert durch

A:C®(M)— C™®(M)
ur— —div(grad u),

Sei nun M geschlossen, d.h. kompakt und ohne Rand. Resultate aus der Funktionalanalysis zeigen,
dass dann das Spektrum o (M, g), d.h. die Werte X fiir die es eine nicht-triviale Losung v : M — R
von Au = Au gibt, eine diskrete Menge von nicht-negativen Zahlen bilden. Analog definieren wir
wieder die Theta-Funktion

Oarg)(t) =Y e o(Mg)={0< <A <...},
k=1
und Konstanten ag, ay,... mit der asymptotische Entwicklung fiir ¢ | 0

Oy (t2) =t Z a;t’ .
j=0
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Man kann nun zeigen, dass zum Beispiel fir n = 2

6a; = / Rvol§, = 2mx(M).
M

Demnach ist wieder die Topologie von M durch das Spektrum bestimmt. Diese Herangehenswei-
se, d.h. das Ermitteln von Informationen iiber die Geometrie des Raumen aus Kenntnissen iiber
das Spektrum nennt man auch inverses Spektralproblem. Wenn umgekehrt Informationen tiber die
Geometrie des Raumes bekannt sind und daraus Kenntnisse iiber das Spektrum gewonnen wer-
den, spricht man vom direkten Spektralproblem. Ein Vertreter aus dieser Kategorie ist das folgende
Theorem von Obata und Lichnerowicz

Theorem 4.1. Sei (M, g) eine n-dimensionale geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit so dass
fiir die Ricci-Kriimmung gilt Ric > c¢g, mit ¢ > 0. Dann gilt fir den kleinsten Spektralwert Ay

Falls Gleichheit gilt, dann ist (M, g) isometrisch zur runden n-Sphire.

Nach dieser kurzen Einfiihrung erweitern wir die Definition des Laplace-Operators auf Differential-
formen und studieren damit die Geometrie von (M, g).

4.1 Kodifferential

Sei (V, (-,+)) ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten symmetri-
schen Bilinearform und Index p € {0,...,n}. Dann triigt auch A¥V eine symmetrische Bilinearform
definiert durch lineare Fortsetzung von

<1)1 A V2 A A Vg, W1 A\ w2 JANRREIVAN wk> = det (<'Ui,wj>1gi’j§k) 5 (67)

fiir alle v1 Avg A -+ Avg,wi Awa A -+~ Awg € A*V. Sel eq,. .., e, eine positiv orientierte Ortho-
normalbasis von V. Wir haben in der Ubung gesehen, dass die Menge der e = e;, Aej, A--- A €y
iiber alle total geordneten Tupel I = (41,42, ..., i) eine Orthonormalbasis beztiglich (67) ist. Damit
folgt, dass (67) nicht-ausgeartet ist. Wir definieren den Hodge-Operator durch

*:Akv—)AnikV, €iy Nooo Nej W €5y o Ej €5 N Nej (68)

wobei ¢; := (e;,¢e;) € {£1} und j1,...,Jn—k € {1,...,n}, so dass (e;,,...,€;,,€j,,-.-,€;, ) €ine
positive Basis von V' bildet.

Lemma 4.2. Es gilt
(i) v Aw = (xv,w)er A -+ Aey fiir allev € A*V und w € An*V,
(ii) *xv = (=1)P~ =Ry fiir alle v € A*V,

(iii) *(v A *w) = *(w A *v) = (=1)P(v,w) fiir alle v,w € A*V.

Beweis. Blatt 1 Aufgabe 4. O
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vergessen
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ist, so ist (o, )
nicht
notwendigerweise
nur positiv oder
negativ.

Wir schliefen aus Punkt (i), dass der Hodge-Operator nicht von der Wahl der Orthonormalbasis
sondern nur von der Wahl der Orientierung abhéngt.
Sei nun (M, g) eine orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Metrik induziert einen Iso-
morphismus

T,M — TyM, v =gp(v,-).
Mit diesem Isomorphismus erhalten wir durch g, auch eine nicht-ausgeartete symmetrische Bi-
linearform gy auf 77 M. Explizit ist dieses folgendermafen gegeben. Sei e1,...,e, € T, M eine
Orthonormalbasis beztiglich g,,, dann ist fiir alle o, 8 € T;M

gp(a, B) = ZEia(ei)ﬁ(ei)‘ (69)
i=1

Wir schreiben auch (-, -) fiir g5, wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist. Mit Satz 1.15 erhalten
wir eine Orientierung von 7y M fiir alle p. Mit diesen Daten definieren wir den Hodge-Operator fiir
Differentialformen mit (68) durch

QN (M) = QRM) am (peoxay), (70)
Lemma 4.3. Der Operator * ist wohl-definiert und erfillt x1 = (—1)Pvoly,.

Beweis. Wir zeigen, warum *a ein glatter Schnitt im Biindel A" ~*T* M ist. Wir folgen einer Kon-
struktion von Blatt 3 Aufgabe 4. Fiir eine offene Menge U C M, seien X, ..., X,, € X(U) Vektorfel-
der, welche punktweise eine orientierte orthonormale Basis von T, M bilden und o!,... 0" € Q*(U)
Differentialformen, welche punktweise die duale Basis dazu bilden. Die Menge o/ := ¢?* A-- - Ao €
QF (M) iiber alle total geordneten Tupel I = (i1,...,i;) ist punktweise eine Basis von AkT;M, d.h.
es gibt Funktionen f; € C*(U), so dass a, = Y f1(p)o} fiir alle p € U. Dann ist mit (68) *ay, =
+3°; fr(p)ol” wobei I* = (ji,...,jn—r) und I = (iy, ..., ix),sodass (X;,, ..., X5, Xj0, ..., Xj, )
punktweise eine positive Basis bildet. Wir sehen, dass *«|y ein Summe von glatten Differentialfor-

men, also ein glatter Schnitt ist. Der Fakt *1 = (—1)Pvol{, folgt aus Korollar 1.32 und (68). O
Lemma 4.4. Die Funktion (-,-)r2 : QF(M) x Q¥(M) — R gegeben durch

(o, Byp2 := /Moz/\*ﬁ7 (71)

fiir o, B € QF(M) definert eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf QF(M).

Beweis. Aus %1 = volj, folgt mit Lemma 4.2 a A 3 = («, B)voly;, damit ist (71) bilinear und
symmetrisch. Wir zeigen, dass (71) nicht-ausgeartet ist. Sei o € QF (M), so dass fiir alle 8 € Q¥ (M)
gilt 0 = (a, B) 2. Insbesondere fiir jedes f € C°(M) und 8 = fa gilt

0={a, fa)r: = /M fla, a)yvoly, .

Damit folgt (o, a) = 0 und da (-, -) nicht ausgeartet ist, auch a = 0. O
Definition 4.5. Definiere das Kodifferential

d* QM) = Q1 (M),
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als den zum duferen Differential formal adjungierten Operator, d.h. es gilt
(da, B)r2 = {a,d"B) 2 . (72)
fiir alle o € QE=Y(M) und B € QF(M).

Lemma 4.6. Es gilt
d*w = (—1)PrnDF gy (73)

fiir alle w € QF(M).
Beweis. Mit Lemma 4.2 gilt
dlaAxB) =da A B+ (=) Tand(xB)
=daAxfB+ (—1)F Pkt DE=D o A x s dx 8.
Das Resultat folgt nach Integration, Satz von Stokes und
k—14+p—-(n—-k+1)(k—-1)+1=p+n(k—1) mod 2.
Wobei wir verwenden k(k — 1) =0 mod 2. O
Insbesondere d*d* = £ xd**xd* = £ xdd* = 0. Wir erhalten den DeRham-Komplex

0—= QM) —4= Q' (M) —> . —Ls o 1(M) L= Qn (M) —=0 |

und einen dazu formal dualen Komplex

0~ QM) 2 Q' (M) =2 . <L - (M) =L QP (M) <—0 .

Definition 4.7. Wir definieren den Hodge-Laplace Operator A : Q¥(M) — QF(M) durch
A:=d" od+dod".
Lemma 4.8. FEs gilt
(i) (Aa, B)pa = (0, AB)ya fiir alle o, § € QX(M),
(ii)) doA=Aod und d* o A = Aodr,
(iii) Af = —divgrad f fiir alle f € C°(M) = Q°(M) und
(iv) (d+d*)? = A.
Beweis. Wir zeigen (7) mit (72)

(Aa, B) 2 B2 + (dd*a, B) 12

= (&

(da dﬁ>Lz + (d*a, d*B) 2
= (o, d"dB) 12 + (o, dd" ) 2
= (a,AB)rz .
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Wir zeigen (i4)
dAa = dd*da + ddd* o = dd*do = dd*da + d*dda = Ado .

Analog folgt d*A = Ad*. Fiir (iii). Nach Blatt 2 Aufgabe 3, Blatt 10 Aufgabe 2 und grad f = (df)*
div grad fvol$, = Lgraa fvoll, = (—1)Pd*df .

Mit Lemma 4.2 und 4.3 gilt * vol$, = 1. Wir wenden * auf die letzte Gleichung an und erhalten da
d*f = 0 und mit Lemma 4.6

divgrad f = (=1)Pxdxdf = —d*df = —d*df —dd*f = —Af.

Fiir (iv)
(d+d)? =dd+dd" +d'd+ d*d* = dd* + d'd= A

Damit ist der Beweis beendet. O

Wir wollen A mittels des Levi-Citiva Zusammenhangs V von (M, g) ausdriicken. Dazu verallgemei-
nern wir die Definition von V auf Differentialformen durch

(Vxw)(X1,..., Xp) = X (w(X1,..., X)) = > w(X1,..., VxX;,..., Xi), (74)
j=1
fiir alle w € QF(M) und X, X;,..., X}, € X(M). Man iiberpriift leicht, dass die Abbildung
Vx : QM) — Q¥ (M),
die bekannte Produktregel erfiillt:
Vxfw=X(flw+ Vxw, (75)
fiir alle w € QF(M) und f € C>°(M). Ferner gelten folgende Rechenregeln

Satz 4.9. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltikeit und V der durch den Levi-Civita
Zusammenhang induzierte Zusammenhang fir die Differentialformen. Dann gilt fir alle X € X(M)

(i) X{w,o) = (Vxw,o) + (w,Vxa) fir alle w,o € QF(M),
(ii) Vx(wAo)=VxwAo+wAVxo firalew € Q¥(M) und o € QY(M),
(i) Vx(Y sw) =VxY sw+ Y _ Vxw fir allew € Q*(M) und Y € X(M),

(iv) Wenn M zusdtzlich orientierbar ist, dann gilt *Vx = Vx *.
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Beweis. Wir zeigen (ii). Sei zunichst w € Q(M), dann gilt fiir Xi,..., X140 € X(M)

(Vx(w A 0))(X1, vy Xot1)

41
= X((wAo)(X1,..., Xe1)) = D _(wAO) X1, , VX, .., Xoga)
j=1
041 ‘ - £+1 _
= (D)X (WXD)o (X1, Xy, X)) = (D) T o(Vx X))o (X, ., Xy, Xiga)
i=1 1=1
- Y (DPwX)o(Xa,. L X VX X )
1<ij <+1
{41 {41 e

_Z ’+1VXw X) (Xl,... X .. X2+1 +Z H_l VXU(Xl,...,Xi7...,Xg+1)

= (wa/\U+UJ/\VXU)(X1,...7X13+1).

Damit wurde (ii) fiir alle w € QY(M) gezeigt. Wir zeigen (ii) fiir w € Q¥(M) mit k > 1 durch
Induktion wie im Beweis von Satz 1.13 Teil (z).
Wir zeigen (i). Sei zunichst w,o € QY(M). Sei U C M eine offene Menge mit ey, ..., e, € X(U)

welche punktweise eine Orthonormalbasis bilden. Dann gilt mit (69)

g; X (w(ej))o(e)) + ejw(e;) X (o(e)))

\E

X{w,0) =

<.
I
—

gj (Vxw(ej)o(ej) —w(Vxej)o(ej) +wlej)Vxale;) —wlej)o(Vxe;))

-

I
s

= (Vxw,o) + (w,Vxo) — Z gj (ei(Vxej, ew(e)o(e;) +ei(Vxej, ew(ej)oler)) ,

1<j,i<n

die letzte Summe verschwindet da 0 = X(e;,e;) = (Vxe;,e;) + (e, Vxe;). Wir haben also (4)
fiir 1-Formen gezeigt. Sei nun w = w! A--- AwF und ¢ = o' A --- A o®. Mit Verwendung der
Produktformel zeigen wir

- X Z w O_ﬂ'(l)> <wk’ O_ﬂ'(k})>
TED
k
=Y (1" (Wt o) (<vaJ N vxgw(a)>> R ON
TED j=1
Z CAVxW A A G) (w0t A AV X A k)
j=1

<VXUJ (7> <UJ VXO'>
Daraus folgt (i) mit linearer Fortsetzung.

Fiir Teil (i74) argumentieren wir analog zu Teil (iv) im Beweis von Satz 1.13. Und zwar sind
ity o Vx — Vx oiy und iy,y anti-Derivationen. Demnach geniigt es die Gleichung fiir 1-Formen
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nachzuweisen. Dafiir gilt
Vx(Yow)=Xw®)=w(VxY)+ (Vxw)(Y)=VxY w+Y . Vxw.
Wir zeigen Teil (iv). Es gilt fiir w € Q*(M) und o € Q"~*(M) nach Lemma 4.2
(wAo,volf,) = (—1)(xw, o).
Mit dieser Gleichung berechnen wir unter Ausnutzung das V x metrisch ist und der Produktregel
(Vx*w—+Vxw,0) = X{(xw,0) — (*w,Vx0o) — (*Vxw,o)
= (1) (X{(w A o,v0l};) — (w A Vxo,vol§,) — (Vxw A o,voli,))
= (=1)"{w Ao, Vxvoli,).

Die rechte Seite verschwindet, da

(Vxwvoly,)(er,... en) = —Zvolﬁd(el,...,vxej,...,en) = —Zq(VXei,ei) =0,

denn (Vxe;,e;) = %X(ei,ei> =0ftralle:i=1,...,n. O
Satz 4.10. Sei ey, ..., e, ein lokale Orthonormalbasis und o', ..., " die dazu duale Basis, dann
gilt

(i) d=>"_ 0" ANV, und
(i) d* = =" | cie; 1V, wobei g; == (e;,e;) € {£1}.

Beweis. Fixiere p € U und wahle Normalkoordinaten bei p, so dass 0, (p) = e;(p). Wir bezeichnen
mit O die Menge der Funktionen bzw. Differentialformen welche bei p verschwinden und schreiben
f=9g+4+ 0O, wenn f — g € O. Da die Christoffel-Symbole bei p verschwinden gilt, fiir alle i, j, k

(Vo da? ) (0zr) = 0y, (65) — da? (Vo, Oxy) € O. (76)

Damit gilt Vj,,dz? € O. Nach Linearitiit geniigt es (4) fiir Differentialformen fdz! mit f € C>(U)
zu zeigen. Unter Verwendung der Produktregel gilt demnach

Y e AV fdx' = da' AV, fdu' + O =0, fda' Nda' + O =d(fda") + 0.
i=1 i=1 =1

Also stimmen linke und rechte Seite bei p iiberein. Da p beheblg gewihlt wurde ist (i) gezeigt. Fiir
(ii) sei fdz! € Q¥(U) und J = (j1,...,jn—k), so dass dz! A dz’ > 0. Mit (73) gilt

d* fdz! = (—1)PH+DFT g gy fdat
= (1Pt e xdfda? + O

= ()P ek Z Oy, fdz' AN dx” + O
i=1

k
= (—1)pHrkD) L yptn—k)(k=1) Z gija% fdz AL dzi - A dz' + O
j=1

:_Zgla Ezjaxl fdl‘“/\ d/\"'/\dxik—f—O_



Auf der anderen Seite gilt mit (76)

= eieiaVe fdax' == "0y, 10, fdx" + O
=1 =1

—

k
= _Zsij(_l)jaxijfdl’il A.drii o Ndxtr+ 0.
j=1

Damit wurde auch (i) gezeigt. O

Wir definieren die Clifford-Multiplikation durch

c: QY M) @ QR (M) — Q* (M)

AW aAw—af Jw. (77)
Wir schreiben auch a - w = ¢(a, w).
Lemma 4.11. FEs gilt
(i) (c- 747 0) w=—=2(c,T)w fir alle 0,7 € Q*(M) und w € Q¥ (M),
(i) Vx(o-w) = (Vxo) w+o-Vxw fir alle c € Q' (M), w € Q¥(M) und X € X(M),
(iii) fir D == coV : (M) — Q*(M) gilt
(a) D=d+d*
(b) D? = A
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.12. Lineare Operatoren D welche D? = A erfiillen, heifen Dirac-Operatoren.

4.2 Elliptische Differentialoperatoren

Bevor wir das Hodgetheorem beweisen, beschreiben wir noch einen allgemeinen formellen Rahmen,
in den sich der Hodgeoperator einfiigt. Sei k € {R,C} und 7 : E — M ein k-Vektorbiindel iiber
einer Mannigfaltigkeit M. Wie bereits erwihnt bezeichnet

I(E):={s:M = E|mos=1idy},
den k-Vektorraum der glatten Schnitte in £. Eine k-lineare Abbildung
D:T(E)—=T(E),

heikt Differentialoperator von Grad < k, wenn es eine Uberdeckung von M durch Karten (U, )
und Trivialisierungen ¢ : Ey — U x k* gibt, so dass mit ¢, := ¢|g, : E, — {p} x k' =k* und

$:D(Ey) = C2UKY), s (z du(s(z))),
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die Komposition ® o D o ®~! ein linearer Differentialoperator auf C> (U, k") ist, d.h. es gibt Koef-
fizienten A, € C>(U,k**%) und es gilt

glel
doDod =S 4, — L 78
°re Z Oz ...0zp" (78)
la|<k
wobei die Summe {iber alle Tupel & = (ay, ..., a,) € Ng mit |a| = a1+ -+, < k 1duft. Wir sagen

D hat Grad k, wenn D den Grad < k aber nicht < k — 1 hat. Sei nun D ein Differentialoperator
von Grad k. Das Hauptsymbol von D an der Stelle p € M in Richtung § € T,y M \ {0} ist die lineare
Abbildung definiert durch

o(D)e: By B, e 1D(f5)(p).

wobei f € C°(M), so dass f(p) = 0und d, f = { sowie s € I'(E), so dass s(p) = e. Mit Verwendung
der lokalen Darstellung (78) erhalten wir

ppoo(D)cod, = Z Ag(z)EM €52 .. €0m € KHE (79)
la|=k

wobei z = ¢(p) und £ = >0 | &dx'.
Lemma 4.13. Seien D und D' zwei Differentialoperatoren von Grad k, fiir alle & € Ty M \ {0}
o(D+D")e =0(D)e +o(D')e (80)
o(DoD")e =0(D)¢oo(D)e. (81)
Beweis. Seien A, Al, € C>®(U,k***) definiert durch (78) beziiglich D bzw. D’. Dann gilt
Po(D4+D)od '=doDod ' +PoD 0!
olel

— 3 (A4 A .
g::k( ) G e

Mit Gleichung (79) gilt Gleichung (80). Gleichung (81) folgt analog. O

Satz 4.14. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und £ € Ty M \ {0}

Beweis. Blatt 11 Aufgabe 1. O
Ein Differentialoperator D : T'(E) — I'(E) ist
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Die Definition in
der VL vom
Spektrum war
falsch.

(i) elliptisch <= (D) ist ein Isomorphismus fiir alle p € M und § € T, M \ {0} und
(ii) von Laplace-Typ <= o(D)¢ = —g(&*,&H)idp, fiir alle p € M und € € Ty M\ {0}.

Sei M orientierbar mit Volumenform vol und g¥ eine positiv definite Biindelmetrik auf E, d.h. ein
glatter Schnitt im Biindel E* @ E* welcher punktweise eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form ist. Wir schreiben wieder (-,-) fiir ¥, wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist. Bezeichne
mit T'.(E) C T'(E) den Untervektorraum aller Schnitte mit kompaktem Trager. Wir definieren auf
I'.(F) ein positiv definite symmetrische Bilinearform durch

(5,8') 2 = /M<s<p>7s’<p>>voz.

Wir bezeichnen mit L?(E) die Vervollstéindigung von I'.(E) durch die von (-, -) 72 induzierten Norm.
Der lineare Operator D ist nur auf der dichten Teilmenge I'.(E) von L?(E) definiert. Das Spektrum
spec(D) C k ist das Komplement aller Zahlen \ € k, so dass der Operator

Dy =D — \id,
injektiv ist, ein dichtes Bild hat und das Inverse D} ' : im Dy — I'.(FE) beschriinkt ist, d.h.
k\ spec(D) := {\ € k | ker Dy = 0, im D, dicht, D} " beschriinkt} .
Aufserdem definieren wir die Figenwerte EW (D) C k durch
k\EW(D) := {\ € k| D, ist injektiv}.

Man beachte, dass diese beiden Mengen nicht {ibereinstimmen miissen, da fiir unendlich dimensio-
nale Vektorrdume injektive Abbildungen nicht notwendigerweise Isomorphismen sind. Der Operator
D heiflt formal selbst-adjungiert, wenn

(Ds,s"yp2 = (s,Ds") 2,

fiir alle s, s’ € T.(E). Ferner sagen wir, es gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem aus Figenvek-
toren von D, wenn es Folgen (s,) C T'(E) und (A,) C EW(D) gibt, so dass s, € ker Dy mit |s,| =1
sowie (s, s,) = 8,,, und fiir jedes s € L?(E) gilt

o0

s = Z(s, Su)r28y ,

v=1

mit Konvergenz der Summe beziiglich der durch (-, )2 induzierten Norm.
Eine lineare Abbildung ¢ : I'.(F) — R ist stetig, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass
lp(s)| < clls||L2 fiir alle s € T'o(E). Wir definieren den Raum der Distributionen

D'(E) :={p:T.(E) = R | ¢ ist stetig}.

Fiir jedes s € T(E),ist ps : [(E) = R, 8 — (s,5") 12 eine Distribution, denn nach der Ungleichung
von Cauchy-Schwartz gilt
lps(8)] = I{s, s")| < lIs|llIs]l -
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Eine solche Distribution heift glatte Distribution. Wir definieren den formal adjungierten Operator
D*:T.(E) = T'.(E) durch die Forderung

(Ds,s'yp2 = (s,D"s') 2,

fir alle s,s" € T'.(F) und die Fortsetzung von D auf D'(E)

In der VL habe ich
den * vergessen.

D:D'(E)— D'(E), o (s (Do) (s) = (D*s)) .

Fiir elliptische formal selbst-adjungierte Operatoren auf geschlossener Mannigfaltigkeiten gilt der
folgende wichtige Struktursatz. Er geht auf zwei Resultate aus der Funktionalanalysis zuriick; der
elliptischen Regularitdt und der Fredholmeigenschaft. Die Regularitdt besagt, dass jede schwache
Losung eines elliptischen Differentialoperators automatisch eine starke Losung ist. Die Fredholmei-
genschaft besagt, dass der Operator "fast", d.h. bis auf endlich dimensionale Raume, invertiebar
ist.

Theorem 4.15. Sei M orientierbar, E — M ein Vektorbindel, D : T'(E) — I'(E) ein elliptischer
Differentialoperator, sg € T'.(E) und ¢ € D'(E), so dass

Dy = ps, — o(D*s") = (s0,8") Vs eTl.(E),

dann gibt es s € T(E), so dass ¢s = ¢ und somit Ds = sqg. Sei zusdtzlich M geschlossen und D
formal selbst-adjungiert, dann gilt

(i) spec(D) = EW(D),
(#i) spec(D) C R ist diskret und unbeschrankt,
(#ii) ker Dy ist endlich dimensional fir alle A € EW(D),
(iv) es gibt eine orthogonale Zerlegung T'(E) = ker D & im D und
(v) ein vollstindiges Orthonormalsystem aus Figenvektoren von D.

Beweis. Wir skizzieren hier nur den Beweis. Zunéchst definieren wir einen geeigneten Funktionen-
raum. Wihle dazu einen endlichen Atlas {(Uy, 94 )} und Trivialisierungen ¢, : Ey, — U, x R
Wir erhalten @, : T'(Ep,) — C®(Uy, RY), s+ (2 +— ¢o(7)s(x)). Schliesslich withle eine Teilung
der Eins {p,} untergeordnet zur Uberdeckung {U,}. Fiir s € I'(E) definiere die Norm

Isll2 =Y lsallmez ) » (82)
wobei sq = Pu(pas) und || - || gre(y,) die gewdhnliche Sobolev-Norm ist. Dann sei H*2(E) die
Vervollstdndigung von I'(E) mit der Norm || - || 2. Fiir die Funktionenraume gilt: Fiir alle k > £ ist

die Einbettung H*2(E) c H"*?(E) kompakt, d.h. beschriinkte Folgen in H*2(E) haben eine kon-
vergente Teilfolge in H%2(E) (Rellich-Kondrachov Theorem |5, p. 272]). Die lokale Darstellung (78)
liefert elliptische Differentialoperatoren von Grad k fiir Funktionen auf offenen Mengen in R™ und
mit der Theorie dafiir erhalten wir die a priori Abschétzung

Isllk2 < c([[Dsllo,2 + [sllk-1,2) - (83)
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Siehe dazu [2, §6.5] fiir den Fall wenn k gerade ist. Die gleiche Abschitzung mit moglicherweise
einer anderen Konstanten gilt auch fiir D ersetzt mit D). Wir bezeichnen mit

D:H"(E)— L*(E),

die stetige Fortsetzung von D. Dies ist ein beschréankter Operator zwischen den Banachrdumen
H*2(E) und L?(E).

Wir zeigen (¢4i). Das folgt aus Lemma A.1 mit der Abschétzung (83).

Wir zeigen (iv). Wegen elliptischer Regularitit gilt ker D = ker D = imﬁl, da

s€kerD < (s,Ds') =0 Vs el'(F) < seimD . (84)

Nach Lemma A.1 ist im Dy abgeschlossen. Damit
N L _ _
ker D~ =im D~ =cl(imD)=imD.

Wir erhalten die Zerlegung L?(E) = ker D®im D. Wegen elliptischer Regularitit gilt im DNT'(E) =
im D und somit folgt (iv).

Wir zeigen (7). Sei A € R, so dass D), injektiv ist. Aus Lemma A.1 ist das Bild von D, abgeschlossen.
Nach (84) mit D ersetzt durch Dy ist D), surjektiv. Somit ist das Bild von D, dicht. Nach dem
Satz iiber die offene Abbildung ist die Umkehrabbildung von D) stetig. Damit spec(D) = EW(D).
Wir zeigen (v) und (4¢). Sei G : I'(E) — I'(E) definiert durch

Gs =5 <= pr(s) = Ds' und s’ € ker D+,

wobei pr: I'(E) — im D = ker D+ die Projektion in der Zerlegung aus (iv) ist. Nach Korollar 3.46
mit den Banachriumen X = H*2(E)Nker D+ und Y = L?(E) gilt mit einer Konstanten ¢ > 0,

Isllo2 = lIpr(s)llo.2 = [[1Dsllo.2 = clls'lle.2 = cllGsllk,2 -

Damit ist die stetige Fortsetzung von G auf G : L*(E) — H*?(E) definiert. Verkniipft mit der
kompakten Einbettung H*?2(E) — L?*(E) ist G : L*(E) — L*(E) ein kompakter Operator. Da
ker Dy L ker D fiir A # 0, gilt offensichtlich

0#\€EW(D) <= A\ '€ EW(G).

Die Aussage (v) und dass EW (D) diskret ist, folgt aus Satz A.4. Schliesslich falls EW (D) beschrénkt

ist, dann ist EW(D) endlich, da diskret und mit (¢i7) muss das Orthonormalsystem aus nur endlich

vielen Eigenvektoren bestehen. Damit wire L?(E) endlich dimensional. Das ist ein Widerspruch.
O

4.3 Harmonische Differentialformen

Sei nun (M, g) eine orientierte geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir definieren den Raum
der harmonischen Differentialformen

HE (M) = {we Q"(M) | Aw=0}. (85)
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Theorem 4.16 (Hodge). Sei (M, g) eine geschlossene orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit,
dann ist fiir alle k = 0,...,n der Raum H*(M) endlich dimensional und es gibt orthogonale Zer-
legungen

QF (M) = A (QF(M)) @ HF (M) = d (QFH(M)) @ d* (QTH(M)) @ HF(M). (86)

Aupferdem enthdlt jede DeRham-Kohomologieklasse genau einen harmonischen Reprdsentanten und
es gibt einen Isomorphismus
HF (M) = HY(M) . (87)

Beweis. Der Operator A : QF(M) — QF(M) erfiillt nach Lemma 4.8 und Satz 4.14 die Vor-
raussetzungen von Theorem 4.15. Damit ist H*(M) = ker A endlich dimensional und es gibt die
orthogonale Zerlegung

QF(M) = H*(M) @ im A (88)

Bleibt noch im A = imd & im d* zu zeigen. Zunéchst ist im A C im d + im d* nach Definition. Sei
da € imd und d*f € imd*. Dann gilt

(do, d*B) = (d*a, B) =0,
und somit dass imd + imd* = imd @ im d* eine orthogonale Zerlegung. Sei o € H*(M), dann gilt
0= (Aa,a) = (d*do, @) + (dd*a,a) = ||da||® + ||d*a]. (89)

Wir schliessen, dass da = d*a = 0. Fiir ein df € imd gilt demnach (a,df) = (d*a, ) = 0. Also
steht im d senkrecht auf ker A. Analog zeigen wir, dass im d* senkrecht auf ker A steht. Nach der
Zerlegung (88) ist imd und imd* eine Teilmenge von im A. Das zeigt im A = imd @ im d* wie
gewiinscht.

Wir zeigen, dass in jeder DeRham-Kohomologieklasse genau ein harmonischer Reprisentant ist. Die
Eindeutigkeit ist leicht. Seien [a] = [o/] € H*(M) mit «, o’ € H¥(M). Dann ist

a—a €imdnNH*(M),
und mit der Zerlegung (86) gilt & — o’ = 0. Fiir die Existenz betrachten wir den Operator
G: Q8 (M) = Q¥ (M), (90)

definiert durch Ga = 8 <= A = pr(a) mit 8 € im A, wobei pr : Q¥(M) — im A die Projektion
in der Zerlegung (86) ist. Wir behaupten, dass G' mit d kommutiert. Dazu sei o € Q¥(M). Es gilt
dpr(a) = da, da o = a — pr(a) € H¥(M) und do’ = 0 wegen (89). Zweitens gilt do A = Aod
nach Lemma 4.8. Mit § = Ga gilt

Adp = dAB = dpr(a) = da.

Da da,dp € im A ist dB die eindeutige Losung von AdfS = da und somit Gda = df = dGa.
Insbesondere ist df = 0, wenn da = 0 und wir erhalten

a=pr(a)+o =AB+d =d*dB+dd*8+ o =dd*B+ .

Damit ist [@] = [¢/] und wir haben gezeigt, dass in jeder Kohomologieklasse ein harmonischer
Représentant ist. O

Bemerkung 4.17. Der Operator G heifst auch Green’scher Operator.
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4.4 Weitzenbock Formel

Wir wollen das Hodge-Theorem verwenden um von Kriimmungsinformationen Aussagen iiber die
Topologie zu treffen. Dafiir brauchen wir die Weitzenbock Formel. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit und V ihr Levi-Civita Zusammenhang. Mit (74) definieren wir einen Zusammen-
hang auf den Differentialformen. Wir setzen Definition von V auch auf allgemeine Tensoren fort,

mit der Bedingung, dass V eine Derivation fiir das Tensorprodukt ist. Insbesondere gilt
V:T(T*M @ A*T*M) — T(T*M®% @ A*T* M)
cRQw—Vow+o®Vw.

Fiir einen mindestens zweifach kovarianten Tensor B € X**(M) definieren wir die Spur Tr B €

Xk¢=2(M) durch

n

Tr B := ZeiB(ei,ei,...),

wobei ey, ..., e, eine lokale Orthonormalbaszi:ist und g; := {e;, e;) € {£1}.
Definition 4.18. Der Bochner-Laplace Operator ist — Tr(V?2) : QF(M) — QF(M).
Satz 4.19. Fir den Bochner-Laplace Operator gelten folgende Rechenregeln

(i) —TrViw = =31 &/(Ve,Ve,w +div(e;)Ve,w) fiir alle w € QF(M),

(i) —Tr V2(fw) = —f Tr V2w — 2V gpad sw + (Af)w fiir alle f € C*°(M) und w € QF(M),
Sei (M, g) zusdtzlich orientiert und

V*:To(T*M @ AFT*M) — T (A*T* M),

der zu V formal duale Operator, dann gilt
(a) V*(0 @ w) = —Viw — div(ew fiir alle 0 € QY (M) und w € QF(M),
(b) —TrV2=V*oV
(c) —Tr V2 ist formal selbst-adjungiert.

Beweis. Zu (i). Sei o!,..., 0" lokale 1-Formen welche punktweise die duale Basis von ej,...

bilden. Es gilt

~TrViw = — ZTr V(o' ® Ve,w)

=1

n
==Y Tr(Vo'@V,w+0 @ VV,w)

=1

= _ Z Tr (O'j ® Vejai ® Ve,w+ @l ® Ve, Veiw)
§ri=1

= Z er0? (ex)(Ve,0")(er)Ve,w + " (€)o7 (ex) Ve, Ve,w

i k=1
n n
== 5i(Ve,0')(ej)Ve,w = Y exVe, Ve,w
ij=1 P

7
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Mit einer Nebenrechnung

(Ve,0')(e;) = €j(0'(e;)) — 0'(Ve,e5) = —€ilei, Ve,€5) = —eiejlei, ;) + (Ve e, €5) .

setzen wir die Rechnung fort

—TrViw = g 5€i(Ve,ei,e5) Ve E €xVe, Ve, w
1,j=1 k=1
= — E g;div(e;)Ve,w g €kVe, Ve,w.
k=1

Zu (ii)

~Tr V2 fw = — Z g (Ve, Ve, (fw) + div(e;) Ve, fw)

i=1

- - Z & (ez(el(f))w + 2€i(f)v€iw + fveiVSiw + div(ei)ei(f)w + fdiv(ei)veiw)

=— Z gi ((ei(ei(f)) +div(ei)ei(f))w + (Ve,Ve,w + div(e;)

=A(f)w— fTrviw — 2V grad fW ,

wobei wir verwendet haben

grad f = Zez grad f,e;)e; = Zglel
=1

Zu (a).

(Vw,0@n)pz: = /M<Vw,a®n>vol?w
:Z/ (0" ® V,,w,0 @n)vold,
i=1/M
> / (0%, WV ey, )0l

Z/ exo’(er)o(er)(Ve,w, nyvold,

k,i=1

— Z/ gio(e;)(Ve,w,nyvoly,
i=17M

2/ (V giw, nyvol?,
M

- / ot (w,) — (w0, Vyemyvold,
M
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Mit der Nebenrechnung div({w,n)o?) = o*(w,n) + (w,n) div(c?) setzen wir die Rechnung mit Satz
von Stokes (Aufgabe 3 Blatt 2) fort

(Vw,c@n)ps = [ div({w,n)o?) - w,div(e*)n + Vimyvold,

(w, — div(c™)n — Vsn)vold,

I
e

(w, V" (o @ n))voll, .

Damit gilt auch
n .
V'Vw=V"Y 0'®@V,w
i=1
= — Z E; (VEL veiw + le(el)velw)
i=1

= -—TrViw ,

und somit
<_ Tr V2w7 77>L2 — <V*VW7 77>L2 = <VW7 Vn>L2 = <o.), V*V’I']>L2 = <OJ, —Tr V2’17>L2 .
O

Die Weitzenbock-Formel gibt einen Ausdruck fiir die Differenz zwischen dem Hodge-Laplace und
dem Bochner-Laplace Operator. Dafiir benttigen wir den verallgemeinerte Kriimmungstensor fiir
Differentialformen definiert durch

R(X,Y)w =VxVyw - VyVxw - Vixyw, (91)
fiir alle X,Y € X(M) und w € QF(M).
Theorem 4.20 (Weitzenbock). Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigeit dann gilt
A=-TrV?+K,
wobei K : QF (M) — QF (M) definiert ist durch

Kw = Zai 09 - R(e;,ej)w,

1<J

e1,...,en eine lokale Orthonormalbasis, o',...,0" die dazu duale Basis und mit - die Clifford-
Multiplikation (77) gemeint ist.
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Beweis. Fixiere p € M und bezeichne wie im Beweis von Satz 4.10 mit O den Vektorraum der
Funktionen die bei p verschwinden. Wir rechnen mit Verwendung von Lemma 4.11

Aw = (coV)?w

_ Z 0" Ve, (07 Ve,w)
i,j=1
= Z ot (VEin Ve,w+ o’ 'VEivea‘w)
——

ni=t €o

Z ool Ve, Ve,w+ O

ij=1
= Zai ol Ve, Ve,w+ Zai ot Ve, Ve,w + Zai ol Ve, Ve,w+O.
i<j i=j i>j
Da mit 0% - 07 + 07 - 0' = —2(0%,07) = —2¢;0" nach Lemma 4.11 erhalten wir nach Umbenennen

von ¢ und j in der letzten Summe

n

Aw=Y 0" 07 (Ve Ve, = Ve, Ve )w— > &V, Vew+O

i<j i=1
= Zai ol Rles,ej)w —TrViw + O,
i<j
wobei wir in der letzten Gleichung verwendet haben, dass Vi, ., jw € O und div(e;) € O. O

Korollar 4.21. Fir a € Q' (M) gilt
Aa = —TrV2a + Ric(a),

wobei Ric(a) € QY (M) definiert ist durch Ric(a)(X) = a(Ric(X)) und Ric(X) € X(M) durch
(Ric(X),Y) =Ric(X,Y) fir alle X, Y € X(M).

Um das Korollar zu beweisen verwenden wir noch ein Lemma.
Lemma 4.22. Fir KC aus Theorem gilt
Kw = ZRMMVOJ A Lo A (0¥) Lw,
wobei die Summantion tber alle i, 7, p, v =1,...,n lduft und die lokale Funktion R;;,, durch
Rijpuw = <R(€i7€j)emeu> )
definiert ist.

Nun erfolgt die Anwendung der erarbeiteten Theorie auf die Topologie. Wir sagen, dass Ric > 0,
wenn fiir alle p € M und v € T, M gilt Ric(v,v) > 0.

Theorem 4.23. Sei (M,g) eine orientierte, zusammenhdngende und geschlossene Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Dann gilt
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(i) Wenn Ric > 0 dann gilt
HY (M) = {a € QY(M) | Va = 0}, (92)
und dim HY(M) < dim M = n. Falls gilt dim H'(M) = n, dann ist M isometrisch zum
flachen Torus.

(ii) Wenn Ric > 0 und Ric > 0 fiir einen Punkt dann ist H'(M) = 0.
Beweis. Wir verwenden Korollar 4.21 und — Tr V? = V* o V nach Satz 4.19. Fiir a € Q' (M) gilt

(Aa,a)r2 = (V*Va,a) 2 + (Ric(a),a) 2 > ||[Val2s .
Wir schliessen, dass wenn Aa = 0, dann ist Va = 0. Andererseits
(Aa,a)pz = [|da]|? + [|d*al.

Daraus folgt zusammen mit 4.10, wenn Va = 0, dann da = d*a = 0 und somit Aa = 0. Das
zeigt (92). Die Gleichung Vo = 0 ist in lokalen Koordinaten ein System aus gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung. Somit ist die Losung eindeutig durch den Wert an einer Stelle
bestimmt und es gilt fiir den Lésungsraum

dimker V < dimT;M =n.

Zusammen mit dem Theorem von Hodge erhalten wir dim H*(M) < n. Sei nun dim H'(M) = n.
Damit gibt es Differentialformen o!,... 0" € Q}(M) mit Vo' = 0 die an einem Punkt linear
unabhéngig sind. Da diese wieder Losungen eines gewohnlichen Differentialgleichungssystems erster
Ordung sind muss dann auch o',...,c" an jedem Punkt linear unabhiingig sein. Sei eg,...,e, €
X (M) Vektorfelder, welche punktweise dual zu o', ..., 0" sind. Da gy, ..., 0, parallel sind, gilt auch
Ve; =0 fiur alle i = 1,...,n. Damit

R(e;,ej)er =0,

fir alle 4,5,k = 1,...,n. Damit ist R = 0 und nach der Klassifikation von Raumformen ist M
isometrisch zum flachen Torus. O

A Funktionalanalysis

Wir fassen die notwendigen Resultate aus der Funktionalanalysis zusammen. Ein Banachraum ist
ein normierter reeler Vektorraum welcher vollstandig beziiglich der durch die Norm induzierten
Metrik ist. Der Banachraum heifst separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt. Ein
beschrinkter Operator D : X — Y zwischen Banachrdumen X und Y ist eine lineare Abbildung fiir
die es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass || Dxz|| < c[|z|| fiir alle # € X. Der Operator heift kompakt,
wenn D beschrankte Folgen auf Folgen mit konvergenter Teilfolge abbildet.

Lemma A.1. Seien X,Y,Z Banachriume, D : X — Y ein beschrinkter Operator und K : X — Z
ein kompakter Operator, so dass fir ein ¢ > 0 und alle v € X gilt

]| < (| Df| + [[ K], (93)

dann ist ker D endlich dimensional und im D C'Y abgeschlossen.
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Beweis. Um zu zeigen, dass ker D endlich dimensional ist, zeigen wir, dass der Einheitsball in ker D
kompakt ist. Gegeben eine Folge

(xy) C ker D lzv] < 1.
Nach Einschrinkung auf eine Teilfolge, ist die Folge (Kx,) eine Cauchyfolge. Wir erhalten aus (93)
len = x|l < el K (2y) — K(zu)]| =0,

wenn f, v — 0o. Also ist (x,) eine Cauchyfolge und nach Vollsténdigkeit von X konvergiert (x, ).
Das zeigt, dass ker D endlich dimensional ist.

Wir zeigen, dass im D C Y abgeschlossen ist. Ohne Einschrénkung ist jetzt ker D = 0. Falls nicht
ersetzen wir X durch ein abgeschlossenes Komplement von ker D. Dies existiert nach dem Theorem
von Hahn-Banach (siehe [9, §III]). Sei nun (z,) C X so dass Dz, — y. Wir miissen zeigen,
dass z, — x und Dz = y. Wir zeigen zunichst, dass (z,) beschrankt ist. Falls nicht, gilt nach
Einschriinkung auf eine Teilfolge |z, || — oo. Definiere (z/,) C X durch 2/, := ||z, | ~'z,. Es gilt

1Dy | = |l |7 | D || = 0.

Die Folge () ist beschrankt und somit nach Einschrankung auf eine Teilfolge konvergiert (Kx},).

Damit nach (93)
/ ! ! ! !/ !/
[z, = @ [| < e((| Dz, [| + |1 Dz || + (| (), — 2,)]]) = 0,

fiir pu, v — oo. Also konvergiert (x]) und es gilt 2/, — 2’ mit Da’ = 0. Da ker D = 0 ist 2’ = 0. Das

ist ein Widerspruch zu 1 = ||2},|| — 0. Wir schliessen daraus, dass (z,) beschriankt ist und nach
einem analogen Argument gibt es eine konvergente Teilfolge. Ohne Einschrankung z, — x und da
D stetig ist Dz, — y = Dx. O

Eine Abbildung D : X — Y heifst offen, wenn D offene Mengen auf offene Mengen abbildet. Das
néichste Theorem heiflt auch Satz dber die offene Abbildung.

Theorem A.2. Sei D : X — Y ein beschrinkter surjektiver Operator und X, Y Banachriume,
dann ist D offen.

Beweis. |9, p. 82]. O

Korollar A.3. Sei D : X — Y eine beschrinkter injektiver Operator, X, Y Banachriume und
imD CY abgeschlossen, dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle v € X

1Dzl = cll] -

Beweis. Das Bild Y’ := im D ist als abgeschlossene Teilmenge ein Banachraum. Somit erfiillt D :
X — Y’ die Vorraussetzungen von Theorem A.2. Damit ist die Umkehrabbildung D~! : Y’ — X
stetig, also beschrinkt und es gibt eine Konstant ¢ > 0 so dass ||[D™'y|| < ¢~ !y|| fiir alle y € Y.
Setze nun y = Dzx. O

Satz A.4. Sei X ein separabler Hilbertraum und G : X — X ein kompakter Operator, dann
ist EW(QG) beschrinkt und hat 0 als einzigen Hiufungspunkt. Auferdem gibt es ein wvollstindiges
Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von G.
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B Homologische Algebra

Wir fassen die notwendigen Resultate aus der Homologischen Algebra zusammen. Dabei schrénken
wir uns auf die Kategorie der reelen Vektorrdume ein, da nur diese fiir uns relevant ist. Man beachte,
dass manche der angegebenen Satze fiir allgemeinere Situationen, etwa fiir Moduln iiber Ringen,
nicht mehr richtig sind.

B.1 Exakte Sequenzen

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung zwischen reelen Vektorrdumen. Wir schreiben ker ¢ = {v €
V| ¢(v) = 0} und im¢p = ¢(V) C W fir den Kern bzw. das Bild von ¢. Eine Sequenz ist eine
Folge von linearen Abbildungen

AL L U e VR e Y (94)

Die Sequenz heifit exakt, wenn fir alle k = 1,...,n — 1 gilt im ¢y = ker ¢y.
Lemma B.1. Sei (94) eine exakte Sequenz von endlich dimensionalen Vektorriumen, dann gilt

> (-1)Fdim Vi =0.
k=0

Beweis. Nach Rangsatz und Exaktheit gilt
dim V}, = dimim ¢y, + dimker ¢, = dimim ¢, + dimim ¢p_1 .

Die Gleichung folgt aus der Tatsache, dass in der Summe jeder Term dimim ¢, zweimal mit je
unterschiedlichem Vorzeichen auftritt. O

Fiir exakte Sequenzen von Vektorrdume gibt es folgendes Kriterium.

Lemma B.2. Eine Sequenz (94) ist exakt genau dann wenn es eine Sequenz gibt

Vo <ty <y, Y ey Iy (95)

so dass fir allek =1,...,n—1 gilt

idv, =9k o ¢k + Pp—10¢p-1. (96)

Beweis. Wir zeigen =. Durch die Wahl einer Basis finden wir ¢y, : im ¢ — Vi, so dass ¢y o ¢ =
idim ¢, - Fiir alle v € V4, gilt v — g (¢r(v)) € ker ¢, = im ¢5_1 und da ker ¢, Nim 1y, = 0 gibt es eine
eindeutige Zerlegung

Vi = ker ¢, @ im o, = imor_1 ® im Yy .
Nach Konstruktion sind ¢ : im ¥, — im ¢ und 9y : im ¢ — im ), invers zueinander. Erweitere

die Definition von vy zu 9y : Vi1 — Vi durch ¢k|imwk+1 = 0. Fiir v € ker¢p = im¢y_1 gilt

(V10 Pt + Pr—109k-1)(v) = r—1(Yr—1(v)) = v und fiir v € im Yy, gilt (Y 0 Pk + Pr—10Yp—1)(v) =
Ui (édr(v)) = v. Damit haben wir die Gleichung (96) nachgewiesen.
Der Schritt < folgt aus (96), denn fiir jedes v € ker ¢, gilt v = Pr_19k—1(v) € im Pg_1. O
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Sei V ein Vektorraum. Der Dualraum V* ist der Vektorraum aller linearen Abbildungen ¢ : V' — R.
Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Die duale Abbildung ¢* : W* — V* ist gegeben durch
W* 3 ¢+ @o¢. Fiir eine Sequenz (94) definieren wir die duale Sequenz durch

®5 on b b
Vi <2 Vi<t <Ry <y (97)

Lemma B.3. Die duale Sequenz einer exakten Sequenz ist exakt.

Beweis. Nach Lemma B.2 gibt es eine Sequenz (95). Die zu (95) duale Sequenz liefert Abbildungen
Yp Vi = Vi und es gilt oy 0dy g oty = (¢r—10Uk—1 + Y0 ¢r)* = idy, = idys. Damit
ist wieder nach Lemma B.2 die Sequenz (97) exakt. O

Sei nun W ein beliebiger Vektorraum. Zu der Sequenz (94) assozieren wir eine weitere Sequenz
VoW —ViW ——...—=V,_ 1 QW —=V, W, (98)

mit Abbildungen ¢y ®idw : Vi @ W — V11 @ W definiert durch lineare Fortsetzung von v ® w —
¢r(v) @w fur alle k =0,...,n— 1.

Lemma B.4. Wenn die Sequenz (94) exakt ist, dann ist auch (98) exakt.

Beweis. Nach Lemma B.2 gibt es die Sequenz (95). Wir tensorieren (95) mit - ® W und erhalten
Abbildungen ¢y, @idy : Viy1 @ W — Vi, @ W, fiir die gilt (¢, @idw ) o (pr @idw) + (pr_1 @idy) o
(Zﬂk,l ® ldw)) = (¢k 0P + Pp—1 ® 1/)]@,1) ®idw = ide ® idw = ide,®W' Damit ist wieder nach
Lemma B.2 die Sequenz (98) exakt. O

Lemma B.5 (Fiinf-Lemma). Gegeben ein kommutative Diagramm mit exzakten Zeilen

A B C D E
ia \LB iv lé \Le (99)
A’ B’ o D’ £

Sind o, B, § und € Isomorphismen, dann ist auch v ein Isomorphismus.

Beweis. Diagrammjagd. O

B.2 Kokomplexe

Ein Kokomplex ist ein Paar (C,d) bestehend aus einem graduiertem Vektorraum und einer linearen
Abbildung

c=pct, d:c—cC
k=0
mit dod = 0 und d(C*) C C¥*1. Die Abbildung d heift Differential. Wir schreiben (C, d) auch als

Sequenz

..*d>Ck*d>Ck+1*d>Ck+2*d>....
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Der Fakt imd C ker d erlaubt die Definition der Kohomologie von (C,d) durch

- kerd N C*
* L k k L
H*(C,d) .= @ H¥(C,d),  HNC,d):= P e
k=0

Ein Beispiel fiir einen Kokomplex bilden offensichtlich die Differentialformen mit dem &uferen
Differential. In diesem Fall ist die Kohomologie die DeRham-Kohomologie.

Gegeben zwei Kokomplexe (C,d) und (D, d). Eine lineare Abbildung ¢ : C' — D heiflt Koketten-
morphismus, wenn ¢ od = d o ¢ und ¢(C*) C D* fiir alle k > 0. Diese Eigenschaft erlaubt die
Definition der induzierten Abbildung auf Kohomologie

¢: H*(C,d) = H*(D,d),  [d+ [¢(c)].
Wir benétigen folgenden zentralen Satz.
Satz B.6. Eine kurze exakte Sequenz von Koketten-morphismen

Po 1

0 Co Cy

Cs 0,

induziert eine lange exakte Homologiesequenz

e HM(C) — 2 HR(C)) — 2 HF(Cy) — = HF () —— ...
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