1 Klassen 11-13

1.1 Strahlen durch ein Ziffernblatt

(20 Punkte) Durch jede der 12 Ziffern eines Ziffernblattes werde vom Mittelpunkt
aus ein Strahl gelegt, so dass alle Winkel zwischen benachbarten Strahlen gleich
sind. Vom Punkt P; in der ”1” falle man das Lot auf den Strahl Sy durch die 72”.
Vom erhaltenen Punkt P, falle man das Lot auf den Strahl S durch die ”3” usw.
Am Ende fille man vom erhaltenen Punkt P;s auf dem Strahl S;5 wieder das Lot
auf den Strahl S;, um X = P;3 zu erhalten.

(a) Wie grof ist (ungeféhr) die Entfernung des Punktes X vom Zentrum, wenn der
entsprechende Abstand von P; mit 1 angenommen wird ? (4 Punkte)

(b) Es mogen jetzt die Ziffern (bis auf die ”1”) ein wenig falsch auf dem Ziffernblatt
angebracht sein, so dass der Winkel zwischen zwei benachbarten Strahlen immer
kleiner als 90 ist.

Man zeige: In Bezug auf solche Strahlen Sy, ist der Endabstand von X zum Zentrum
nur dann maximal, wenn die oben beschriebene symmetrische Ausgangssituation
vorliegt.

(6 Punkte)

(¢) Man zeige: Der Endabstand von X zum Zentrum ist tatsdchlich maximal, wenn
die symmetrische Ausgangssituation vorliegt. (10 Punkte)

Losung: Sei F' der Abstand von X zum Zentrum.

(a) Der Winkel zwischen benachbarten Strahlen ist gerade o« = /6 bzw. 30° Grad.

Die Entfernung von P, zum Zentrum wird dann ro = r; cos(mw/6) = r1§ und bel

12-maliger Wiederholung F = i3 = 71 (¥%2)!2 = 25 = r* = 1 das ist etwa 0.178.

(b) Angenommen, feste Winkel machen den Endabstand
F = cos(aq) cos(aw) ... cos(aqy) cos(aa)

(lokal) maximal und zwei Winkel sind verschieden. Dann liegt ein Strahl nicht genau
in der Mitte zwischen seinen Nachbarn, z.B., Sy; und oy # ay. Mit festen iibrigen
Strahlen verdrehen wir S;. Dann andern sich nur die Winkel o und oy wobei die
Summe

B =a;+ a

konstant bleibt. Weiter ist (Add. theoreme con cos benutzen) cos(ay)cos(az) =
(cos(a + as) + cos(a; — o)) mit offensichtlichem Maximum fiir oy = . Ebenso
kann man z.B. oy = y, ap = f—y setzen und das Maximum von ¢(y) = cos(y) cos(3—
y) mittels 1. und 2.Ableitung bestimmen. Es wird unter der Voraussetzung 3 < 180°
und 0 < y < @ nur in y = (3/2 angenommen. Der Schluss gilt in bezug auf jedes
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der Produkte cos(ax_1) cos(ay) und Variation von Sy allein (wobei dann wieder die
Summe beider Winkel konstant ist), was die Behauptung beweist.
(c) Seien jetzt «y; die kleinen Anderungen der Originalwinkel 7/6, 3~ a; = 0. Dann
wird
F =112, cos(E+ a)
= 112, [cos(E) cos(y) — sip(%) sin(a;)] (1)
= 2, 2V3cos(a;) — Lsin(ay)]
= ()" TZ; [V3cos(a) — sin(ay)].

Fiir die positiven Faktoren der Gestalt
f(a) = V3 cos(a) — sin(a)
folgt nach Differenzieren
f'(a) = —/3sin(a) — cos(a), f"(a) = —v/3cos(a) + sin(a).

Damit gilt f'(0) = —1, f”(0) = —/3, und folglich hat f(a) + a im Nullpunkt ein
lokales Maximum.
Das liefert

fla)+a < f0)+0=13

und somit

V3 cos(ay) — sin(a;) = fla) < V3 — . (2)
Hiermit folgt schliellich

F< (3" (V3—a) .. (V3—an). (3)

Das Produkt hat wegen > a; = 0 sein Maximum in a; = 0 Vi. Also realisiert die
symmetrische Version ein lokales Maximum fiir F'.

Alternative ((b) und (c) elementar): Offensichtlich hangt F' nicht von der Reihenfolge
der zwolf Winkel ab. Angenommen nicht alle Winkel sind gleich 30°. Dann gibt es
einen, der echt grofler und einen, der echt kleiner ist. O.B.d.A. seien dies a1 und ay
(nach evtl. Vertauschen der Reihenfolge). Der Wert des Produkts cos ay cosag =
$(cos(aq + ap) + cos(ay — ap)) ist aber bei konstanter Summe a; + oy offenbar
nicht optimal. Damit ist a; = ...a;3 = 30° notwendig. Verdreht man jetzt den
Strahl, der die beiden Winkel trennt, in Richtung Winkelhalbierende des Winkels,
den diese gemeinsam bilden, vergrofiert man offenbar cos(a; — as), ohne weder
cos(a +az) noch cos as... cos g zu verdndern. Somit erhdlt man eine Konfiguration
mit groferem Abstand F' und einem 30°-Winkel mehr, als urspriinglich. Damit ist
gezeigt, dass I fiir jede andere Konfiguration kleiner ist, als fiir die gleichméafige.



1.2 Leiter im Kirchturm

Die Tiir in einem Kirchturm sei p Meter hoch, und die gegeniiber liegende Riickwand
von der Tirwand nur ¢ Meter entfernt. Dagegen sei die Hohe des Turms vergleich-
sweise sehr grof. Wie lang ist die langste Leiter, die man (ohne sie zu verkanten) in
den Turm (der senkrecht auf einer Ebene steht) hineinbringen kann? (10 Punkte)

Losung:
Man denke sich eine Leiter, die den oberen Tiirrahmen und die Riickwand in Hohe
p + x bertihrt. Thr Aufsetzpunkt (auBlerhalb des Turms) habe die Entfernung ¢ + y
von der Riickwand. Dann gilt fiir die Lange L

L*=(p+x)’+(¢+y)* und z :Z
Damit erfiillt die Lange L

2 2
L*=(p+ab)* +(qa+y)? =p"+2¢% + 5% + ¢ +2qy + .

Minimales L bzw. f = L? ist offenbar entscheidend. Fiir y > 0 gilt

2 2
= —2q§2 - 2q2§3 +2q + 2y,

2 2
= 4q§3+6q2§4+2>0

Die erste Ableitung verschwindet, wenn y3f’ = 0, d.h.,
—?qy — PP+t +yt =0 baw.
g (y+aq) + v (y+q) =0.

Wegen y + ¢ > 0 kann man dividieren, und es folgt so

Damit wird z = p ¢/y = p q¢/¥/p>q, L* = (p+ p q//p%q )* + (¢ + ¥/p%9)%

1.3 ﬂberdeckung eines Schachbrett der Grofle 2" x 2"

(10 P) Aus einem Schachbrett mit 2" x 2" Feldern (n > 0) werde ein Eckfeld heraus-
geschnitten. Wieso lasst sich das reduzierte Schachbrett mit Teilen in Winkelform
(=reduziertes Schachbrett der Gréfie 2x2), die man auch drehen darf, iiberlappungsfrei
und vollstidndig tiberdecken? (10 Punkte)

Losung:

Fiir n=1 trivial. n —n+1:

Man legt ein Teil derart in die Mitte, dass genau vier ”Schachbretter” der Grofe
2™ x 2™ ohne Eckfeld entstehen. Da jedes der vier kleineren ”Schachbretter” wie
verlangt iiberdeckt werden kann, bleibt dies auch fiir das grofe richtig.



