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Aufgabe 6.1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f : (—1,1)? — R mit f(z,y) := xi;b,
im Punkt a = (0,0) bis einschliefllich der Glieder zweiter Ordnung.

Aufgabe 6.2 (2 + 2 + 2 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ist f : R™ — R eine Funktion, deren partielle Ableitungen 0, f(x) fir
i=1,...,n in jedem Punkt x € R" existieren und 0;f(z) = 0 erfiillen, dann ist f
auf R™ konstant.

b) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R? — R mit 9, f(z,y) =  und 9, f(z,y) = v*
fiir alle (z,y) € R2.

c) Zeigen Sie: Das Vektorfeld V : R? — R? gegeben durch V(z,y) = (—y, ) ist nicht
der Gradient Vf einer differenzierbaren Funktion f : R? — R.

Aufgabe 6.3 (2 + 3 + 3 Punkte)
Seien f = (f1,...,fm) : U = R™ und g : V — R ¢-fach stetig differenzierbare Funktionen,
g > 1, wobei Y C R™ und V C R™ offene Teilmengen mit f(U) C V sind. Beweisen Sie:

m

a) Oi(go f)(@) = (959)(f(x)) - 0 f;(x) fiir i =1,...,n.
j=1
Hinweis: In der Vorlesung haben wir die Kettenregel fiir Differentiale bewiesen aber

keine allgemeine Schlussfolgerung fiir partielle Ableitungen gezogen.

b) Falls ¢ > 2, dann gilt fiir alle 4,5 = 1,...,n,

0i(go (@) =Y (Or0eg)(f(@)) - Oifu(x) - 0 fo(z) + > _(Okg)(f(2)) - 0i; fi ().
k=1 ¢=1 k=1
c) Fir jeden Multiindex o = (a1,...,ay) von Ordnung |of = > 7" oy < ¢ ist die

Ableitung 0%(g o f)(x) :== 0" ... 95" (g o f)(z) eine endliche Summe von Produkten
von Ableitungen (0%¢)(f(x)) and 07 fy(x) fiir k € {1,...,m} und Multiindizes 5 =
(Bis-- - Bm) und y = (71, ) mit [B], [y| < al.

Aufgabe 6.4 (4 + 2 Punkte)

Sei E ein normierter Vektorraum und f : R® — E eine Funktion gegeben durch f(z) =

pr(x, ..., x), wobei ug : R™ x ... x R" — F eine k-fach multilineare Abbildung ist.
—_———

k
a) Beweisen Sie, dass f in jedem Punkt differenzierbar ist, mit Ableitung Df : R" —
Z(R™ E) gegeben durch Df(z) = pg—_1(x,...,z) fiir eine (k — 1)-fach multilineare
Abbildung pg—1 : R" x ... x R" - Z(R", E).
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b) Beweisen Sie: f ist glatt und es gilt D*+! f(x) = 0.
Insgesamt: 24 Punkte
Schriftliche Zusatzaufgabe 6.Z (3 + 2 Punkte)

a) Sei U C R" offen, E ein normierter Vektorraum und f : U — E eine differenzierbare
Funktion, deren Ableitung gegeben ist durch D f(x)h = pa(f(z), f(x))h fiir eine ste-
tige bilineare Abbildung s : Ex E — Z(R"™, E). Zeigen Sie: Gegeben ein normierter
Vektorraum E’ und eine stetige k-fach multilineare Abbildung py : Ex...x E — E’,
die Funktion

g:U = E vz p(f(a),..., f(z))
ist auch differenzierbar, mit Ableitung in der Form
Dg(x)h = per1(f (), ..., f(z))h
fiir eine stetige (k+ 1)-fach multilineare Abbildung g1 : Ex...x E — Z(R", E').

b) Beweisen Sie, dass die Funktion ¢ : GL(n,R) — R™*" in Aufgabe 5.5(c) glatt ist.

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen.

Aufgabe 6.A
Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung fiir

f(z,y) = zy® +sin(a®)  und  g(z,y) = (ﬂ: + cos y, lf_y) :

Aufgabe 6.B
Sei U C R" eine offene Teilmenge, E ein beliebiger normierter Vektorraum, und bezeichne
mit Z*(R", E) der Vektorraum von k-fach multilinearen Abbildungen

R"x...xR" = FE.
—_————
k

Fiir Funktionen f : U — E wurden Ableitungen hoherer Ordnung in der Vorlesung durch
die folgende induktive Regel definiert: falls D*=1f : ¢ — £+ Y(R", E) differenzierbar ist,
dann ist f k-fach differenzierbar und ihre k-te Ableitung ist die Funktion

DFf U — L*(R™, E) gegeben durch D f(z)(vy,...,v) = [D(Dk_lf)(a:)vl] (vay ..y V),

wobei D(D*~!f)(x) als lineare Abblidung R" — Z*~1(R" E) zu verstehen ist, also ist
D(D¥1f)(z)v; eine (k — 1)-fache multilineare Abbildung R™ x ... x R" — E. Beweisen
Sie:

a) Fiir k Vektoren v; = (v},...,0") € R® mit i = 1,..., k gilt die Formel

7

k . ; ; ok f
_ i1 ik
D f(l')('[)l,...,vk)— ' Z Ul ...Uk m(l‘)
21 4eey =1
b) Falls f € C*¥(U,R™), dann ist die multilineare Abbildung D¥f(z) € £Z*(R",R™)
symmetrisch, d.h. der Wert von D¥ f(z)(v1,...,vy) éndert sich nicht, wenn die Rei-
henfolge der Vektoren vy, ..., v; beliebig permutiert wird.



