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Aufgabe 6.1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f : (—1,1)? — R mit f(z,y) := wi;iw
im Punkt a = (0, 0) bis einschlieBlich der Glieder zweiter Ordnung.

1 1 1 1
Antwort: ix — §y — ZxQ + ZyQ

Aufgabe 6.2 (2 + 2 + 2 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ist f : R™ — R eine Funktion, deren partielle Ableitungen 0, f(x) fir
i=1,...,n in jedem Punkt x € R" existieren und 0;f(z) = 0 erfiillen, dann ist f
auf R™ konstant.

Kommentar: Hier wurde nicht gesagt, dass f differenzierbar ist, aber es folgt von
den anderen Annahmen, denn die partiellen Ableitungen sind offensichtlich stetig
(Satz aus der Vorlesung). AuBlerdem ist R" zusammenhéngend, also kann man noch
einen Satz aus der Vorlesung dann einfach zitieren: differenzierbare Funktionen mit
verschwindenden Ableitungen auf einer zusammenhéidngenden offenen Menge sind
konstant.

b) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R? — R mit 9, f(z,y) =  und 9, f(z,y) = v*
fiir alle (z,y) € R2.

Kommentar: Ein Beispiel einer Funktion mit beiden Eigenschaften ist f(x,y) =
%xQ + %y?’. Wenn ¢ : R? — R auch differenzierbar ist und beide Eigenschaften hat,
dann gilt 0,(f — g) = 0y(f — g) = 0, also laut Teil a) ist f — g konstant, d.h. g ist

in der Form g(x,y) = %1’2 + %y3 + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R.

c) Zeigen Sie: Das Vektorfeld V : R? — R? gegeben durch V(x,y) = (—y, ) ist nicht
der Gradient V f einer differenzierbaren Funktion f : R? — R.

Kommentar: Falls V(z,y) = V f(z,y), dann erfiillt f die Gleichungen

Ocf(x,y) =—y und 0yf(z,y) ==

Ein Beispiel einer Funktion, die die erste Gleichung erfiillt, ist g(x,y) := —zy, und
h := f — g muss dann O,h(x,y) = 0 erfiillen. Letzteres impliziert: fiir jedes yo € R
ist die Funktion x — h(x, 1) konstant, also gibt es eine Funktion h:R— R, so dass
h(x,y) = h(y), und es folgt

fz,y) = —zy + h(y).

Die zweite Gleichung impliziert dann 8, f(x,y) = —x + I (y) = x, also muss I (y) =
2x fiir alle (z,y) € R? gelten. Das ist unméglich, denn die Ableitung b (y), wenn sie
existiert, ist nur eine Funktion von y und nicht von x abhédngig. Konkreter kénnte
man hier z.B. wie folgt argumenieren: falls % (y) = 2z fiir alle x und y gilt, dann gilt
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es insh. fir = 0 und x = 1, was heift, die Gleichungen h'(y) = 0 und h/(y) =
miissen beide erfiillt werden. Das fiihrt zum Widerspruch 0 = 2.

Eine etwas elegantere Argumentation geht aber so: Wenn V f(z,y) = V(z,y) gilt,
dann ist f in C?>(R% R), da V : R? — R? stetig differenzierbar ist. In der Vorlesung
wurde bewiesen, dass 0,0y f (x,y) = 0,0, f (x,y) dann gelten muss. Aber es gilt nicht,
denn V f(x,y) = V(x,y) bedeutet 0, f(x,y) = —y und 0y f(x,y) = x, also

arayf(xay) =0z =1 7& 1= ay(_y) = ayaxf(xay)

Aufgabe 6.3 (2 + 3 + 3 Punkte)
Seien f = (f1,..., fm) : U = R™und g : V — R ¢-fach stetig differenzierbare Funktionen,
q > 1, wobei Y C R™ und V C R™ offene Teilmengen mit f(U) C V sind. Beweisen Sie:

a)

Bilgo F)@) = S O9)(f(2) - 0if(x) fiw i = 1,...,m.

j=1
Hinweis: In der Vorlesung haben wir die Kettenregel fiir Differentiale bewiesen aber
keine allgemeine Schlussfolgerung fiir partielle Ableitungen gezogen.

Kommentar: In der Vorlesung wurde im Fall m = 2 gezeigt, wie eine solche Formel
durch Multiplizieren von Jacobi-Matrizen als Korollar der Kettenregel fiir Differen-
tiale folgt. Der allgemeine Fall wird eigentlich im Skript von Helga Baum gemacht
(Satz 6.10, Seite 196).

Falls ¢ > 2, dann gilt fir alle ¢, =1,...,n,
m m m
0i(go (@) =Y > (Ok0eg)(f () - Oifu(@) - 0 folx) + > _(Oeg)(f(2)) - 0:0; fi ().
k=1 ¢=1 k=1
Fiir jeden Multiindex o = (a,..., ) von Ordnung |of = Y7 a; < ¢ ist die

Ableitung 0%(g o f)(x) :== 0" ... 05" (g o f)(z) eine endliche Summe von Produkten
von Ableitungen (0%¢)(f(x)) and 07 fy(x) fiir k € {1,...,m} und Multiindizes 5 =
(Biy.e oy Bm) und v = (Y1, ..., ) mit |B], 7] < |a.

Kommentar: Gegeben q > 2 nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass die
Behauptung fiir alle Multiindizes o mit || < ¢ —1 stimmt. (Der Fall ¢ = 1 folgt von
Teil a).) Fiir einen gegebenen Multiindex a mit |a| = ¢ kénnen wir dann 0% = 9;0°
schreiben, wobei i € {1,...,n} und B ein Multiindex mit |3| = ¢ — 1 ist. Laut
Induktionsvoraussetzung ist °(g o f)(x) eine endliche Summe von Produkten der
Form

P(z)=Pi(z)-... - Pyx),
wobei jede Funktion Pj(z) entweder die Form (07g)(f(x)) oder 07 fi(x) hat, fiir
ke {1,...,m} und Multiindizes vy mit |y| < g — 1. Laut der Produktregel gilt dann

Hier gilt wegen Teil a)

9 [(07g)(f(2))] = 0, ((” => (9;07g) -0 fi(x),

Jj=1
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und der Operator 0;07 kann als 0° fiir einen Multiindex § mit |§| < q verstanden
werden. Ebenfalls kann 0;07 fy(x) als 8° fy(z) fiir einen Multiindex § mit |6] < ¢
geschrieben werden. Wir sehen also, dass 0; P(x) eine endliche Summe von Produkten
solcher Terme ist, daher ist 9%(g o f)(z) = 8;0%(g o f)(z) ebenfalls eine endliche
Summe dieser Art.

Aufgabe 6.4 (4 + 2 Punkte)
Sei E ein normierter Vektorraum und f : R" — E eine Funktion gegeben durch f(z) =

o (2,

a)

...,x), wobei ug : R" x ... x R" — F eine k-fach multilineare Abbildung ist.
—_———
k

Beweisen Sie, dass f in jedem Punkt differenzierbar ist, mit Ableitung Df : R" —
Z(R", F) gegeben durch Df(x) = pg—1(z,...,z) fir eine (k — 1)-fach multilineare
Abbildung pp—1 : R" x ... x R" - Z(R", E).

Kommentar: Hier hat man die Wahl, entweder Beispiel 3 auf Seite 186 im Skript von
Helga Baum zu zitieren, oder die etwas allgemeinere Version aus der Vorlesung anzu-
wenden, d.h. dass die Ableitung einer Funktion der Form f(x) = pi(f1(z), ..., fr(x))
mit stetiﬂ und linear durch

Df(x)h = px(D fi1(x)h, f2(z), ..., fr(@)) + pe(f1(z), Dfa(z)h, ..., fr(z)) + ...
+ p(fi1(x), .-, fr—1(x), D fr(x)h)

gegeben ist. In diesem Fall ist das anwendbar mit f; := Id : R" — R" fiir j =
1,...,k, und weil die Identititsabbildung Id : R" — R" linear ist, gilt Df;j(z) =
Id € Z(R™,R") fiir alle x € R™. Der Satz von der Vorlesung gibt also

Df(z)h = pr(h,z,...,x) + pp(z, by o oyx) +ooopg(z, ..oz, h).

Nun definieren wir eine (k — 1)-fach multilineare Abbildung p—1 : R™ x ... x R" —
Z(R", F) durch

pr—1(v1, ..o vp—1)h = pr(h,v1, ..o vp—1) + pr (v, hyvo, . vp—1)
+ pr (v, - V-1, h).

Man muss dann nachpriifen, dass p_1 tatsdchlich multilinear ist, aber offensichtlich
gilt Df(z) = pg—1(z,...,x) wie gewiinscht.

Beweisen Sie: f ist glatt und es gilt D**!f(z) = 0.

Kommentar: Die Behauptung stimmt fiir k = 1, denn f(x) = uy(x) ist dann ei-
ne lineare Funktion R® — FE, und in dem Fall wurde in der Vorlesung die Formel
Df(x) = uyp € ZL(R", E) bewiesen, d.h. Df : R" — Z(R" F) ist die konstante
Funktion mit Wert p; und erfiillt deswegen D(Df) = 0. Man beweist jetzt den
allgemeinen Fall per Induktion, mit k = 1 als Induktionsanfang. Das heifit: als In-
duktionsvoraussetzung wird fiir eine gegebene ganze Zahl k > 2 angenommen, dass
D9*Lf = 0 fiir alle Funktionen der Form f(x) := py(z,. .., =) mit yu, q-fach multili-
near und q < k—1 gilt. Wegen Teil a) gilt es dann insb. fiir Df(x) = pg—1(z, ..., x),

'Wie bei linearen Abbildungen ist es bei einer multilinearen Abbildung p : Ey X ... X By — E
automatisch, dass u stetig ist, falls die Vektorrdume FEj, ..., Fi alle endlich dimensional sind. Da diese alle
im jetzigen Kontext R™ sind, wird deswegen die Stetigkeit von px bzw. pr—1 in dieser Diskussion sonst gar
nicht erwahnt.
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wenn f gegeben ist durch f(x) = pg(x,...,x) mit ux k-fach multilinear. Laut In-
duktionsvoraussetzung impliziert das

D¥ f(z) = D*(Df)(z) =0

fiir alle x € R".

Bemerkung: Beliebte Beispiele von multilinearen Abbildungen sind durch Polynome
gegeben, z.B. kann f(x) := x* als f(z) = px(z, ..., 2) mit up(z1, ..., 28) := T1-. . 2
geschrieben werden. Wir haben also die bekannte Tatsache gerade verallgemeinert,
dass ein Polynom von Grad k nichttriviale hohere Ableitungen nur bis zu Ordnung
k hat.

Insgesamt: 24 Punkte

Schriftliche Zusatzaufgabe 6.Z (3 + 2 Punkte)

a) Seid C R" offen, E ein normierter Vektorraum und f : U4 — E eine differenzierbare
Funktion, deren Ableitung gegeben ist durch D f(x)h = pa(f(z), f(x))h fiir eine ste-
tige bilineare Abbildung us : Ex E — £ (R"™, E). Zeigen Sie: Gegeben ein normierter
Vektorraum E’ und eine stetige k-fach multilineare Abbildung py : Ex...x E — E’,
die Funktion

g:U—E x— up(f(z),..., f(x)

ist auch differenzierbar, mit Ableitung in der Form

Dyg(@)h = p1(f (@), - .., f(2))h
fiir eine stetige (k4 1)-fach multilineare Abbildung pjy1 : Ex ... x E — Z(R", E').

Kommentar: Hier muss man wieder den Satz aus der Vorlesung zitieren, der die
Ableitung von f(z) = pug(fi(x),..., fx(z)) berechnet. (Alternativ kénnte man Bei-
spiel 3 auf Seite 186 im Skript in Verbindung mit der Kettenregel anwenden, aber
das reicht nur fiir den Fall E = R"™ aus.) Dann geht es so:

Dg(x)h = p(Df(x)h, f(x), ..., f(@)) + ...+ pe(f (@), ..., f(x), Df(x)h)

also muss man dann sehen, dass

L1 (V15 - V1) R i=pr(p2(vi, v2)h, vs, ..o o) 4 pg(v1, pa(v2, v3) b, va, . vg)+
oot pg(vr, - Vk—1, p2(Vk, Vk41)R)

eine multilineare Funktion gy : E x ... x E — Z(R™ E') definiert.

b) Beweisen Sie, dass die Funktion ¢ : GL(n,R) — R™*" in Aufgabe 5.5(c) glatt ist.

Kommentar: Dies war der eigentliche Sinn der Aufgabe, und man kann jetzt Teil a)
als Verallgeimerung davon verstehen, dass sich die k-te Ableitung von 1/x als pp41(1/z, . ..
fiir eine (k + 1)-fach multilineare Abbildung p+1 darstellen ldsst. Man muss nur die
Formel Di(A)H = —A~'HA ™! von Aufgabe 5.5(c) als p2(1(A), t(A))H interpretie-
ren, indem man die bilineare Abbildung
,U2 . Rnxn X Rnxn N X(Rnxn’Ran),
u2(B,C)H := —BHC.

definiert. Der Rest geht per Induktion.
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Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen.

Aufgabe 6.A
Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung fiir

f(z,y) = zy® +sin(a®)  und  g(z,y) = (ﬂ: + cos y, H‘Ty> :

Aufgabe 6.B
Sei U C R™ eine offene Teilmenge, E ein beliebiger normierter Vektorraum, und bezeichne
mit Z*(R", E) der Vektorraum von k-fach multilinearen Abbildungen

R*"x...xR" =% FE.
N—
k

Fiir Funktionen f : U — E wurden Ableitungen héherer Ordnung in der Vorlesung durch
die folgende induktive Regel definiert: falls D*~1f : ¢/ — Z*Y(R", E) differenzierbar ist,
dann ist f k-fach differenzierbar und ihre k-te Ableitung ist die Funktion

DEf U — LR, E) gegeben durch DF f(z)(v1,. .. vg) = [D(Dk_lf)(:c)vl] (v, ..., VE),s

wobei D(DF~1f)(z) als lineare Abblidung R® — Z*~1(R", E) zu verstehen ist, also ist
D(D¥=1f)(z)v; eine (k — 1)-fache multilineare Abbildung R™ x ... x R — E. Beweisen
Sie:

a) Fiir k Vektoren v; = (v},...,v") € R" mit i = 1,..., k gilt die Formel

n : , ok f
DF ) = Ut (2).
f(l‘) (,U17 ’Uk') 4 Z . Y1 Uk &xil cee axlk (x)
1155tk =

b) Falls f € C*¥(U,R™), dann ist die multilineare Abbildung D¥f(z) € Z*(R",R™)
symmetrisch, d.h. der Wert von D¥ f(z)(v1,...,v;) dndert sich nicht, wenn die Rei-
henfolge der Vektoren vy, ..., v; beliebig permutiert wird.

Kommentar: In der Vorlesung wurde der Fall k = 2 dieser Aufgabe ausgefiihrt, und ich
wiederhole hier kurz, wie das ging:

D? f(x)(v1,v2) = [D(Df)(x)vr] w2 = [201 (Df)(x ] 2’016 [Df(x

n

= Zv’lﬁi ngajf(x) = Z viv%@iﬁjf(x).
j=1

,j=1

Hier werden v, und vo als konstante Funktionen von x betrachtet, die man differenzieren
kann, und am Ende der ersten Zeile benutzt man 0; [D f(x)vs] = [0;(Df)(x)] ve, was von
der verallgemeinerten Produktregel (Aufgabe 2.2(a)) folgt, weil die Auswertung von D f(x)
auf vy als stetige bilineare Abbildung

Z(R",E) x R" = E : (L,v) — Lv
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betrachtet werden kann.
Jetzt der allgemeine Fall: nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass die Formel

k—1 . i1 Th—1 ak_lf
D" f(x)(v1y ..., vp—1) = Z vt %—%@)

115yt —1=1

fiir eine gegebene ganze Zahl k > 2 gilt. Eine kurze Bemerkung zu dieser Notation: mit der
Abkiirzung “i1,...,ix_1 = 1”7 unter dem Summierungssymbol ist eigentlich eine Kombi-
nation aus k — 1 Summierungen gemeint, d.h. die rechte Seite bedeutet in der Wirklichkeit

n n n . ; 8k_1f

) DD DD DI S M)

P e Bl Ox;, ... 0%, _,
Die Ableitung der Funktion D*=1f : U — £*~Y(R", E) ist per Definition D*f, d.h. fiir
jedes x € U ist D(D*~1f)(x) eine lineare Abbdildung R" — Z*~Y(R", E), und die k-fach
multilineare Abbildung D* f(z) € £*(R", E) wird dann als

DFf(2)(vr,. .. op) = [D(D’f—lf)(x)vl} (v, ..., vE)

definiert. Wie bei allen differenzierbaren Funktionen mit Werten in einem normierten
Vektorraum gilt fiir D*~1f die Formel

n

DD f)(@)or = Y v} 0i(D* ) ().

=1

Da die Funktion D*~1f Werte im Vektorraum .Z*~'(R", E) hat, sind die partiellen Ab-
leitungen 0;(D¥~! f)(x) auch Elemente in diesem Vektorraum, und sind also (k — 1)-fach
multilineare Abbildungen R™ x ... x R™ — E; in diesem Sinn kann die letzte Formel auch
als

n

(D )(@) (0, v6) = [DOF L f)@)en] (o, o) = S widi(D ) (@) (v, w)
=1
(1)

geschrieben werden. Aber wenn wir die Vektoren vs, . .., v € R™ als konstante Funktionen
von x € U betrachten, dann definiert

T Dk_lf(m)(v% s ,’Un) = M(Dk_lf(x)vv% cee Un) S
eine differenzierbare Funktion U — E, wobei wir die stetige k-fach multilineare Abbildung
p: LEIRYE) xR x ... xR = E: (Lwi, ..., wi_1) — L(wy, ..., we_1)

definieren. Nach dem Satz aus der Vorlesung iiber Ableitungen von multilinearen Abbil-
dungen gilt also

o; (Dk_lf(x)(vz, . ,vk)) — 8i(D* L) (@) (va, - . ., vm),

wobei die Ableitungen der Vektoren wvs,...,v, nicht erscheinen, weil sie als konstante
Funktionen von x betrachtet werden. Laut Induktionsvoraussetzung gilt dann

n ] ) akflf
D) @) (s w) =0 | DD ek | (@)

i .. 0T
inyeerin=1 ‘2 t
n k
= g vi2 otk o°f (z)
Zz,...,lkil

6
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In Kombination mit der Gleichung impliziert dies genau die Formel, die in Teil a)
behauptet wurde.

Die Formel impliziert wegen der Vertauschbarkeit von gemischten partiellen Ableitungen,
dass D f(x) € Z*(R",R™) fiir f € C*(U,R™) symmetrisch ist—der Fall k = 2 wurde in
der Vorlesung ausgefiihrt, und der allgemeine Fall geht analog.



