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Aufgabe 10.1 (2 4+ 2 + 2 + 2 Punkte)

Wir betrachten die Funktion f : R? — R definiert fast ﬁberal durch f(z,y) := %
Ty
Bestimmen Sie fiir die gegebenen Teilmengen E C R?, ob f auf E Lebesgue-integrierbar

istﬂ und wenn ja, berechnen Sie [, f(z,y) dx dy.

a) E::{(a:y)eR”OSxﬁlundOﬁny}

b) E:=[1,00) x [1,2]
c) E:=[1,00) x [1,00)
d) E:=[0,1] x [0,1]

Vorsicht: Bevor Sie den Satz von Fubini anwenden, miissen Sie in jedem Fall priifen, ob
die Voraussetzungen dafiir erfiillt sind.

Aufgabe 10.2 (6 Punkte)
Beweisen Sie die Eindeutigkeit des Produktmafes, d.h. sind (X, A, u) und (Y, B,v) zwei
o-endliche Mafirdume und II,II" : A® B — [0, oo zwei Mafle auf (X x Y, A® B), die

(A x B)=T'(Ax B) = u(A)v(B) firale AcAund BeB

erfiillen, dann gilt IT = IT'.
Hinweis: Betrachten Sie das Mengensystem Q := {E € A® B | II(E) =II'(E)}.

Aufgabe 10.3 (2 + 4 Punkte)
Sei X :=Y :=[0,1] und A := B := 2[%1. Man betrachte das Zéhlma$ x : A — [0, 00]
(s. Aufgabe 6.3(a)) und ein Maf v : B — [0, o] definiert durch

(B) {0 falls £ C [0, 1] endlich oder abz&hlbar unendlich ist,
v(E) :=

oo falls £ C [0, 1] iiberabzéhlbar ist.
a) Zeigen Sie, dass beide Mafiraume (X, A, 1) und (Y, B, v) nicht o-endlich sind.

b) Sei A := {(t,t) € [0,1)> | t € [0,1]} C X x Y. Definieren Sie zwei MaBe II,II" auf
(X xY, A® B), die (wie in Aufgabe 10.2) auf allen Produktmengen A x B € A® B
gleich sind aber II(A) # II'(A) erfiillen.

Hinweis: II und II' kénnen durch zwei Integrale definiert werden, die gleich wéren,
wenn p und v beide o-endlich wéren.

'Da {(z,y) € R?* | z + y = 0} eine Nullmenge in R? ist, ist es unwichtig, wie f auf dieser Teilmenge
definiert wird.

2Eine Funktion f : E — R auf einer Teilmenge £ C X in einem MafBraum (X, A, ) heiBit p-
integrierbar auf E, falls die erweiterte Funktion F' : X — R gegeben durch F|g = f und F|x\g =0
p-integrierbar ist.
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Insgesamt: 20 Punkte

Schriftliche Zusatzaufgabe 10.Z (5 Punkte)

sinx
Die Funktion

x
wohl definiertes uneigentliches Integral, d.h. die Funktion ist auf [0, N] fiir jedes N > 0
Lebesgue—integrierbarfﬂ und der Grenzwert

00 ot N
sinx . sin x
dz := lim dx
0 X N—oo 0 X

ist auf [0,00) nicht Lebesgue-integrierbar, hat aber trotzdem ein

T
existiert. Zeigen Sie, dass dieser Grenzwert 5 ist.

Hinweis: Wegen Aufgabe 7.3(c) gilt fON % dr = lim,_,o+ feN % dx. Ersetzen Sie 1/x in
diesem Integrand mit fooo e *tdt fiir x > 0.

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.

Aufgabe 10.A

Sei f : R? — R die Funktion definiert fast iiberall durch f(z,y) := Sf‘fyg,
x Yy

sgn(t) :=1 fir ¢ > 0 und sgn(t) := —1 fiir t < 0. Zeigen Sie, dass alle Lebesgue-Integrale

in der Gleichung
/R </Rf(m’y) dm) dy = /R </Rf($,y) dy) da

wohl definiert sind (d.h. die relevanten Funktionen sind Lebesgue-integrierbar), und dass
die Gleichung erfiillt wird, aber f trotzdem nicht Lebesgue-integrierbar auf R? ist.

wobei

Aufgabe 10.B
Sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafraum, (Y, B) ein messbarer Raum und 6§, : B — [0, oo
das Dirac-Ma8 in einem Punkt p € Y (s. Aufgabe 6.3(b)).

a) Erkldren Sie die genaue Bedeutung vom Produktma$ (u ® 6,)(E) fir £ € A® B,
und vom Integral / fd(p® 6p) einer (A ® B)-messbaren Funktion f: X xY — R.
E

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

: LY (u®d,) — LY(p),  ®(f):= f(-,p)

wohl definiert und eine Isometrie zwischen den Banachriumen L' (p®6,) und L*(u)
ist, d-h. |@(f)l[Lr = [1f ]l L2

sine 4g stetige Funktion
xr

sinx

3Der Punkt z = 0 ist unproblematisch, weil limg_,0 -

auf [0, N] fortsetzen.

existiert, also ldsst sich




