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Aufgabe 11.1 (3 + 3 Punkte)
Man definiert Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) im 3-dimensionalen Euklidischen Raum durch
die Transformation[!]

T = rcosfcos @,
(r,0,0) — (x,y, 2), y := rsinf cos ¢, (1)

z = rsin ¢.

a) Finden Sie ein offenenes Intervall I C R und eine Nullmenge N C R3, so dass
einen C'-Diffeomorphismus (0,00) x I x (—7/2,7/2) — R3\ N definiert.

b) Fiir eine gegebene messbare Funktion f : [0,00) — [0,00), sei F' : R? — [0,00)
definiert durch F(z,y,z) := f(y/2?+y?+ 2?). Driicken Sie mit Hilfe von f das
Integral [ps F(x,y,2)dxdydz als ein Integral iiber [0, 00) aus.

Aufgabe 11.2 (5 + 3 Punkte)
Sei Bf die Kugel von Radius R > 0 in R". In der Vorlesung haben wir die Formel

7.[.n/2
m(B}) = mz«zn (2)

fiir das Lebesgue-Mafl dieser Kugel bewiesen.

a) Ohne die Formel zu verwenden, beweisen Sie per vollstéindige Induktion die
Existenz einer Konstante C), > 0 fiir jedes n € N, so dass
27
n-+2

m(B%) = C,R" und Cryo = C, firalleneN. (3)
Sie diirfen die Félle n = 1 und n = 2 als schon bekannt betrachten.

Hinweis: Wenden Sie den Satz von Fubini mit R"t2 = R" x R? an, und integrieren
Sie auf R? in Polarkoordinaten.

b) Leiten Sie aus und Aufgabe 8.4 einen neuen Beweis der Formel her.

Aufgabe 11.3 (3 + 2 Punkte)

Wir betrachten die Funktion ¢ : R? \ {0} — R?\ {0} definiert in Polarkoordinaten (r,6)
durch (r,0) — (r,20), d.h. fiir (z,y) = (rcos,rsinf) € R? sind (r,26) die Polarkoordi-
naten des Punktes op(z,y) € R%\ {0}.

a) Beweisen Sie: ¢ ist stetig differenzierbar und Det Dyp(z,y) = 2 fir alle (z,y) €
R2\ {0}.

Hinweis: Kettenregel.

! Achtung: fiir die Definition der Transformation gibt es verschiedene Konventionen. Besonders unter
Physikern wird die Variante z := rcos¢sinf, y := rsin ¢sin 6, z := rcos 0 mit 6 € (0, 7) oft verwendet.
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b) Finden Sie eine integrierbare Funktion f auf der offenen Menge U := {x € R? | 0 <
|x|| < 1}, fiir die die Formel [, (f o ¢) [Det Dg| dm = fs@(u) f dm falsch ist. Welche
Voraussetzung in der gewohnlichen Transformationsformel wird hier nicht erfiillt?

Aufgabe 11.4 (6 Punkte)

Sei f : R™ — [0,00) eine messbare Funktion mit [, fdm = 1, und fiir € > 0, definiere
fe : R™ — [0,00) durch fe(x) := = f(x/€). Zeigen Sie: fiir jede stetige und beschréinkte
Funktion ¢ : R" — R gilt

I cpdm = ¢(0).
Jim, [ fepdm = ¢(0)

Hinweis: Transformieren Sie das Integral durch x — ex.

Insgesamt: 25 Punkte

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.

Aufgabe 11.A
Eine n-dimensionale Verallgemeinerung der Kugelkoordinaten in Aufgabe 11.1 ist die
Transformation

1 = 1 cos 6 cos ¢1 oS ¢ COS P3 . .. COS Py _2,
9 = 7 8in # cos ¢1 coS o COS @3 . . . COS Pp_2,
T3 = r8in ¢ cos ¢ COS @3 . . . COS P2,
T4 = rsin ¢z cos ¢3 . .. COS Pnp—2,
(7",9, ¢la o a¢n72) = (fl?l, cee 7‘7;71)7
Tp—2 =rSin ¢n—4 COS ¢n—3 COs ¢n—27
Tp_1 = rsin¢,_3cos ¢, o,
[ Tn = rsin ¢,_2.

(4)
a) Zeigen Sie per vollstindige Induktion: fiir jedes offene Intervall I C R mit Lénge 27
definiert einen C'-Diffeomorphismus
(0,00) x I x (—7/2,7/2) x ... x (—7/2,7/2) = R" \ N,

fiir eine Nullmenge N C R™.
Hinweis: Was ist die geometrische Bedeutung der Koordinate ¢p,—o7

b) Fiir eine gegebene messbare Funktion f : [0,00) — [0, 00), sei F' : R™ — [0, 00) defi-
niert durch F(x) := f(||x||). Zeigen Sie: es gibt eine Konstante C' > 0, die nicht von
der Funktion f abhingt, so dass [p, F(x1,...,2n) d2y ... dey = C [(7r" L f(r) dr.

Aufgabe 11.B
Die Relation

0 0
f 29 dm = — / of gdm
fir j = 1,...,n ist eine n-dimensionale Version von partieller Integration, die unter be-

stimmten Voraussetzungen durch den Satz von Fubini bewiesen werden kann. Was fiir
Voraussetzungen fiir f und g reichen, damit diese Relation stimmt? Zeigen Sie insb., dass
die Formel immer gilt, falls f stetig differenzierbar und g glatt mit kompaktem Tréger ist.



