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Aufgabe 13.1 (2 + 3 + 5 + 4 + 4 + 3 Punkte)
Es sei (X, A, 1) ein Mairaum, 1 < p,q < o und % + % = 1. Eine Folge f,, € LP(u) heifit
schwach konvergent gegen f € LP(pu), falls fiir jedes g € L9(p),

lim. fngdu=f Jgdp.
=0 Jx X

Wenn f, € LP(u) schwach gegen f € LP(u) konvergiert, schreiben wir f, N f- Wir

schreiben f, = f fiir den gewohnlichen Begriff von Konvergenz in LP(u), d.h. lim, o || f —
fnlzr = 0. Die Folge f,, heiit LP-beschrinkt, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
| fnllze < c fiir alle n. Beweisen Sie:

a) Falls f, 25 f, dann folgt auch f, 2 f.

b) Falls f, = fund f, = h, dann sind f und h dasselbe Element von LP(u), d.h. sie
sind fast iiberall gleich.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir jedes f € LP(u), g := f|f|P~2 in LI(u) ist.

c¢) Fiir jedes f € LP(R)\{0} ist die Folge f, € LP(R), gegeben durch f,(z) := f(x + n),
LP-beschriankt und schwach konvergent gegen 0 € LP(R), aber hat trotzdem keine
LP-konvergente Teilfolge.

d) Sei E' < L9(u) eine abzihlbare Teilmenge und f,, € LP(u) eine LP-beschrinkte Folge.
Dann hat f, eine Teilfolge f,, so dass die Folge ¢,, := SX fr, - gdp € R fiir jedes
g € E konvergiert.
Hinweis: Erinnern Sie sich an das Cantorsche Diagonalargument?

e) Sei F' < L%(u) eine dichte Teilmenge und f, € LP(u) eine LP-beschriinkte Folge, so
dass die Folge ¢, := SX fngdp € R fiir jedes g € F' konvergiert. Dann konvergiert ¢,
auch fiir jedes g € LY(u).

Hinweis: Zeigen Sie, dass ¢, fiir jedes g € L4(u) eine Cauchy-Folge in R ist.

f) Sei fn € L*(p) eine L2-beschrénkte Folge, so dass die Folge ¢, := {y fngdu € R fiir

jedes g € L?(u) konvergiert. Dann folgt f, IR f fiir eine Funktion f e L?(p).
Hinweis: Zeigen Sie, dass ((g) := limy . §y fng ein stetiges lineares Funktional
¢ : L*(1) — R definiert, und wenden Sie den Rieszschen Darstellungssatz an. (Das
Resultat stimmt eigentlich auch fiir f, € LP(u) mit jedem p € (1,00), aber in der
Vorlesung wurde der Rieszsche Darstellungssatz nur im Fall p = 2 bewiesen.)

Bemerkung: Man kann zeigen, dass LP(R™) fiir 1 < p < oo separabel istf_-] also kann die
gleiche Menge fiir E, F' < L1(R"™) in Teilaufgaben (d) und (e) gewéhlt werden. Aus dieser
Aufgabe folgt also ein wichtiges Resultat, das unter dem Namen Satz von Banach-Alaoglu
bekannt ist: fiir 1 < p < o hat jede LP-beschrinkte Folge von Funktionen auf R™ eine
schwach konvergente Teilfolge.

!Siehe Theorem 4.13 im Buch von Salamon.
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Aufgabe 13.2 (2 + 4)
Auf der offenen Teilmenge U := R3\{z = y = 0} = R? mit Koordinaten (x,, z) schreiben
wir p := y/22 + 2 und definieren damit ein glattes Vektorfeld V : i/ — R? durch

V(z,y,2) = (-y,‘” 0) .

p? p*

a) Berechnen Sie das Vektorfeld rot(V) : U — R3.

b) Sei ¥V := R3\{z > 0 und y = 0} = Y. Finden Sie eine C'-Funktion f : V — R, die
grad f = V auf V erfiillt, aber zeigen Sie dabei, dass keine C''-Funktion mit dieser
Figenschaft auf ganz U existiert.

Hinweis: Versuchen Sie, f als Funktion der zylindrischen Polarkoordinaten (p,0, z)
mit x = pcos und y = psin@ hinzuschreiben. Was miissen 0, f und g f sein, wenn

Vf=V?
Insgesamt: 27 Punkte

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.

Aufgabe 13.A

a) Sei H ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ) und entsprechender Norm
|z| := 4/{xz,x), V < H ein linearer Unterraum, w € H\V und F := V 4+ w =
{v+we H |veV}c H. Beweisen Sie: ist x € E ein Element mit ||z| < |y| fir alle
y € E, dann ist x orthogonal zu V| d.h. (x,v) =0 fiir alle v e V.

Bemerkung: In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass ein Element x € E mit dieser
Eigenschaft existiert, falls (H, | ||) vollstindig und V' < H abgeschlossen ist.

b) Wir betrachten den Unterraum V := C®(R")n L?(R") im Hilbertraum H := L*(R")
mit Skalarprodukt (f,g)r2 := (. fgdm. Zeigen Sie: H\V # (&, aber es gibt kein
nichttriviales Element f € H, das orthogonal zu V ist.

c¢) Versuchen Sie, durch das Argument aus der Vorlesung zu zeigen, dass L?(R") ein
nichttriviales Element f € L?(R") enthilt, das orthogonal zum Unterraum C® (R™) N
L?(R™) ist. Das ist natiirlich unmoglich, denn es widerspricht das Resultat von Tei-
laufgabe (b). Was genau geht schief im Beweis?

Aufgabe 13.B

Nehmen wir an, der Vektor v € R3 deutet in die z-Richtung und w € R? liegt in der
zy-Ebene. Zeigen Sie, dass das Kreuzprodukt v x w € R? dann orthogonal zum von v und
w aufgespannten Unterraum ist, und

[v>xw| =|v]-|w]|sinb,

wobei 0 € [0, 7] der Winkel zwischen v und w ist.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen, dass das Kreuzprodukt invariant bzgl. Rotationen
in R? ist. Davon folgt, dass diese Relation zwischen den drei Vektoren v, w und v x w
eigentlich immer gilt, nicht nur wenn v € R x {(0,0)} und w € R? x {0}.

Aufgabe 13.C

Beweisen Sie die Formeln rot(grad f) = 0 und div(rot X) = 0 fiir eine C2-Funktion f :
R3? — R bzw. ein C?-Vektorfeld X : R? — R3. Warum miissen wir hier annehmen, dass
f bzw. X von der Klasse C? ist, d.h. warum reicht es nicht, wenn grad f und rot X nur
differenzierbar (aber nicht stetig differenzierbar) sind?



