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Ubungsblatt 16

Ohne Abgabe

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.
Musterlosungen stehen auf der Website zur Verfiigung.

Aufgabe 16.A
Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, und V* := A'V* sein Dualraum.
Beweisen Sie:

a) Die Elemente Aj,..., Ay € V* sind genau dann linear unabhéngig, wenn A\; A ... A
i # 0e AFV*,
b) Fiir jedes k € N ist die multilineare Abbildung
VEsx L ox VES ARV (O ) = A AL A N
k
antisymmetrisch.
c) Seiey,...,ey, € V eine Basis und e, ..., e} € V* ihre Dualbasis. Dann gilt fiir alle

n-Tupel Ai,..., A\, € V¥,

Aler) -+ Ailen)
A Ao A A, =Det : : el A nen. (1)
An(er) -+ An(en)
Hinweis: Definieren Sie ein Element von w € A™(V*)* durchw(\y, ..., \p) = 22e=tdn

el A..nen

Jetzt betrachten wir eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit M < R™ mit Rand,
mit lokalem Koordinatensystem M > O -5 W < H™ und entsprechenden Koordinaten
T1,... Ty O — R, Esseien fi,..., fi : O - R C'-Funktionen. Zeigen Sie:

ofi of1
d) Im Fall k =n gilt dfi A ... Adf, =Det | . ldey Ao A day,.
Ofn Ofn
Bemerkung: Als wichtiger Spezialfall nimmt man fiir f1, ..., f, ein zweites Koordina-

tensystem y = (y1,...,yn) : O — H™. Dann sind beide Seiten in jedem Punkt p € O
garantiert nichttrivial, und die Matrix wird die Jacobimatrix des Karteniibergangs
yox~ ! im Punkt z(p) € W.

e) Im Fall M := U eine offene Teilmenge von R ist ein Punkt p € U ein kritischer Punkt
von f:= (f1,..., fx) : U — R¥ genau dann, wenn die stetige k-Form dfy A ... A dfy, €
Q&(U) im Punkt p Verschwindet

!Zur Erinnerung: p € U heift ein kritischer Punkt von f :  — R*, falls das Differential Df(p) :
R"™ — R* in diesem Punkt nicht surjektiv ist.
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Aufgabe 16.B

Es seien m € N, M < R" eine orientierte m-dimensionale C'!'-Untermannigfaltigkeit mit
Rand, und w € Qg*(M) die von der Orientierung bestimmte Volumenform. Auf R™ selbst
wéhlen wir die kanonische Orientierung, fiir die die Identitdtsabbildung (xi,...,z,) :
R™ — R™ eine orientierte Karte ist, und bezeichnen mit

pi=dry A ... Aday

die Standardvolumenform auf R”. Fiir einen Punkt p € M und eine Basis Xi,... X, €
T,M gilt immer w(X7,...,X,,) # 0; wir nennen diese Basis positiv bzw. negativ ori-
entiert, falls w(Xy, ..., X,,) positiv bzw. negativ ist. Wichtig zu beachten ist, dass diese
Definition von der Reihenfolge der Basisvektoren abhingt, z.B. wenn Xi,..., X, eine
positiv orientierte Basis ist, dann ist Xs, X1, X3,...,X,, eine negativ orientierte Basis.
Beweisen Sie:

a) Im Fall m > 2 betrachten wir 0M mit der Randorientierung. Es sei v € T, M\T,,(0M)
ein auswirts gerichteter Tangentialvektor in einem Punkt p € JM. Eine Basis
Xi,...,Xm—1 von T),(0M) ist genau dann positiv orientiert, wenn v, Xy,..., X1
eine positiv orientierte Basis von T}, M ist.

b) Wir betrachten den Fall m := n — 1 und w = ¢, p fiir ein Normalenvektorfeld v :
M — R". Eine Basis X1,..., X,—1 von T, M ist genau dann positiv orientiert, wenn
v(p), X1,...,Xn—1 eine positiv orientierte Basis von T),R" ist.

¢) Im Fall n = 3 mit M := U < R? eine offene Teilmenge ist fiir jeden Punkt p € ¢/ und
zwei linear unabhéngige Vektoren v,w € T,id = R3 das Tripel v,w,v x w immer
eine positiv orientierte Basis von T, = IR3.

Aufgabe 16.C

Sei U = R3 ein offener Quader und X € X! () ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit
div(X) = 0. Aus einem in der Vorlesung bewiesenen Resultat folgt, dass X = rot(V) fiir
ein Vektorfeld V e X' (). Aber V ist in dieser Aussage nicht eindeutig. Angenommen,
V' e X1(U) ist ein weiteres Vektorfeld mit rot(V’) = X. Was kénnen Sie iiber V — V'
sagen? Koénnen Sie die Menge {A € X'(U) | rot(A) = X} genau beschreiben?

Aufgabe 16.D

Sei Q — R? eine kompakte 2-dimensionale C'?-Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir versehen
Q mit der kanonischen Orientierung, fiir welche eine orientierte Karte um jeden inneren
Punkt p € Q\0Q durch die kartesischen Koordinaten x,y : @ — R definiert wird, und
versehen 0€) ebenfalls mit der entsprechenden Randorientierung.

1
Welche geometrische Bedeutung hat das Integral 1(Q) := J 5(33 dy — ydzx)?
o2
Aufgabe 16.E
Sei v : [a,b] — R" eine injektive C'-Funktion mit /() # 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Driicken
Sie das Integral SZ [~/ (t)|dt als Integral einer 1-Form auf einer 1-Mannigfaltigkeit M < R"™
aus. Was ist die geometrische Bedeutung dieses Integrals?



