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Ubungsblatt 7: Musterlosung zu den Aufgaben 7.2, 7.3 und 7.7

Aufgabe 7.2 (2 + 3 + 4 Punkte)
Sei (X, A, p) ein Mairaum und f : X — R eine messbare Funktion. Beweisen Sie:

a) Gilt |f| < C fiir eine Konstante C' > 0 und hat die Menge A := {z € X | f(z) # 0}
MaB u(A) < oo, dann ist f p-integrierbar, und es gilt UX fdu‘ < Cu(A).
Hinweis: Benutzen Sie die Relation | [y fdu| < [y |f] dp.

Losung:
Per Annahme verschwindet f auch der Teilmenge X \ A, also gilt wegen |f| < C die
Abschétzung

/X\f\dﬂ—/A\f\dMJr/X\Af\d/ﬁ—/A\f\duS/ACCZM—/XCXACUL—CM(A)<OO,

wobei die in der Vorlesung bewiesenen Eigenschaften | EyUE, fdp = | B fdp+ [ o fdu
(falls By N Ey =0), [ fdu < [pgdu (falls f < g) und [ fdu = [y xpf dp angewendet
werden, und die Berechnung von [ x Oxadp direkt aus der Definition des Integrals fiir
nichtnegative Treppenfunktionen folgt. Dies beweist, dass f p-integrierbar ist, und dann
folgt

'/deN‘S/XWdMSC’H(A),

b) Sei f, : X — R eine gleichm#Big konvergente Folge messbarer Funktionen mit f,, —
f. Gilt 4(X) < oo und ist f p-integrierbar, dann ist f,, fiir alle n hinreichend grof3
auch p-integrierbar, und es gilt [ f dp — [y fdp.

Losung

Da f, gleichméfiig gegen f konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N, so dass
|f(z) — fo(z)] < € fiir alle n > N und alle x € X gilt. Es folgt |f(x)| < |f(z)| + € und
daher

Josddns [ an+voau= [ i+ [ edu= [ 1n1du+eutx) <.

da p(X) endlich und f p-integrierbar ist, also f, ist fiir alle n > N auch p-integrierbar.
Es folgt auflerdem fiir n > N,

‘/deu—/andu's/x\f—fnydug/xeduzw(x),

und da p(X) < oo wird dies beliebig klein, wenn € > 0 beliebig klein gewihlt wird. Das
beweist die Konvergenz [y fr, du — [y f dp.

Fiir die néchste Teilaufgabe betrachten wir ein Intervall X := [zg,c) C R mit —oco < g <
¢ < 00, die Borelsche o-Algebra A := B([xo, ¢)), eine stetige Funktion f : [zg,¢) = R und
ein Mafl p : B([zg,c)) — [0, 0], das fiir alle Teilintervalle (a,b) C [z, c) endlicher Linge
1((a,b)) = b — a erfiillt (s. Aufgabe 6.2). Aus Teilaufgabe (a) folgt, dass f auf jedem
kompakten Teilintervall [z, z] C [z¢, c) p-integrierbar ist, da f auf diesem Intervall stetig
und daher beschriankt ist.
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c¢) Die Funktion F' : [zg,c) — R gegeben durch F(z) := f[IBo o f du ist differenzierbar
und erfiillt F'(z) = f(x) fiir alle x € [z, ¢).

Losung
Fiir « € [zg,¢) und h > 0 hinreichend klein gilt

Foth-Fo) _1 [ gan= [ gan) =g [ ran
h h [xo,z+h] [x0,7] h (z,x+h] ’

weil [xg,x + h] die disjunkte Vereinigung von [zo,z] und (z,z + h] ist. Da f stetig ist,
kann das letztere Integral mit % f(m@ +h] f(x)du verglichen werden, wobei f(x) € R als
Konstante betrachtet wird, also dies ist eigentlich das Integral einer Treppenfunktion auf
(x,z + h] und ist daher

1 1 1

[ @ du= @l ) = f@u( ) = fa);

h (z,x+h] h h
hier haben wir das Resultat von Aufgabe 6.2(b) angewendet, um (z, x+h| mit dem offenen
Intervall (z,z + h) zur Berechnung des Mafles zu ersetzen. Es folgt,

Flx+h)—F(z) 1 f(:c)du—kl

[f = f(@)] du

h (z,2+h)

=@+ [ 1= S du

(z,2+h]

h B E (z,z+h)

Der Integrand in der letzten Zeile kann fiir kleines h > 0 als beliebig klein angenommen
werden, denn f ist stetig: fiir jedes € > 0 gibt es ndmlich ein J§, so dass die Funktion
[ — f(z) auf [z, z + ] immer Betrag kleiner als € hat. Teilaufgabe (a) gibt dann,

1
. /( S

und es folgt, lim;,_,+ w = f(x).

1
he(0,0) = < Eeu((w,x—l—h]) =€,

Im Fall z > z¢ miissen wir auch limj_,o- w betrachten: der Hauptunterschied

ist dann, dass [zg, z] jetzt die disjunkte Vereinigung von [zg,x + h] mit (x + h, z] ist, also

Flz+h)—Fx) 1 / fdﬂ—/ fdu :_1/ Fdu
h h [xo,x+h] [zo,x] h (z+h,x]

1
= — fdu.
|B] Jz—|n) 0]

Analog zum obigen Argument kann man wegen der Stetigkeit von f zeigen, dass dieses
Integral fiir |h| hinreichend klein beliebig nahe an f(z) ist.

Bemerkung: Im Wesentlichen ist dieser Beweis das Gleiche wie beim Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung fiir das Riemann-Integral. Es hat fast nichts mit der genauen Defini-
tion des Lebesgue-Integrals zu tun, sondern basiert prinzipiell auf der einfachen Tatsache,
dass das Lebesgue-Integral einer Funktion mit konstantem Wert ¢ € R auf einem Inter-
vall mit Linge h > 0 genau ch ist, und ansonsten auf der grundlegenden Abschitzung
UE f d,u’ < [ |f|dp, die ja auch fiir das Riemann-Integral giiltig ist.
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Aufgabe 7.3 (5 + 4 + 3 Punkte)

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass jede nichtnegative messbare Funktion f : X —
[0,00] auf einem Mafiraum (X, A, u) ein neues Mal puf : A — [0,00] durch ps(A) :=
[ 4 f dp definiert. Beweisen Sie:

a) Fiir zwei gegebene messbare Funktionen f : X — [0,00) und g : X — Rist g

genau dann py-integrierbar, wenn g f p-integrierbar ist; des Weiteren gilt [ 4 9duy =
ngfdu fiir alle A € A.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Spezialfall mit g eine Treppenfunktion, dann eine
nichtnegative Funktion, und erst danach den allgemeinen Fall g : X — R. Fiir die
Verallgemeinerung von Treppenfunktionen zu nichtnegativen Funktionen kénnte der
Satz iiber monotone Konvergenz helfen.

Losung:
Sei f : X — [0, 00) messbar und g : X — [0, 00) eine messbare Treppenfunktion, was heifit,
g = Zf\i 1 cixg; fir endlich viele Konstanten ci,...,cy > 0 und messbare Teilmengen

Ey,...,Exy C X. Dann ist [, gduy € [0, 00] gegeben per Definition durch

N N N N
gdps = cipr(E;NA) = ci/ fdp= / cifdp = /CiXEZ- Afdu
Juotua=Ygemmn =Y [ san=3 [ esan=) | e

1=

N N N
=Y [eonwwsdu=Y [ cxnsau= [ <ZXE> fdn= [ ofdn
i=17% =174 A \i=1 A

wobei wir die in der Vorlesung bewiesenen Eigenschaften [, (f+g)du = [, fdu+ [, gdu,
Jacfdu =c [, fdu fir c € R, und [, fdu = [ xafdu angewendet haben, sowie die
Relation xanB = xaXxB, die fiir alle Teilmengen A, B C X gilt.

Als Nichstes nehmen wir an, g : X — [0,00] sei eine beliebige nichtnegative messbare
Funktion. Nach einem in der Vorlesung bewiesenen Resultat ist g dann die Grenzfunktion
fiir eine punktweise konvergente Folge messbarer nichtnegativer Treppenfunktionen g; <
g2 < g3 < ... < g.Da f nichtnegativ ist, definiert g1 f < gof < g3f < ... < gf ebenfalls
eine punktweise konvergente monotone Folge nichtnegativer messbarer Funktionen mit
Grenzfunktion gf. Dann impliziert der Satz {iber monotone Konvergenz in Verbindung
mit dem schon bewiesenen Resultat fiir Treppenfunktionen,

/gdufz lim /gndufz lim /gnfduz/gfdu-
A n—0o0 J 4 n—0o0 J 4 A

Sei jetzt g : X — R eine beliebige messbare reellwertige Funktion. Da f immer nicht
negativ ist, gilt |gf| = |g|f, und das schon bewiesene Resultat im Fall g > 0 impliziert

nun
/ gl duy = / g1 dyu = / ofldu,
X X X

also g ist ps-integrierbar genau dann, wenn g f p-integrierbar ist. Schreiben wir g = g™ —g~
und |g| = g7 + g~, wobei g7, g~ : X — [0,00) die nichtnegativen messbaren Funktionen

9" :=max{g,0}, ¢~ :=max{—g,0}
sind. Da f nicht negativ ist, lisst gf : X — R eine #hnliche Zerlegung gf = (gf)" — (g9f)~
zu, mit

(9f)"==g*f uwnd (9f)" =g f.
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Im Fall [y |gldus = [|gf|dp < oo folgt, dass [y g* duy = [ (9f)T dpund [y g~ duy =
Jx(9f)~ dp beide endlich sind, und fiir eine beliebige messbare Teilmenge A C X gilt

dann
/Qdﬂf:/9+dﬂf_/g_dﬂf:/g+fd,u_/g_fdM
A A A A A

Z/A(gf)*du—/A(gf) d/t:/Agfdﬂ-

b) Ist f: X — R p-integrierbar, dann gilt fiir jede Folge von Teilmengen E; D Fy D
E3D...€ Amit E =2, En, limysoo [ fdu= [ fdp.
Hinweis: Im Spezialfall E = {) reicht es, [ |f|du — 0 zu beweisen. (Warum?) Im
allgemeinen Fall kénnen Sie dann die Mengen A,, :== E,, \ E betrachten.

Losung:

Wir betrachten zuerst den Spezialfall Ey D Ea D E3 D ... € Amit E := (2, E, = 0.
Da |f| : X — [0,00) eine nichtnegative messbare Funktion ist, definiert sie ein Maf
pyg 2 A = [0,00] durch pyp(A) := [, |f|dp. Per Annahme gilt pp(X) = [ [fdp < oo,
weil f p-integrierbar ist, also ist p s (Ey) fiir alle n = 1,2,3,... auch endlich. Laut einem
in der Vorlesung bewiesenen Resultat {iber Mafle gilt also

lim : |[fldp = lim pyp(En) = Mm( N En> = pyp(0) =0.

n—oo
neN

Angesichts der Ungleichung ‘ Je. [ d,u‘ < [ |fldp impliziert das lim, o0 [ fdu = 0.

Ohne die Annahme E = () kénnen wir dieses Resultat trotzdem noch fiir die Mengen
Ay = E, \ E anwenden, denn sie erfiillen A; D Ay D A3 D ... und (),,cyAn = E\E = 0.
Es folgt also limy, 0 [ 4, fdu=0,und weil £, = 4, UE und 4, N E = () gilt daher

lim fdpu= lim </ fdu—i—/fd,u) :/fdu.
n—o00 E, n—o00 A, E E

c) Ist f: X — R p-integrierbar, dann gilt limy,e0 [, fdp = [ fdp auch fiir jede
Folge von Teilmengen E1 C Ey C E3 C ... € Amit E:=J;2 | Ey.
Hinweis: Das Komplement einer Vereinigung ist eine Schnittmenge.

Loésung:
Wir bezeichnen das Komplement einer Teilmenge £ C X mit E¢ := X \ E; aus den
gegebenen Annahmen folgt also

E$DESDE{D...D ﬂEg:(UEn>C:EC.
neN neN

Das Resultat von Teilaufgabe (b) impliziert dann

lim fdp= [ fdu,
EC

und da f auf ganz X p-integrierbar ist, folgt

Jm [ = tim (/deﬂ—/Eﬁfdu> =/deu— chdu=/Efdu-

4
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Schriftliche Zusatzaufgabe 7.Z (4 Punkte)

Beweisen Sie: ist f : X — R p-integrierbar auf (X, A), dann existiert fiir jedes € > 0 ein
§ >0, s0 dass | [, fdu| < e fiir alle A € A mit u(A) <6 gilt.

Hinweis: fiir Inspiration, siehe den Beweis von Lemma 5.21 im Buch von Salamon.

Losung:

Der Beweis ist indirekt. Wenn die Aussage nicht gilt, dann existiert ein € > 0 und messbare
Teilmengen A C X mit beliebig kleinem Maf}, die trotzdem ‘ Suf du‘ > e erfiillen. Dann
gibt es insbesondere eine Folge A, € A mit

1
pA) <o und [ iflanz | [ g >
2n An An

fiir alle n € N. Wir definieren damit weitere messbare Mengen B,, € A fiir n € N durch

o)
Bn = U Ak,
k=n

also gilt By D By D B3y D ..., und die Schnittmenge bezeichnen wir mit

[o@)
B:ﬂ&.

n=1

Wegen Aufgabe 6.B gilt

o0 )

p(Ba) < A < o = gt

k=n k=n

also folgt von einem in der Vorlesung bewiesenen Resultat,
p(B) = lim u(By) = 0.

Betrachten wir nun das MaB ) : A — [0,00], definiert durch ps(A) := [, |fdp. Da

B, D A, fiir jedes n € N gilt

w71 (Bn) > 5 (An) :/A |fldp > e,
also folgt vom schon erwidhnten Resultat aus der Vorlesung,

pip|(B) = lim g5 (Bp) = €.

n—oo

Aber gleichzeitig gilt uj(B) = [5|fldp = 0, da pu(B) = 0, also haben wir einen Wider-
spruch.



