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Anmerkung;:

Bei diesen Aufgaben diirfen Sie die Existenz des Lebesgue-MaBes m : A — [0, 00] auf R™
und seine grundlegende Eigenschaften als gegeben betrachten. Als Konsequenz von Auf-
gaben 7.2(c) und 7.3(c) kénnen Lebesgue-Integrale fiir m-integrierbare stetige Funktionen
auf Intervallen in R genau wie (ggf. uneigentliche) Riemann-Integrale durch den Hauptsatz
der D11’ferent1al- und Integralrechnung berechnet werden. Fiir Lebesgue-Integrale wird die
Notation f .)dt mit a,b € R analog zum Riemann-Integral definiert:

/bf(t)dt- {fab]fdm falls a < b,

f[b g fdm fallsb <a.

Aufgabe 8.1 (3 Punkte)
Geben Sie ein explizites Beispiel einer punktweise konvergenten Folge Lebesgue-messbarer
Funktionen f, : [0,1] — [0, oc], fiir die die Ungleichung im Lemma von Fatou streng ist:

n—o0

1
/ liminf f,(¢) dt < hmlnf/ fn(t)
0

Aufgabe 8.2 (3 + 3 Punkte)
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen genau dann zutref-
fen, wenn (X, A, ) vollsténdig ist:

a) Fiir eine messbare Funktion f : X — R, jede Funktion g : X — R, die fast iiberall
f = g erfiillt, ist auch messbar.

b) Ist f : X — R eine Funktion und N C X eine Nullmenge, so dass f|x\y : X\N — R
messbar ist[| dann ist f : X — R auch messbar.

Aufgabe 8.3 (5 Punkte)

Beweisen Sie: Ist I C R ein Intervall, xg € I ein Punkt und f : I — R eine Funktion, die
auf jedem kompakten Teilintervall von I Lebesgue- integrierbar istE] dann ist die Funktion
F : I — R gegeben durch das Lebesgue-Integral F'(z f f(t)dt stetig.

Hinweis: Es gibt verschiedene Losungsvarianten, d1e Z. B den Satz tiber monotone Konver-
genz, den Lebesgueschen Konvergenzsatz oder das Resultat von Aufgabe 7.Z anwenden.
Sie diirfen Aufgabe 7.Z nur dann anwenden, wenn Sie sie letzte Woche bearbeitet haben.

Aufgabe 8.4 (5 + 4 + 3 + 2 Punkte)

a) Beweisen Sie: die Funktion f : (0,00) — R gegeben durch f(t) := (Int)"t* et ist
fiir jede Konstante a > 0 und jede ganze Zahl n > 0 Lebesgue-integrierbar.
Hinweis: Betrachten Sie die Teilintervalle (0,1] und [1,00) separat und versuchen
Sie, auf beiden Intervallen |f(t)| durch einfachere Funktionen abzuschétzen.

'Eine Teilmenge A C X\ N gilt als messbar in X\ N genau dann, wenn A auch eine messbare Teilmenge
von X ist.
2Eine Funktion mit dieser Eigenschaft heift lokal integrierbar.
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b) Das Resultat von Teilaufgabe (a) ermoglicht die Definition einer Funktion T, :
(0,00) — R fiir jedes n > 0 durch

r = 001 e te Tt dt
n(T) ; (Int) e .

Beweisen Sie, dass I';, stetig differenzierbar ist und I'),(x) = ', 1 () erfiillt. Es folgt
insb., dass die sogenannte Gamma-Funktion I' := Ty : (0,00) — R glatt ist.

c) Beweisen Sie die Relation I'(z + 1) = aI'(z) fiir alle z > 0.
Hinweis: Da der Integrand in der Definition von I'(x) stetig ist, konnen Sie mit
diesem Integral genau so wie mit einem Riemann-Integral umgehen und z.B. partielle
Integration anwenden.

d) Beweisen Sie: I'(n) = (n — 1)! fiir n € N.

Insgesamt: 28 Punkte

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.

Aufgabe 8.A

Sei 6 : 2R — [0, 00] das Dirac-Ma$l im Punkt 0 € R (s. Aufgabe 6.3(b)). Finden Sie einen
expliziten Isomorphismus zwischen den Vektorriumen L!(§) und R. Was bedeutet es ge-
nau, wenn eine Funktionenfolge f, € Z1(5) gegen eine Funktion f € .£'(§) bzgl. der
L'-Norm konvergiert?

Aufgabe 8.B

Wir betrachten Funktionen f : X — E auf einem Mafiraum (X, A, ) mit Werten in einem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum FE. Der Begriff u-Integrierbarkeit und das
Integral [ 4 fdp € E fiir solche Funktionen wurden in Aufgabe 7.A definiert. Zeigen Sie:

a) Eine Treppenfunktion f : X — FE ist genau dann p-integrierbar, wenn fiir alle
v € E\ {0}, die Menge f~!(v) C X messbar ist und u(f~!(v)) < oo erfiillt. Des
Weiteren gilt fiir alle A € A in diesem Fall

/fd,u: Z u(f_l(v)ﬁA)veE.
A ve f(X)\{0}

b) Eine beliebige Funktion f : X — E ist genau dann p-integrierbar, wenn es eine
Folge p-integrierbarer Treppenfunktionen f, : X — FE gibt, die punktweise fast
iiberall gegen f konvergiert und bzgl. der L'-Norm eine Cauchyfolge ist.

c¢) Fiir jede Folge f, wie in Teilaufgabe (b) gilt / fndp — / f du fiir alle A € A.
A A

Bemerkung: Diese Aufgabe liefert eine alternative Definition des Lebesgue-Integrals einer
Funktion f : X — E, ndamlich als Limes einer Folge von Integralen von Treppenfunktio-
nen. In diesem Kontext darf E sogar ein unendlich-dimensionaler Banachraum sein.

Aufgabe 8.C

Wir betrachten die glatte Funktion f : [1,00) x [0,1] — R gegeben durch die Formel
F(t,z) = (322 —2x%)e %" Zeigen Sie: f(-,a) : [1,00) — R ist fiir jedes z € [0, 1] Lebesgue-
integrierbar, aber es gibt keine Umgebung ¢/ C [0, 1] von 0 und Lebesgue-integrierbare
Funktion ¢ : [1,00) — [0, 00], die |f(-,z)| < g fiir alle x € U erfiillt.

Hinweis: Diese Funktion kam letztes Semester in Aufgabe 11.6 vor.



