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Anmerkung;:

Bei diesen Aufgaben diirfen Sie die folgende Version des Satzes von Fubini als gegeben
betrachten: fiir Lebesgue-messbare nichtnegative bzw. Lebesgue-integrierbare reellwertige
Funktionen f : R"™ — R mit n =k + ¢ gilt

Rnf(x) d'r = /RE (/Rk f(y,2) dky) d'z :/Rk ( sz(y,z) d%) dry,

wobei wir Koordinaten auf R"™ mit x = (z1,...,2n) = (Y1, Yk, 21,---,20) = (y,2) €
R* x RY und das Integral von f bzgl. des Lebesgue-MaBes m auf R™ mit

fx)d"x = flay, .. xp)dey ... dey, = fdm
Rn Rn Rn
bezeichnen.

Aufgabe 9.1 (4 Punkte)

Sei v : 28" — [0, 00] ein duBeres MaB mit der Eigenschaft, dass fiir jeden nichtleeren offe-
nen Quader Q = (ay,by) X ... X (an, bp) C R™ die Formel v(Q) = (by —ay) - ... (by — ay)
gilt. Beweisen Sie: fiir jedes k € {0,1,...,n — 1} und jedes v € R"7* gilt v(R* x {v}) = 0.
Bemerkung: Das gilt insb. fiir das duBlere Maf von Lebesgue, also folgt, dass k-dimensionale
Ebenen in R" fiir k < n Lebesgue-Nullmengen sind.

Aufgabe 9.2 (2 + 3 Punkte)

a) Beweisen Sie: sind g : R — R und h : R™ — R Lebesgue-integrierbare Funktionen,
dann ist die Funktion F : R"*™ — R gegeben durch F(x,y) := g(x)h(y) auch
Lebesgue-integrierbar.

b) Sei f:R"™ — R Lebesgue-intergrierbar, A C R™ eine Lebesgue-messbare Teilmenge,
und bezeichne mit (x,y) = (z1,...,Zn,Y1,---,Ym) die Koordinaten auf R™ x A C
R™ x R™. Unter welchen Voraussetzungen fiir f und A ist das Lebesgue-Integral
Jgn w4 f(x) d"xd™y wohl definiert, und welchen Wert hat es?

Aufgabe 9.3 (5 Punkte)
Fiir n € N betrachten wir das Intervall I, := (%4-1’ %) und die Funktion f, := mxn,
wobei x, : R — R die charakteristische Funktion von I,, bezeichnet. Die Funktion

F:R? 5 R, F(z,y) := Z [fn(z) = frnt1(x)] fu(y)
n=1

ist dann wohl definiert, weil fiir jedes (z,y) € R? die Funktionen in der Summation fiir alle
bis auf endlich viele n € N verschwinden. Zeigen Sie, dass die Funktionen R — R gegeben
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durch = — F(z,y) fir alle y € R Lebesgue-integrierbar sind, ebenfalls die Funktionen
Y — F(x y) flir alle x € R, und dass die resultierenden Funktionen ¢(x fR x,y) dy
und ¥(y) = fR x,y)dxr auf R auch Lebesgue-integrierbar sind. Berechnen Sie diese
Integrale exphz1t und zeigen Sie,

/R</RF(96,3/) dm) dy#/R(/RF(x,y) dy) do.

Beweisen Sie, dass F' Lebesgue-messbar aber nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 9.4 (4 Punkte)
Sei f : [a,b] X [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie die folgende Identitiit:

/ab (/ay f(@:9) dx) dy = /ab (/:f(fﬁ,y) dy> dz.

Aufgabe 9.5 (3 Punkte)
Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliache {(w, y) € R? ) 1<zy<2und 1< ¥ < 2}.
z

Aufgabe 9.6 (3 Punkte)

1 1
Berechnen Sie / ( / sin(z?) dx) dy.
0 y

Aufgabe 9.7 (3 Punkte)
Berechnen Sie fiir die Menge A := {(:c, y,2) € R3 ‘ z,y,z2>20und z+y+ 2 < 1} das In-

tegral / rdrdydz.
A

Insgesamt: 27 Punkte

Schriftliche Zusatzaufgabe 9.Z (5 Punkte)
Sei f : R — R Legesgue-integrierbar. Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion die folgende
Identitat fir alle x € R und n € N:

F G O eam

= T i ol /Ox(:c — )" L f(t) dt

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen, sind aber
nicht schriftlich abzugeben.

Aufgabe 9.A

Berechnen Sie das Integral / (22 + 3y — z) dz dy dz fir die Menge
B

B = {(a:,y,z) eR3 ‘ z,y,22>20, c+y <aund z < b},
wobei a und b fixierte positive Konstanten sind.
Aufgabe 9.B

Berechnen Sie das Volumen des Teils der Kugel {(z,y,z) € R | (z —a)* + y* + 2% < a?},
der durch eine Zylinderfliiche {(z — a)? + y? = b?} mit b? < a® herausgeschnitten wird.



