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Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Dieses Skript betrifft Inhalte der Vorlesung vom 21.01.2020 bis zum Semesterende.

1 Integralsätze und Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel der Vorlesung wollen wir Integration für Funktionen nicht nur auf Teilge-
bieten von R

n sondern auch auf Untermannigfaltigkeiten studieren. Als Motivation fangen
wir mit einer Skizze von einigen wichtigen Resultaten an, die erst am Ende des Kapitels
bewiesen werden können.

1.1 Gradient, Divergenz und Rotation

Sei U Ă R
n eine offene Teilmenge. Den Gradienten einer Funktion f : U Ñ R haben

wir schon in Analysis II kennengelernt: wenn f stetig differenzierbar ist, ist ihr Gradient
gegeben durch die einfache Formel

∇f :“ grad f “

ˆ
Bf

Bx1
, . . . ,

Bf

Bxn

˙
P R

n.

Somit definiert ∇f : U Ñ R
n ein Vektorfeld auf U .

Für stetig differenzierbare Vektorfelder X “ pX1, . . . ,Xnq : U Ñ R
n werden wir zwei

Konstruktionen betrachten, die aus den partiellen Ableitungen von X gebaut sind. Die
Divergenz von X ist die Funktion divX : U Ñ R gegeben durch

∇ ¨ X :“ divX :“
nÿ

j“1

BXj

Bxj
.

Die in Anwendungen oft verwendete Schreibweise “∇ ¨ X” kommt davon, dass man den
Nabla-Operator ∇ informell als “Vektor” pB1, . . . , Bnq betrachtet und das Pünktchen “¨”
als alternative Notation für das Euklidische Skalarprodukt x , y benutzt.

Im Fall n “ 3 gibt es eine weitere wichtige Konstruktion mit ersten partiellen Ableitungen
eines Vektorfeldes X : U Ñ R

3. Es wird durch das klassischeKreuzprodukt von Vektoren
v “ pv1, v2, v3q und w “ pw1, w2, w3q definiert: Letzteres ist

v ˆ w :“ Det

¨
˝
e1 v1 w1

e2 v2 w2

e3 v3 w3

˛
‚“ pv2w3 ´ v3w2, v3w1 ´ v1w3, v1w2 ´ v2w1q P R

3,

wobei e1, e2, e3 P R
3 die Standardbasis von R

3 bezeichnet.

Aufgabe 1.1. Nehmen wir an, der Vektor v P R
3 deutet in die x-Richtung und w P

R
3 liegt in der xy-Ebene. Zeigen Sie, dass v ˆ w dann orthogonal zum von v und w

aufgespannten Unterraum ist, und

}v ˆ w} “ }v} ¨ }w} sin θ,
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wobei θ P r0, πs der Winkel zwischen v und w ist.
Bemerkung: Wir werden später sehen, dass das Kreuzprodukt invariant bzgl. Rotationen
in R

3 ist. Davon folgt, dass diese Relation zwischen den drei Vektoren v, w und v ˆ w
eigentlich immer gilt, nicht nur wenn v P R ˆ tp0, 0qu und w P R

2 ˆ t0u.

Die Rotation1 eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes X “ pX1,X2,X3q auf U Ă R
3

ist dann ein weiteres Vektorfeld rotX : U Ñ R
3 definiert durch

∇ ˆ X :“ rotX :“

ˆ
BX3

Bx2
´

BX2

Bx3
,

BX1

Bx3
´

BX3

Bx1
,

BX2

Bx1
´

BX1

Bx2

˙
.

Die Divergenz und Rotation spielen die Hauptrollen in den folgenden klassischen Sätzen
über Integrale. Die Aussagen betreffen Untermannigfaltigkeiten von R

n, ein Begriff, den
wir im nächsten Abschnitt wiederholen werden. Für eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M Ă R

n bezeichnen wir mit volk das Maß auf M , das durch den Begriff “k-
dimensionales Volumen” von Teilmengen E Ă M definiert wird; diese Definition hat eine
gewisse intuitive Bedeutung, muss aber in den folgenden Abschnitten noch konkretisiert
werden. Im Spezialfall einer offenen Teilmenge M Ă R

n ist M eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, und voln bedeutet dann einfach das Lebesgue-Maß.

Satz 1.2 (Divergenzsatz von Gauß-Ostrogradski). Sei X : U Ñ R
n ein stetig differen-

zierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U Ă R
n, und sei Ω Ă U der kompakte

Abschluss einer offenen Teilmenge in U mit der Eigenschaft, dass der Rand BΩ Ă U

von Ω eine glatte pn ´ 1q-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R
n ist. Wir definieren

ν : BΩ Ñ R
n durch die Bedingung, dass νpxq für x P BΩ das eindeutige auswärts gerichtete

Einheitsvektor orthogonal zu BΩ ist. Dann gilt:
ż

Ω

divX dvoln “

ż

BΩ
xX,νy dvoln´1.

Satz 1.3 (Integralsatz von Stokes). Sei X : U Ñ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld

auf einer offenen Teilmenge U Ă R
3, und sei Σ Ă U eine kompakte glatt eingebette Fläche

mit Rand BΣ. Dazu sei ν : Σ Ñ R
3 ein Vektorfeld entlang Σ mit der Eigenschaft, dass νpxq

für jedes x P Σ Norm 1 hat und orthogonal zu Σ ist, und sei t : BΣ Ñ R
3 das eindeutig

dadurch bestimmte Vektorfeld auf BΣ, so dass tpxq für jedes x P BΣ ein Einheitsvektor
tangential zu BΣ ist und tpxq ˆ νpxq in Richtung auswärts bzgl. Σ deutet. Dann gilt:

ż

Σ

xrotX,νy dvol2 “

ż

BΣ
xX, ty dvol1.

Bemerkung 1.4. Sätze 1.2 und 1.3 tauchen oft in der theoretischen Physik auf, vor allem in
der Elektrodynamik, wo sie wichtige Rollen bei den klassischen Maxwell-Gleichungen für
die Evolution von elektrischen und magnetischen Feldern spielen. In der Physik-Literatur
ist die gewöhnliche Schreibweise etwas anders, z.B. werden die Formeln in beiden Sätzen
oft in so einer Form wie

¡

Ω

p∇ ¨ Xq dV “

£

BΩ

X ¨ da,

ĳ

Σ

p∇ ˆ Xq ¨ da “

¿

BΣ

X ¨ dl

geschrieben. Hier ist der Divergenzsatz auf den Fall n “ 3 spezialisiert, und die Wieder-
holung des Integralzeichens soll die Dimension der Mannigfaltigkeit vermitteln, über die

1im Englischen: curl
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man integriert. Wenn diese Mannigfaltigkeit geschlossen ist, d.h. kompakt und ohne Rand,
schreibt man z.B.

ű
statt

ş
. Im Symbol dV bezieht sich “V ” auf den Begriff “Volumen”

in R
3; es handelt sich hier um das Lebesgue-Maß. Die Symbole da und dl werden von

Physikern gern als “infinitesimale Vektoren” bezeichnet, können aber konkreter als “vek-
torwertige Maße” interpretiert werden—sie verbinden das natürliche durch Flächeninhalt
(a “ “area”) bzw. Länge (l “ “length”) definierte Maß auf der entsprechenden Mannigfal-
tigkeit mit dem Normalvektor ν bzw. dem Tangentialvektor t. Die resultierenden Integrale
werden oft Flächenintegral bzw. Kurvenintegral genannt.

Beide Sätze sind Korollare einer einzigen Formel, die unter Mathematikern einfach als der
Satz von Stokes bekannst ist: sie lautet

ż

M

dω “

ż

BM
ω. (1)

Hier ist M im Allgemeinen eine kompakte n-dimensionale orienterte glatte Mannigfal-
tigkeit mit Rand BM , ω ist eine sogenannte pn ´ 1q-Form auf M , und dω eine n-Form,
die sogenannte äußere Ableitung von ω. Wir werden in den nächsten Abschnitten klären
müssen, was genau eine n-Form ist, wie das Integral davon auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit definiert ist, warum die Formel (1) stimmt, und was das alles mit Vek-
torfeldern und Divergenz und Rotation zu tun hat.

Das Erste, was man über die Formel (1) wissen muss, ist, dass sie die natürliche Verallge-
meinerung vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für höher-dimensionale
Integrale ist. Dabei gibt es ein paar Aspekte, die in höheren Dimensionen interessanter
sind, z.B.: jede stetige Funktion auf R hat eine Stammfunktion, aber nicht jedes Vektorfeld
auf Rn ist der Gradient einer Funktion. In der abstrakteren Sprache von Differentialformen
folgt das davon, dass nicht jede n-Form die äußere Ableitung einer pn´ 1q-Form ist, aber
die notwendigen Bedingungen dafür sind einfach zu formulieren, und unter bestimmten
Voraussetzungen topologischer Natur sind diese Bedingungen auch hinreichend. Hier noch
eine Aussage zur Konsequenzen davon für die Operatoren grad, div und rot:

Satz 1.5. Sei U Ă R
3 eine offene Teilmenge.

1. Für jede Funktion f : U Ñ R von der Klasse C2 gilt ∇ ˆ p∇fq “ 0.

2. Für jedes Vektorfeld X : U Ñ R
3 von der Klasse C2 gilt ∇ ¨ p∇ ˆ Xq “ 0.

Des Weiteren gilt Folgendes unter der zusätzlichen Bedingung, dass U Ă R
3 ein offener

Quader pa1, b1q ˆ pa2, b2q ˆ pa3, b3q ist:2

1. Ist X : U Ñ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit ∇ˆ X “ 0, dann existiert

eine C2-Funktion f : U Ñ R mit ∇f “ X.

2. Ist X : U Ñ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit ∇ ¨ X “ 0, dann existiert

ein stetig differenzierbares Vektorfeld Y : U Ñ R
3 mit ∇ ˆ Y “ X.

2Unser Beweis dieses Satzes wird die Annahme U “ pa1, b1q ˆ pa2, b2q ˆ pa3, b3q direkt nutzen, aber mit
ein bisschen mehr Anstrengung könnte diese Annahme mit verschiedenen schwächeren Voraussetzungen
ersetzt werden, z.B. die Aussage gilt für alle konvexen Teilmengen U Ă R

3, im Grunde weil ein Quader
konvex ist und alle konvexen Teilmengen von R

3 diffeomorph sind. Die richtige Voraussetzung für den
zweiten Teil dieses Satzes ist wirklich eine topologische Bedingung: es gilt, wenn die Teilmenge U Ă R

3

zusammenziehbar (auf Englisch: “contractible”) ist. Das werden wir hier nicht beweisen.

3
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Aufgabe 1.6. Beweisen Sie die Formeln ∇ˆ p∇fq “ 0 und ∇ ¨ p∇ˆXq “ 0 in der ersten
Hälfte von Satz 1.5. Warum müssen wir hier annehmen, dass f bzw. X von der Klasse C2

ist, d.h. warum reicht es nicht, wenn ∇f bzw. ∇ˆX nur differenzierbar (aber nicht stetig
differenzierbar) ist?

1.2 Untermannigfaltigkeiten von R
n

Der Begriff m-dimensionale Mannigfaltigkeit kam schon mal in Analysis II vor, insb. in
Zusammenhang mit dem Satz über implizite Funktionen, und wir werden diesen Zusam-
menhang unten kurz wiederholen. Grob gesagt ist eine m-Mannigfaltigkeit eine Menge,
die in lokalen Umgebungen immer durch m reellen Koordinaten beschrieben werden kann.
Die genaue Definition des Begriffs “Kurve” wird dann “Mannigfaltigkeit von Dimensi-
on 1”, und analog soll das Wort “Fläche” eigentlich “Mannigfaltigkeit von Dimension 2”
bedeuten. Das einfachste Beispiel einer Teilmenge in R

n, die als m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit betrachtet werden kann, ist der m-dimensionale lineare Unterraum

R
m ˆ t0u :“

 
px1, . . . , xm, 0, . . . , 0q P R

n
ˇ̌

px1, . . . , xmq P R
m
(

Ă R
n. (2)

Aber eine Untermannigfaltigkeit muss nicht immer so “flach” sein wie dieser Unterraum;
sie darf auch “gekrümmt” sein. In der folgenden Definition erlaubt man diese Krümmung,
indem man das Bild der Menge in (2) unter einer differenzierbaren Transformation be-
trachtet. Insofern dient der Unterraum in (2) als lokales Modell für jede m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit in R

n, aber die Untermannigfaltigkeit selbst muss nicht so flach
aussehen.

Definition 1.7. Es seien n ě m ě 0 ganze Zahlen und k P N Y t8u. Eine Teilmenge
M Ă R

n heißt eine m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit von R
n, falls es zu

jedem Punkt p P M eine Umgebung U Ă R
n von p und einen Ck-Diffeomorphismus

ϕ : U Ñ V nach einer offenen Teilmenge V Ă R
n gibt, so dass

M X U “ ϕ´1pRm ˆ t0uq,

wobei Rm ˆ t0u Ă Rn der in (2) definierte Unterraum bezeichnet. Wir nennen M auch
eine Untermannigfaltigkeit von Dimension m und von der Klasse Ck, und der
Ck-Diffeomorphismus ϕ : U Ñ V heißt eine Karte für M um den Punkt p.3

Im Fall k “ 8 heißt M auch eine glatte Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung 1.8. Im Allgemeinen ist der Begriff Mannigfaltigkeit etwas abstrakter als bei
der obigen Definition, z.B. ist eine Mannigfaltigkeit i.A. ein topologischer Raum an sich,
und muss nicht als Teilmenge eines Euklidischen Raums gegeben sein. Dieser abstraktere
Begriff von Mannigfaltigkeit ist Hauptthema von Vorlesungen über Differentialgeometrie
oder Differentialtopologie, aber in der jetzigen Vorlesung werden wir nur Mannigfaltigkei-
ten betrachten, die als Teilmengen von Euklidischen Räumen vorkommen und deswegen
die Bedingungen in Definition 1.7 erfüllen. Unter diesem Umstand erlauben wir uns auch
die Terminologie manchmal zu verkürzen, indem wir statt “m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R

n” einfach m-Mannigfaltigkeit schreiben.4

3Im Englischen heißt Mannigfaltigkeit “manifold”, und Karte heißt “chart”. Letzteres darf man nicht
mit dem Wort “map” verwechseln, das im mathematischen Kontext nicht Karte sondern Abbildung be-
deutet.

4Eigentlich haben wir keine Allgemeinheit verloren, denn laut einem grundlegenden Satz in der Diffe-
rentialtopologie sind alle abstrakten m-Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu m-dimensionalen Untermannig-
faltigkeiten von R

n für n ą m hinreichend groß. Aber das muss man für die Zwecke dieser Vorlesung nicht
wissen.

4
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Bemerkung 1.9. Wenn eine Mannigfaltigkeit ohne das Wort “glatt” oder das Präfix “Ck”
erwähnt wird, sollten Sie in der Regel davon ausgehen, dass es sich um eine glatte Man-
nigfaltigkeit handelt. Diese Konvention ist auch in der Differentialgeometrie üblich, wo
man meistens nur glatte Mannigfaltigkeiten betrachtet. Man spricht auch manchmal von
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, um die Differenzierbarkeit der Karten zu betonen
und diesen Begriff vom allgemeineren Begriff der topologischen Mannigfaltigkeiten zu un-
terscheiden, bei denen die Karten Homöomorphismen aber nicht unbedingt differenzierbar
sein müssen.

Definition 1.10. Eine m-Mannigfaltigkeit heißt eine Kurve im Fall m “ 1 und eine
Fläche im Fall m “ 2.

Bemerkung 1.11. In manchen Quellen werden auch Bilder in R
n von bestimmten nicht-

injektiven Ck-Funktionen auf Gebieten in R bzw. R2 als “Kurven” bzw. “Flächen” be-
zeichnet. Um Definition 1.10 von diesem allgemeineren Begriff zu unterscheiden, fügen wir
manchmal die Adjektive “eingebettet” vor “Kurve” bzw. “Fläche” ein.

Definition 1.12. Sei M Ă R
n eine m-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit von R

n

und p P M ein Punkt. Der Tangentialraum von M im Punkt p ist der m-dimensionale
Vektorraum

TpM :“
 
X P R

n
ˇ̌
X “ γ1p0q für ein ǫ ą 0 und eine stetig differenzierbare Funktion

γ : p´ǫ, ǫq Ñ R
n mit Bild in M und γp0q “ p

(
.

In anderen Worten: TpM ist die Menge aller Vektoren in R
n, die als Geschwindigkeits-

vektoren von stetig differenzierbaren Wegen in M durch p vorkommen. Dass TpM Ă R
n

tatsächlich ein linearer Unterraum ist, sieht man wie folgt. Sei ϕ : U Ñ V eine Karte um p,
also ϕ ist ein Ck-Diffeomorphismus für ein k ě 1 mit p P U und M XU “ ϕ´1pRm ˆ t0uq.
Für eine beliebige C1-Funktion γ : p´ǫ, ǫq Ñ R

n mit Bild in M und γp0q “ p dürfen wir
durch Verkleinern von ǫ ą 0 o.B.d.A. γptq P U für alle t P p´ǫ, ǫq annehmen, und dann
ist ϕ ˝ γ : p´ǫ, ǫq Ñ V eine stetig differenzierbare Funktion nach R

n mit Bild im linea-
ren Unterraum R

m ˆ t0u. Es folgt, dass pϕ ˝ γq1p0q auch in R
m ˆ t0u ist, und wegen der

Kettenregel, γ1p0q “ Dϕ´1pϕppqqpϕ ˝ γq1p0q. Aber pϕ ˝ γq1p0q kann ein beliebiger Vektor
in R

m ˆ t0u sein, denn für jedes Y P R
m könnte man z.B. ǫ ą 0 hinreichend klein wählen

und dann γptq :“ ϕ´1pϕppq ` ptY, 0qq für t P p´ǫ, ǫq definieren. Dieses Argument beweist:

TpM “ Dϕ´1pϕppqq pRm ˆ t0uq ,

also ist TpM das Bild eines linearen Unterraums unter dem linearen IsomorphismusDϕ´1pϕppqq :
R
n Ñ R

n, und ist daher auch ein linearer Unterraum.

Beispiel 1.13. Jede offene Teilmenge U Ă R
n ist eine glatte n-dimensionale Untermannig-

faltigkeit. Hier reicht es, eine einzelne Karte zu definieren, nämlich die Identitätsabbildung
U Ñ U . Jeder Punkt p P U hat dann Tangentialraum TpM “ R

n.

Beispiel 1.14. Die Menge der Einheitsvektoren in R
n`1 ist eine glatte n-dimensionale

Untermannigfaltigkeit, die sogenannte n-Sphäre

Sn :“
 

px1, . . . , xn`1q P R
n`1

ˇ̌
x21 ` . . . x2n`1 “ 1

(
,

und der Tangentialraum in einem Punkt x P Sn ist das orthogonale Komplement von x
in R

n`1:
TxS

n “
 
v P R

n`1
ˇ̌

xv,xy “ 0
(
.

Beide Aussagen können ziemlich direkt bewiesen werden, aber sie folgen auch als leichte
Anwendungen von Satz 1.15 unten.
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Beispiele wie Sn Ă R
n`1 sind am einfachsten durch die folgende Variante des Satzes über

implizite Funktionen zu verstehen, der oft als Satz über den regulären Wert5 gekennzeich-
net wird:

Satz 1.15. Sei O Ă R
n eine offene Teilmenge, f : O Ñ R

q eine Ck-Funktion für k P N,
und y P R

q ein regulärer Wert von f , d.h. Dfpxq : Rn Ñ R
q ist für alle x P f´1pyq

surjektiv. Dann ist M :“ f´1pyq eine pn ´ qq-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit
von R

n, und für jedes x P M gilt TxM “ kerDfpxq.

Beweis. Die Aussage ist ein leichtes Korollar vom Satz über den lokalen Diffeomorphismus,
auch bekannt als der Umkehrsatz (s. [Bau12, §6.5]). Sei x0 P f´1pyq, mit Dfpx0q : Rn Ñ
R
q surjektiv. Der Kern dieser linearen Abbildung ist dann ein pn´qq-dimensionaler Unter-

raumK :“ kerDfpx0q Ă R
n, also können wir einen linearen Isomorphismus Φ : K Ñ R

n´q

wählen. Dazu wählen wir eine lineare Projektion Π : Rn Ñ K und betrachten die Ck-
Funktion ϕ : O Ñ R

n´q ˆ R
q “ R

n gegeben durch

ϕpxq :“ pΦΠpx ´ x0q, fpxqq .

Dann gilt
Dϕpx0qv “ pΦΠv,Dfpx0qvq ,

und die rechte Seite verschwindet genau dann, wenn v P kerDfpx0q “ K und zugleich
Πv “ 0, was zusammen v “ 0 impliziert. Das Differential Dϕpx0q : Rn Ñ R

n ist also
injektiv, und daher ein Isomorphismus. Es folgt nun vom Umkehrsatz, dass ϕ einen Ck-
Diffeomorphismus von einer Umgebung U Ă O von x0 nach einer Umgebung V Ă R

n von
ϕpx0q “ p0,yq definiert, und x P f´1pyq genau dann, wenn ϕpxq P R

n´q ˆ t0u, also kann
ϕ|U : U Ñ V als Karte betrachtet werden.

Die Kettenregel impliziert für jeden stetig differenzierbaren Weg γ : p´ǫ, ǫq Ñ R
n mit Bild

in M “ f´1pyq und γp0q “ x0,

Dfpx0qγ1p0q “ pf ˝ γq1p0q “
d

dt
y “ 0,

also folgt Tx0
M Ă kerDfpx0q. Da Tx0

M und kerDfpx0q beide Vektorräume mit der
gleichen Dimension n´ q sind, sind sie daher gleich.

Aufgabe 1.16. Beweisen Sie als Anwendung von Satz 1.15 alle Aussagen über die n-
Sphäre in Beispiel 1.14.

Andererseits sind manche Beispiele nicht sofort als Niveauflächen zu realisieren, aber besser
durch Parametrisierungen:

Beispiel 1.17. Wir parametrisieren einen Kreis in der xy-Ebene in R
3 durch vpθq :“

pcos θ, sin θ, 0q P R
3 für θ P R, und bezeichnen die Basisvektor in die z-Richtung mit

ez :“ p0, 0, 1q. Der 2-dimensionale Torus T
2 Ă R

3 kann dann als Bild (s. Abbildung 1)
der folgenden Funktion f : R2 Ñ R

3 definiert werden:

fpθ, φq :“ 2vpθq ` pcosφqvpθq ` psin φqez “

¨
˝

p2 ` cosφq cos θ
p2 ` cosφq sin θ

sinφ

˛
‚.

5Für eine C1-Funktion R
n Ą U

f
Ñ R

q heißt x P U ein kritischer Punkt von f , falls Dfpxq : Rn Ñ R
q

nicht surjektiv ist, und der Punkt fpxq P R
q heißt in diesem Fall ein kritischer Wert. Ein Punkt y P R

q

heißt genau dann ein regulärer Wert, wenn er kein kritischer Wert ist.

6
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x

y

z

Abbildung 1: Der Torus T2 Ă R
3.

Satz 1.18. Sei O Ă R
m eine offene Teilmenge, f : O Ñ R

n eine Ck-Funktion für
k P N, und x0 P O ein Punkt, in dem das Differential Dfpx0q : Rm Ñ R

n injektiv ist.
Dann hat x0 eine Umgebung V Ă O, so dass Σ :“ fpVq Ă R

n eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit von R

n ist, und für jedes x P V ist TfpxqΣ Ă R
n das Bild von

Dfpxq : Rm Ñ R
n.6

Beweis. Wir wählen einen pn´mq-dimensionalen Unterraum V Ă R
n komplementär zum

Bild der injektiven Abbildung Dfpx0q : Rm Ñ R
n, und einen Isomorphismus Φ : Rn´m Ñ

V . Die Funktion F : O ˆ R
n´m Ñ R

n gegeben durch

F px,yq :“ fpxq ` Φy

erfüllt dann
DF px0, 0qpv,wq “ Dfpx0qv ` Φw,

also ist DF px0, 0q : Rm ‘ R
n´m Ñ R

n surjektiv, und daher ein Isomorphismus. Es folgt,
dass F einen Ck-Diffeomorphismus von einer Umgebung V 1 Ă O ˆR

n´m von px0, 0q nach
einer Umgebung U Ă R

n von F px0, 0q “ fpx0q definiert. Sei V :“ tx P O | px, 0q P V 1u. Da
F |V 1 : V 1 Ñ U bijektiv ist, ist ein Punkt z P U genau dann in fpVq, wenn z P F pV ˆ t0uq,
also ist ϕ :“ pF |V 1q´1 : U Ñ V 1 eine Karte um fpx0q.

Die Injektivität von Dfpx0q ist eine offene Bedingung, und da Df stetig ist, können wir
dann für eine hinreichend kleine Umgebung V Ă O von x0 o.B.d.A. annehmen, dass
Dfpxq für jedes x P V injektiv ist. Für einen beliebigen stetig differenzierbaren Weg
γ : p´ǫ, ǫq Ñ V mit γp0q “ x P V ist f ˝ γ : p´ǫ, ǫq Ñ R

n ein stetig differenzierbarer Weg
durch fpxq mit Bild in Σ “ fpVq, also folgt

pf ˝ γq1p0q “ Dfpxqγ1p0q P TfpxqΣ,

was zeigt, dass das Bild von Dfpxq : Rm Ñ R
n ein Unterraum von TfpxqΣ ist. Da beide

Vektorräume von der gleichen Dimension m sind, sind sie also gleich.

Aufgabe 1.19. Zeigen Sie als Anwendung von Satz 1.18, dass der Torus T
2 Ă R

3 in
Beispiel 1.17 eine glatte 2-Mannigfaltigkeit ist.

6Satz 1.18 ist nur zur Information, aber kam in der Vorlesung nicht vor.
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2 Integration in lokalen Koordinaten

Der Begriff Differenzierbarkeit wurde bisher nur für Funktionen auf offenen Teilmengen
von Euklidischen Räumen definiert. Wenn M Ă R

n eine Untermannigfaltigkeit von Di-
mension m ă n ist, dann ist M keine offene Teilmenge, aber wir möchten trotzdem sagen
können, ob eine Funktion f : M Ñ R differenzierbar bzw. glatt ist. Dafür brauchen wir
lokale Koordinaten.

2.1 Karten und Koordinaten

Sei M Ă R
n eine m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit und ϕ : U Ñ V eine Karte,

also ist ϕ von der Klasse Ck, und es gilt M X U “ ϕ´1pRm ˆ t0uq. Die Einschränkung
von ϕ auf M X U kann dann in der Form ϕ|MXU “ px, 0q für eine eindeutig bestimmte
R
m-wertige Funktion

x “ px1, . . . , xmq :M X U Ñ R
m

geschrieben werden. Diese Funktion ist eine Bijektion von O :“ M X U (eine offene Teil-
menge von M) nach der offenen Menge

W :“ xpOq “
 

pt1, . . . , tmq P R
m
ˇ̌

pt1, . . . , tm, 0, . . . , 0q P V
(

Ă R
m.

Ihre Komponentenfunktionen x1, . . . , xm : O Ñ R heißen lokale Koordinaten auf O,
und zusammen bilden sie ein Koordinatensystem auf O.7 Jeder Punkt p P O kann jetzt
eindeutig durch die Werte seiner m Koordinaten bestimmt werden:

M Ą O Q p ÐÑ xppq “ px1ppq, . . . , xmppqq P W Ă R
m.

Das Koordinatensystem x “ px1, . . . , xmq : O Ñ W macht es möglich, eine Funktion
f :M Ñ R in der Region O Ă M mit einer Funktion auf einer offenen Teilmenge von R

m

zu identifizieren, nämlich die Funktion

fx :“ f ˝ x´1 : W Ñ R, (3)

die auch eindeutig durch die Relation

fxpx1ppq, . . . , xmppqq “ fppq für p P O

bestimmt wird. Wir nennen fx die Koordinatendarstellung von f bzgl. des Koordina-
tensystems x.

Definition 2.1. SeiM Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit und 0 ď ℓ ď k. Eine Funktion

f : M Ñ R ist von der Klasse Cℓ, falls für jedes lokale Koordinatensystem x : O Ñ W

auf M , die Koordinatendarstellung fx : W Ñ R eine Funktion von der Klasse Cℓ ist. Im
Fall ℓ “ k “ 8 heißt f auch eine glatte Funktion auf M . Wir schreiben

CℓpMq :“
!
f :M Ñ R

ˇ̌
f ist von der Klasse Cℓ

)
.

7In der Theorie abstrakter Mannigfaltigkeiten wird das Wort Karte eigentlich mit der gleichen Bedeu-
tung wie unser Wort Koordinatensystem verwendet. Weil wir in dieser Vorlesung nur Untermannigfaltig-
keiten von R

n betrachten, haben wir das Wort Karte etwas spezifischer definiert, als in der Differential-
geometrie üblich wäre.
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Hier gibt es ein bisschen Diskussionsbedarf, ob diese Definition sinnvoll ist und warum es
nicht auch für ℓ ą k formuliert wurde. Es geht darum, inwiefern die Bedingung fx P Cℓ

unabhängig von der Wahl des Koordinatensystems x ist.

Definition 2.2. Wir betrachten zwei lokale Koordinatensysteme

M Ą Ox
x

ÝÑ Wx Ă R
m, M Ą Oy

y
ÝÑ Wy Ă R

m

auf der m-dimensionalen Ck-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n. Falls Ox X Oy ‰ H, dann

sind xpOxXOyq und ypOxXOyq zwei nichtleere offene Teilmengen von R
m, und wir nennen

die verknüpfte Abbildung

R
m Ą xpOx X Oyq

y˝x´1

ÝÑ ypOx X Oyq Ă R
m

einen Kartenübergang.

Proposition 2.3. Auf einer Ck-UntermannigfaltigkeitM Ă R
n sind alle Kartenübergänge

Ck-Diffeomorphismen.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass die zwei Koordinatensysteme in Definition 2.2 durch
Karten ϕx : Ux Ñ Vx und ϕy : Uy Ñ Vy bestimmt sind, was heißt,

Ox “ M X Ux, ϕx|Ox “ px, 0q und Oy “ M X Uy, ϕy|Oy “ py, 0q.

Da ϕx und ϕy beide Ck-Diffeomorphismen sind, so ist auch die Verknüpfung

R
n Ą Vx Ą ϕxpUx X Uyq

ϕy˝ϕ´1
x

ÝÑ ϕypUx X Uyq Ă Vy Ă R
n.

Die Einschränkung von diesem Diffeomorphismus auf der Schnittmenge von ϕxpUx X Uyq
mit R

m ˆ t0u ist py ˝ x´1, 0q, also folgt, dass der Kartenübergang y ˝ x´1 auch ein Ck-
Diffeomorphismus ist.

Wenn f : M Ñ R auf einer gegebenen offenen Teilmenge O Ă M zwei Koordinatendar-
stellungen fx : Wx Ñ R und fy : Wy Ñ R zulässt, dann folgt direkt aus der Definition der
Koordinatendarstellung in (3) die Relation

fx “ fy ˝ py ˝ x´1q, (4)

wobei y ˝ x´1 : Wx Ñ Wy nach Proposition 2.3 ein Ck-Diffeomorphismus ist. Da Ck-
Funktionen für ℓ ď k auch von der Klasse Cℓ sind und Verknüpfungen von zwei Cℓ-
Funktionen auch von der Klasse Cℓ sind, haben wir jetzt die folgende Konsequenz: für
jedes ℓ ď k ist fx von der Klasse Cℓ genau dann, wenn fy von der Klasse Cℓ ist. Anders
gesagt, die Bedingung “f P Cℓ” ist für ℓ ď k nicht abhängig von der Wahl der lokalen
Koordinaten. Andererseits sieht das bei ℓ ą k anders aus: wenn einige Kartenübergänge
k ă 8 stetige Ableitungen aber nicht mehr haben, dann wird es wegen (4) für die meisten
Funktionen f unmöglich sein, dass alle ihre Koordinatendarstellungen von der Klasse Cℓ

sind. Aus diesem Grund steht die Einschränkung ℓ ď k in Definition 2.1: der Begriff
“Cℓ-Funktion” auf einer Ck-Mannigfaltigkeit ist wirklich nur sinnvoll, wenn ℓ ď k.

Bemerkung 2.4. Die obigen Bemerkungen zu Definition 2.1 sind der Hauptgrund, warum
man in der Differentialgeometrie oft nur glatte Mannigfaltigkeiten betrachtet. Diese Ein-
schränkung ist für die meisten Zwecke nicht wesentlich, aber es vereinfacht Vieles, wenn
man nicht ständig aufpassen muss, dass man nicht öfter differenziert als die Mannigfaltig-
keit erlaubt.
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Die Umkehrabbildung von einem Koordinatensystem x : O Ñ W Ă R
m ist eine lokale

Parametrisierung
ψ :“ x´1 : W Ñ O Ă M.

Eine Parametrisierung ψ kann immer in der Form ψpt1, . . . , tmq “ ϕ´1pt1, . . . , tm, 0, . . . , 0q
für eine Karte ϕ : U Ñ V geschrieben werden, und ist deswegen eine Ck-Funktion nach R

n

mit Bild in M (vgl. Satz 1.18). Sind ψx “ x´1 : Wx Ñ Ox und ψy “ y´1 : Wy Ñ Oy zwei
Parametrisierungen mit dem selben Bild Ox “ Oy Ă M , dann erfüllen sie die Relation

ψx “ ψy ˝ py ˝ x´1q, (5)

d.h. jede ist die Verknüpfung der Anderen mit einem Ck-Diffeomorphismus, nämlich dem
Kartenübergang y ˝ x´1.

Aufgabe 2.5. Beweisen Sie: ist x “ px1, . . . , xmq : O Ñ R
m ein lokales Koordinatensy-

stem auf einer Ck-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n, dann sind die Koordinaten x1, . . . , xm :

O Ñ R selbst Funktionen von der Klasse Ck auf O Ă M .

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie: ist M Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit und f : Rn Ñ R

eine Funktion von der Klasse Cℓ für ℓ ě k, dann ist f |M :M Ñ R von der Klasse Ck.

2.2 Koordinatenunabhängige Integration in Dimension 1

Sei M Ă R
n eine 1-Mannigfaltigkeit, O Ă M eine offene Teilmenge mit einer Koordinate

M Ą O
x

ÝÑ Wx Ă R, und f : M Ñ R eine stetige Funktion mit kompaktem Träger
in O. Als erster Versuch für eine Definition von

ş
M
f könnte man einfach die Koordina-

tendarstellung von f integrieren, d.h.
ş
M
f :“

ş
Wx

fxptq dt. Hier soll das Integral auf der
rechten Seite als gewöhnliches Lebesgue-Integral der Funktion fx über einem Gebiet in R

betrachtet werden, und dieses Integral existiert auf jeden Fall, denn fx “ f ˝x´1 : Wx Ñ R

ist stetig und hat kompakten Träger. Aber wir haben das folgende Problem: wenn eine
zweite Koordinate M Ą O

y
ÝÑ Wy Ă R auf der gleichen Teilmenge definiert ist, könnten

wir statt fx die Koordinatendarstellung fy integrieren, und die Antwort wäre nicht gleich:
die zwei Darstellungen sind durch (4) miteinander verwandt, und im Allgemeinen gilt

ż

Wx

fxptq dt “

ż

Wx

fy ˝ py ˝ x´1qptq dt ‰

ż

Wy

fyptq dt.

Man kann hier fast die Substitutionsregel für Integrale in einer Dimension erkennen, aber
es fehlt etwas: für eine richtige Substitution bräuchte der Integrand auf der linken Seite
noch

ˇ̌
d
dt

py ˝ x´1qptq
ˇ̌
. Dieses Gedankenexperiment zeigt, dass das Integral einer Funkti-

on auf einer 1-Mannigfaltigkeit im Allgemeinen koordinatenabhängig ist, was in diesem
Kontext bedeutet, dass es nicht eigentlich definiert werden kann. Man kann doch ein ko-
ordinatenunabhängiges Integral auf 1-Mannigfaltigkeiten definieren, aber die Objekte, die
man integriert, sind nicht reellwertige Funktionen.

Definition 2.7. Eine 1-Form λ auf einer Untermannigfaltigkeit M Ă R
n ist eine Zuord-

nung, welche in jedem Punkt p P M eine lineare Abbildung

λp : TpM Ñ R

auszeichnet. Wir nennen λ stetig, wenn für jede lokale Parametrisierung R
m Ą W

ψ
ÝÑ

O Ă M und jedes j “ 1, . . . ,m, die Funktion

W Ñ R, x ÞÑ λψpxq

`
Bjψpxq

˘

stetig ist. Der Träger von λ ist der Abschluss der Menge tp P M | λp ‰ 0u Ă M .
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Sei jetzt M Ă R
n nochmal eine 1-Mannigfaltigkeit, R Ą Wx

ψx
ÝÑ O Ă M eine lokale

Parametrisierung und λ eine stetige 1-Form auf M mit kompaktem Träger in O. Unser
zweiter Versuch für die Definition eines Integrals über M lautet:

ż

M

λ :“

ż

Wx

λψxptqpψ1
xptqq dt. (6)

Hier ist nochmal die rechte Seite als gewöhnliches Lebesgue-Integral einer stetigen Funk-
tion mit kompaktem Träger über einem Gebiet in R zu verstehen. Ist diese Definition ko-

ordinatenunabhängig? Nehmen wir an, es gibt eine zweite Parametrisierung R Ą Wy
ψy

ÝÑ
O Ă M von der selben Teilmenge O. Dann sind ψy und ψx durch Verknüpfung mit dem
Kartenübergang τ :“ y ˝ x´1 : Wx Ñ Wy wie in (5) verwandt, und es gilt,

ż

Wx

λψxptqpψ1
xptqq dt “

ż

Wx

λψy˝τptq

`
ψ1
ypτptqq ¨ τ 1ptq

˘
dt “

ż

Wx

λψy˝τptq

`
ψ1
y ˝ τptq

˘dτ
dt
dt

“ ˘

ż

Wy

λψypτq

`
ψ1
ypτq

˘
dτ,

wobei das Vorzeichen genau dann stimmt, wenn der Kartenübergang τ “ y ˝ x´1 positive
Ableitung hat. Bis auf dieses Detail mit dem Vorzeichen scheint unsere Definition vonş
M
λ tatsächlich unabhängig der Wahl der Parametrisierung zu sein. Fazit: das Integral

einer Funktion über eine 1-Mannigfaltigkeit ist nicht wohl definiert, aber für das Integral
einer 1-Form gibt es Hoffnung!

Wir sagen noch ein Wort zur geometrischen Motivation für den Begriff “1-Form” in Ver-
bindung mit Integration auf 1-Mannigfaltigkeiten. Für jeden Punkt p P M Ă R

n in ei-
ner Untermannigfaltigkeit dient sein Tangentialraum TpM (oder besser gesagt: der affine
Raum p ` TpM Ă R

n) als “lineare Approximation” von M in einer Umgebung von p. Im
Fall dimM “ 1 liefert eine 1-Form λ u.a. ein translationsinvariantes Maß µp auf jedem
Tangentialraum TpM : dieses Maß wird eindeutig durch die Bedingung

µppEXq :“ |λpXq| für EX :“ ttX P TpM | t P r0, 1su Ă TpM

bestimmt. Analog werden die über einer m-Mannigfaltigkeit zu integrierenden Objekte ein
translationsinvariantes Maß auf jedem m-dimensionalen Tangentialraum TpM definieren.
Wir wissen schon im Prinzip, wie alle solche Maße aussehen: im Euklidischen Raum R

m

sind sie Vielfache des Lebesgue-Maßes m, das für beliebige Vektoren X1, . . . ,Xm P R
m

durch
m
`
EX1,...,Xm

˘
“
ˇ̌
Det

`
X1 . . . Xm

˘ˇ̌
(7)

für das Parallelipiped EX1,...,Xm :“
 
t1X1 ` . . . ` tmXm

ˇ̌
t1, . . . , tm P r0, 1s

(
Ă TpM cha-

rakterisiert werden kann. Die Determinante in dieser Formel kann als antisymmetrische
multilineare Funktion ihrer Spalten betrachtet werden, was den Hinweis gibt, dass wir anti-
symmetrische multilineare Funktionen auf den Tangentialräumen TpM betrachten sollten.

2.3 Antisymmetrische multilineare Abbildungen

Die obigen Betrachtungen zu translationsinvarianten Maßen auf Tangentialräumen führen
uns zu den folgenden Begriffen.
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Definition 2.8. Sei V ein reeller Vektorraum und m P N. Eine m-fach multilineare Ab-
bildung ω : V ˆ . . . ˆ Vloooooomoooooon

m

Ñ R heißt antisymmetrisch, falls sie die Relation

ωpX1, . . . ,Xi, . . . ,Xj , . . . ,Xmq “ ´ωpX1, . . . ,Xj , . . . ,Xi, . . . ,Xmq

für alle X1, . . . ,Xm P V und 1 ď i ă j ď m erfüllt, d.h. ω ändert sich bei Vertauschung
zwei der Variablen nur durch ein Vorzeichen. Der Vektorraum aller antisymmetrischen
m-fach multilinearen Abbildungen V ˆ . . . ˆ V Ñ R wird mit

ΛmV ˚, bzw. ΛmT ˚
pM im Fall V “ TpM

bezeichnet. Wir erweitern diese Definition auf den Fallm “ 0 durch Λ0V ˚ :“ R bzw. Λ0T ˚
pM :“

R.

Wir werden später die Algebra von antisymmetrischen multilinearen Abbildungen ausführlicher
besprechen, und u.a. das folgende einfache Resultat beweisen:

Lemma 2.9. Für einen reellen Vektorraum V von Dimension m ě 0 gilt dimΛmV ˚ “ 1.

Korollar 2.10. Sei V Ă R
n ein m-dimensionaler linearer Unterraum, ω P ΛmV ˚ und

A P GLpm,Rq eine invertierbare Matrix. Für v1, . . . ,vm P V definieren wir neue Vektoren
v1
1
, . . . ,v1

m P V durch die Matrixrelation
`
v1
1 ¨ ¨ ¨ v1

m

˘
“
`
v1 ¨ ¨ ¨ vm

˘
A.

Dann gilt: ωpv1
1, . . . ,v

1
mq “ ωpv1, . . . ,vmq ¨ DetpAq.

Beweis. Wir wählen einen Isomorphismus V Ñ R
m und identifizieren V dadurch mit Rm.

Unter dieser Identifikation wird ω ein Element von ΛmpRmq˚, der Laut Lemma 2.9 ein
1-dimensionaler Vektorraum ist, also können wir jetzt

ωpv1, . . . ,vmq “ cDet
`
v1 ¨ ¨ ¨ vm

˘

für eine Konstante c P R schreiben. Die Relation folgt dann von der Formel DetpBAq “
DetpBq ¨ DetpAq.

3 Integration von Differentialformen

3.1 Differentialformen

Mit der Notation von §2.3 kann man eine 1-form λ auf einer Mannigfaltigkeit M als
Funktion betrachten, deren Wert λp in einem beliebigen Punkt p P M ein Element des
Vektorraums Λ1T ˚

pM ist. Letzteres ist nämlich der Raum aller antisymmetrischen 1-fach
multilinearen Abbildungen TpM Ñ R, was nichts anderes als der Raum aller linearen
Abbildungen TpM Ñ R ist. Mit der Idee von translationsinvarianten Maßen auf TpM im
Hintergrund, verallgemeinern wir diesen Begriff jetzt wie folgt.

Definition 3.1. Sei q ě 0 eine ganze Zahl und M Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit.

Eine Differentialform ω von Grad q auf M , oder kurz eine q-Form, ist eine Zuord-
nung, welche in jedem Punkt p P M eine reellwertige antisymmetrische q-fach multilineare
Abbildung

ωp P ΛqT ˚
pM
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auszeichnet. Die q-Form ω ist von der Klasse Cℓ für ℓ ď k ´ 1,8 wenn für jede lokale

Parametrisierung R
m Ą W

ψ
ÝÑ O Ă M und alle j1, . . . , jq P t1, . . . ,mu, die Funktion

W Ñ R, x ÞÑ ωψpxq

`
Bj1ψpxq, . . . , Bjqψpxq

˘

von der Klasse Cℓ ist. Der Raum der q-Formen von der Klasse Cℓ auf M wird mit

ΩqℓpMq bzw. ΩqpMq :“ Ωq8pMq im Fall k “ 8

bezeichnet. Der Träger einer q-Form ω ist der Abschluss der Menge tp P M | ωp ‰ 0u.

Bemerkung 3.2. Nach der in Definition 2.8 gegebenen Konvention Λ0T ˚
pM “ R ist eine

0-Form auf einer Mannigfaltigkeit M einfach eine Funktion f :M Ñ R.

3.2 Integration einer m-Form durch Parametrisierung

Die lokale Definition des Integrals einer 1-Form über einer 1-Mannigfaltigkeit lässt sich
jetzt wie folgt verallgemeinern. Sei M Ă R

n eine Ck-Untermannigfaltigkeit von Dimensi-

on m, Rm Ą Wx
ψx

ÝÑ O Ă M eine lokale Parametrisierung, und ω P Ωm
0

pMq eine stetige
m-Form mit kompaktem Träger in O. Als Integral von ω über M definieren wir nun

ż

M

ω :“

ż

Wx

ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘
dt1 . . . dtm P R, (8)

wobei die rechte Seite ein gewöhnliches Lebesgue-Integral einer stetigen Funktion mit
kompaktem Träger über einer offenen Teilmenge Wx Ă R

m ist. Wir behaupten: diese
Definition ist (bis auf ein kleines Detail) unabhängig von der Wahl der Parametrisierung.

Sei also R
m Ą Wy

ψy
ÝÑ O Ă M eine zweite Parametrisierung der gleichen Teilmenge O Ă

M , verwandt mit ψx durch ψx “ ψy˝τ , wobei der Kartenübergang τ :“ y˝x´1 : Wx Ñ Wy

ein Ck-Diffeomorphismus ist. Dann gilt:
ż

Wx

ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘
dt1 . . . dtm

“

ż

Wx

ωψy˝τ ptq

`
B1pψy ˝ τ qptq, . . . , Bmpψy ˝ τ qptq

˘
dt1 . . . dtm

“

ż

Wx

ωψy˝τ ptq

`
B1ψypτ ptqq, . . . , Bmψypτ ptqq

˘
¨ DetDτ ptq dt1 . . . dtm,

wobei der Übergang von der zweiten zur dritten Zeile durch die Kettenregel und Korol-
lar 2.10 erfolgt. Die Determinante DetDτ ptq ist nirgendwo 0, da t ÞÑ τ ptq ein Diffeomor-
phismus ist; falls diese Determinante überall positiv ist, dann führt die Transformations-
formel jetzt zum Resultat

ż

Wx

ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘
dmt “

ż

Wy

ωψypτ q

`
B1ψypτ q, . . . , Bmψypτ q

˘
dmτ,

also ändert sich
ş
M
ω tatsächlich nicht, wenn wir es durch verschiedene lokale Parametri-

sierungen berechnen, solange die Kartenübergänge y ˝ x´1 zwischen verschiedenen Para-
metrisierungen immer

DetDpy ˝ x´1q ą 0 (9)

erfüllen.
8Die Beschränkung ℓ ď k´1 liegt daran, dass die Definition von Ωq

ℓ pMq von partiellen Ableitungen loka-
ler Parametrisierungen abhängt, und auf einer Ck-Mannigfaltigkeit sind diese Ableitungen möglicherweise
nicht mehr als pk ´ 1q-mal differenzierbar.
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Aufgabe 3.3. Zeigen Sie: in der obigen Situation gilt auch (unabhängig von der Bedin-
gung (9))

ż

Wx

ˇ̌
ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘ˇ̌
dmt “

ż

Wy

ˇ̌
ωψypτ q

`
B1ψypτ q, . . . , Bmψypτ q

˘ˇ̌
dmτ.

3.3 Orientierungen

Die Bedingung (9) weist auf eine Besonderheit von Integration auf Mannigfaltigkeiten hin,
die bei der Integration auf Rn kein Analogon hat. Das Integral einer m-Form ω über einer
m-Mannigfaltigkeit M ist erst dann wohl definiert, wenn man auf M ein bisschen mehr
Struktur hat, nämlich eine Orientierung.

Definition 3.4. Sei ϕ : U Ñ V ein C1-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmen-
gen U ,V Ă R

n. Die Transformation ϕ ist orientierungserhaltend, falls

DetDϕ ą 0

überall gilt, und orientierungsumkehrend, falls

DetDϕ ă 0

überall gilt.

Wir erläutern diese Unterscheidung durch einige Beispiele. Im Fall n “ 1 ist ϕ genau
dann orientierungserhaltend, wenn ϕ eine wachsende Funktion ist; gleichfalls ist ϕ orien-
tierungsumkehrend, wenn ϕ eine fallende Funktion ist. Eine Rotation fθ : R

2 Ñ R
2 auf R2,

gegeben durch eine Matrix der Form

Rθ :“

ˆ
cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

ist orientierungserhaltend, dennDfθpxq “ Rθ hat Determinante 1. Etwas allgemeiner kann
man sagen, jede invertierbare lineare Transformation f : Rn Ñ R

n, die durch eine stetige
1-parametrige Familie tft : R

n Ñ R
nutPr0,1s von invertierbaren linearen Transformationen

mit der Identitätsabbildung R
n Ñ R

n verbunden werden kann, ist orientierungserhaltend:
das stimmt, weil jede der Transformationen ft in der Familie durch eine Matrix At P R

nˆn

mit DetpAtq ‰ 0 dargestellt werden kann, und die Einheitsmatrix 1 P R
nˆn hat Detp1q “

1 ą 0. Ein einfaches Beispiel einer orientierungsumkehrenden linearen Transformation auf
R
2 ist die Spiegelung gegeben durch die Matrix

ˆ
1 0
0 ´1

˙
,

die Determinante ´1 ă 0 hat. Jede Verknüpfung einer Rotation mit einer Spiegelung ist
aus diesem Grund orientierungsumkehrend. Ein Tausch von zwei Koordinaten in R

n,

px1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xnq,

ist auch immer orientierungsumkehrend, und kann sogar auch als Spiegelung bzgl. eines
bestimmten pn´ 1q-dimensionalen Unterraums betrachtet werden.
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Definition 3.5. Ein Atlas auf einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M Ă R
n ist

ein System von Karten tϕα : Uα Ñ VαuαPI mit der Eigenschaft

M Ă
ď

αPI

Uα,

d.h. für jeden Punkt p P M gibt es unter den Karten ϕα für α P I mindestens eine Karte
um p. (In dieser Definition ist I eine beliebige Menge, mit deren Elementen die einzelnen
Karten im System gekennzeichnet werden.)

Jede Karte ϕα : Uα Ñ Vα in einem Atlas bestimmt wie in §2.1 auch ein Koordinatensystem,
das wir im Folgenden mit M Ą Oα

xαÝÑ Wα Ă R
m bezeichnen. Die Mengen Oα “ M X Uα

sind dann offene Teilmengen von M , und ihre Vereinigung
Ť
αPI Oα ist M .

Definition 3.6. Ein Atlas tϕα : Uα Ñ VαuαPI auf M Ă R
n ist orientiert, falls die

Kartenübergänge xα ˝ x´1

β für α, β P I alle orientierungserhaltend sind.

Die Vereinigung von zwei Atlanten auf einer Untermannigfaltigkeit M Ă R
n ist selbst ein

Atlas, aber es kann passieren, dass beide Atlanten orientiert sind und ihre Vereinigung
nicht orientiert ist. Man kann eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller orientierten
Atlanten definieren, wobei zwei orientierte Atlanten genau dann als äquivalent betrachtet
werden, wenn ihre Vereinigung auch orientiert ist.

Definition 3.7. Eine Orientierung auf M Ă R
n ist eine Äquivalenzklasse von orientier-

ten Atlanten. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit, die mit einer
Orientierung versehen ist. Eine Mannigfaltigkeit M ist orientierbar, wenn mindestens
eine Orientierung auf M existiert. Eine Karte ϕ auf einer orientierten Mannigfaltigkeit
heißt eine orientierte Karte, wenn die Vereinigung von ϕ mit einem orientierten Atlas
aus der gegebenen Äquivalenzklasse auch ein orientierter Atlas ist.

Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn sie einen orientierten Atlas
zulässt. In einfachen Beispielen wie S2 Ă R

3 ist es nicht schwierig, einen orientierten At-
las explizit zu konstruieren (s. Beispiel 3.8). In allgemeineren Beispielen wie die Fläche
Σ Ă R

3 im Integralsatz von Stokes (Satz 1.3) werden wir sehen, dass die Existenz ei-
ner Orientierung aus allgemeinen Prinzipien garantiert ist. Wir werden nichtorientierbare
Mannigfaltigkeiten in dieser Vorlesung grundsätzlich nicht betrachten, aber es ist wichtig
zu wissen, dass es sie auch gibt (s. Beispiel 3.10).

Beispiel 3.8. Wir konstruieren einen orientierten Atlas auf S2, der aus genau vier Karten
besteht. Die ersten zwei Karten ϕi : Ui Ñ Vi (i “ 1, 2) werden aus den Kugelkoordinaten
pr, θ, φq von Aufgabe 11.1 (Übungsblatt 11) gebaut, die durch

x “ r cos θ cosφ, y “ r sin θ cosφ, z “ r sinφ

mit den kartesischen Koordinaten px, y, zq auf R3 verwandt sind. In Kugelkoordinaten ist
S2 Ă R

3 die Teilmenge tr “ 1u; um die Bedingung Ui X S2 “ ϕ´1

i pR2 ˆ t0uq zu erfüllen,
ersetzen wir r P p0,8q also mit ρ :“ r ´ 1 P p´1,8q und definieren ϕ1 : U1 Ñ V1 als die
Umkehrabbildung von

V1 :“ p0, 2πq ˆ
´

´
π

2
,
π

2

¯
ˆ p´1,8q

ϕ´1

1ÝÑ U1,

¨
˝
θ

φ

ρ

˛
‚ ÞÑ

¨
˝

pρ ` 1q cos θ cosφ
pρ ` 1q sin θ cosφ

pρ` 1q sin φ

˛
‚,
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wobei U1 Ă R
3 als das Komplement der Teilmenge tx ě 0, y “ 0u definiert wird. Das durch

ϕ1 definierte Koordinatensystem auf O1 :“ U1 XS2 ist pθ, φq : O1 Ñ p0, 2πq ˆ p´π{2, π{2q,
wobei θ und φ ihre gewöhnliche Bedeutung als Kugelkoordinaten haben.

Für die zweite Karte nehmen wir die gleiche Formel für ϕ´1

2
, aber mit Definitionsbereich

V2 :“ p´π, πq ˆ
´

´
π

2
,
π

2

¯
ˆ p´1,8q,

und U2 Ă R
3 ist dann das Komplement von tx ď 0, y “ 0u. Das entsprechende Koor-

dinatensystem auf O2 :“ U2 X S2 werden wir mit pθ1, φ1q : O2 Ñ p´π, πq ˆ p´π{2, π{2q
bezeichnen.

Nur zwei Punkte in S2 sind nicht in U1XU2, nämlich p0, 0, 1q und p0, 0,´1q. Wir definieren
jetzt zwei weitere Karten, die genau diese zwei Punkte im Zentrum ihrer Definitionsbe-
reiche haben: die Idee in beiden Fällen ist, dass wir die kartesischen Koordinaten px, yq
als Koordinaten auf Teilmengen von S2 betrachten und z entsprechend als Funktion von
px, yq definieren. Um den “Nordpol” p0, 0, 1q zu erfassen, definieren wir ϕ3 : U3 Ñ V3 als
die Umkehrabbildung von

V3 :“ B2
1 ˆ p´1,8q

ϕ´1

3ÝÑ U3,

¨
˝
x

y

ρ

˛
‚ ÞÑ

¨
˝

pρ ` 1qx
pρ ` 1qy

pρ` 1q
a

1 ´ x2 ´ y2

˛
‚,

wobei B2
1 Ă R

2 die offene Einheitskugel bezeichnet und U3 :“ tpx, y, zq P R
3 | z ą 0u Ă R

3.
Das entsprechende Koordinatensystem auf der “nördlichen” Hemisphäre O3 :“ U3 X S2

ist px, yq : O3 Ñ B2
1 .

Für den Südpol machen wir etwas Ähnliches, aber aus Orientierungsgründen vertauschen
wir die Rollen der x- und y-Koordinaten: um Verwirrung zu vermeiden, geben wir beiden
neue Namen und definieren ϕ4 : U4 Ñ V4 als die Umkehrabbildung von

V4 :“ B2
1 ˆ p´1,8q

ϕ´1

4ÝÑ U4,

¨
˝
ξ

η

ρ

˛
‚ ÞÑ

¨
˝

pρ ` 1qη
pρ` 1qξ

´pρ` 1q
a

1 ´ ξ2 ´ η2

˛
‚,

mit U4 :“ tpx, y, zq P R
3 | z ă 0u. Das entsprechende Koordinatensystem auf der “südlichen”

Hemispäre O4 :“ U4 X S2 ist pξ, ηq : O4 Ñ B2
1
.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass die vier in Beispiel 3.8 definierten Karten einen orientierten
Atlas auf S2 Ă R

3 bilden. Zeigen Sie dabei, dass der Atlas nicht orientiert wäre, hätten wir
die Rollen der x- und y-Koordinaten in der Definition der vierten Karte nicht vertauscht.

Beispiel 3.10. Das Möbiusband M Ă R
3 ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit

von R
3, die man wie folgt parametrisieren kann. So wie in Beispiel 1.17 parametrisieren

wir einen Kreis in der xy-Ebene durch vpθq :“ pcos θ, sin θ, 0q P R
3 und schreiben ez :“

p0, 0, 1q P R
3. Der Vektor wpθq :“ cospθ{2qvpθq ` sinpθ{2qez liegt für jedes θ P R im von

vpθq und ez aufgespannten Unterraum, aber während vpθq für θ P r0, 2πs den vollen Kreis
herumläuft, rotiert sich wpθq gleichzeitig nur halbwegs. Wir definieren M als das Bild der
glatten Abbildung

f : R ˆ p´1, 1q Ñ R
3, fpθ, tq :“ 2vpθq ` twpθq “

¨
˝
cos θ r2 ` t cospθ{2qs
sin θ r2 ` t cospθ{2qs

t sinpθ{2q

˛
‚
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Man kann als Anwendung von Satz 1.18 zeigen, dass M eine 2-dimensionale glatte Un-
termannigfaltigkeit von R

3 ist. Sie haben sicherlich schon mal von M gehört, als Beispiel
einer Fläche, die nur eine “Seite” hat. Eine präziserer Formulierung dieser Eigenschaft
ist, dass M kein stetiges Normalenvektorfeld zulässt, d.h. es gibt keine stetige Funktion
ν : M Ñ R

3, die die Bedingungen }νppq} “ 1 und xνppq,Xy “ 0 für alle p P M und
X P TpM gleichzeitig erfüllt. Man kann für alle Untermannigfaltigkeiten M Ă R

n mit
dimM “ n ´ 1 zeigen, dass die Existenz eines Normalenvektorfelds äquivalent ist zur
Orientierbarkeit von M .

3.4 Zerlegung der Eins

Wenn wir nur Karten aus orientierten Atlanten betrachten, dann wird unsere Definiti-
on vom Integral

ş
M
ω in (8) tatsächlich unabhängig von der Kartenwahl sein, aber diese

Definition hat immer noch den Nachteil, dass er nur für eine Differentialform ω mit kom-
paktem Träger im Definitionsbereich einer einzigen Karte sinnvoll ist. Wir erklären jetzt
einen einfachen Trick, um diese Beschränkung aufzuheben.

Lemma 3.11. Sei K Ă R
n eine kompakte Menge und tUα Ă R

nuαPI eine offene Überdeckung
davon, d.h. für jedes α P I ist Uα eine offene Teilmenge von R

n, und K Ă
Ť
αPI Uα. Dann

existieren eine Umgebung V Ă R
n von K und glatte Funktionen ρα : V Ñ r0, 1s mit den

folgenden Eigenschaften:

1. ρα|K : K Ñ R hat kompakten Träger in Uα XK für jedes α P I;

2. ρα ” 0 für alle bis auf endlich viele verschiedene α P I;

3.
ÿ

αPI

ρα ” 1 auf K.

Bemerkung 3.12. Die Anzahl an Mengen in der offenen Überdeckung tUαuαPI darf un-
endlich oder sogar überabzählbar sein, aber die Summe

ř
αPI ρα ist wegen der zweiten

aufgelisteten Eigenschaft in Lemma 3.11 wohl definiert. Diese Konstruktion heißt eine
(der gegebenen Überdeckung untergeordnete) Zerlegung der Eins.9 Das Resultat kann
auch für den Fall einer nichtkompakten Menge K Ă R

n verallgemeinert werden, aber der
Beweis wird schwieriger. Die Existenz einer Zerlegung der Eins ist für viele theoretische
Entwicklungen in der Geometrie und Topologie wesentlich, aber die Details der Konstruk-
tion sind dabei fast nie wichtig.

Beweis von Lemma 3.11. Als Vorbemerkung ist die folgende Tatsache wichtig zu wissen:
für jeden Punkt x P R

n und Umgebung U Ă R
n von x gibt es eine glatte Funktion

ψ : Rn Ñ r0,8q, die kompakten Träger in U hat und ψpxq ą 0 erfüllt. Eine Konstruktion
dafür wurde in der Vorlesung Analysis II, Aufgabe 11.A vorgeschlagen: es fängt mit der
Funktion

ψ : R Ñ R, ψpxq :“

#
e

´ 1

1´x2 für ´1 ă x ă 1,

0 für |x| ě 1

an, die glatt ist, kompakten Träger r´1, 1s hat und ψp0q ą 0 erfüllt. Es ist jetzt eine ein-
fache Übungsaufgabe, aus diesem Modell glatte Funktionen auf Rn zu bauen, die beliebig
kleinen Träger aber einen positiven Wert in einem gegebenen Punkt haben.

9im Englischen: a partition of unity subordinate to the given cover
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Jetzt wählen wir für jedes x P K ein αx P I, so dass x P Uαx
, und eine glatte Funktion

ψx : Rn Ñ r0,8q, die kompakten Träger in Uαx
hat und ψxpxq ą 0 erfüllt. Weil ψx stetig

ist, gibt es eine Umgebung
Vx Ă Uαx

von x, auf der ψx positiv ist. Die Umgebungen tVxuxPK bilden jetzt eine offene Überdeckung
von der kompakten Menge K, und haben also eine endliche Teilüberdeckung, d.h. es gibt
eine endliche Teilmenge K0 Ă K, so dass

K Ă
ď

xPK0

Vx.

Für jedes α P I definieren wir noch eine endliche Teilmenge

Kα :“
 
x P K0

ˇ̌
αx “ α

(
,

und dazu eine glatte Funktion

ψα :“
ÿ

xPKα

ψx : Rn Ñ r0,8q.

Diese Funktion ist positiv auf
Ť

xPKα
Vx und hat kompakten Träger in Uα. Da K0 end-

lich ist, ist die Teilmenge Kα für alle bis auf endlich viele verschiedene α P I leer, also
verschwindet ψα auch für alle bis auf endlich viele α P I. Deswegen ist die Summe

ψ :“
ÿ

αPI

ψα “
ÿ

xPK0

ψx : Rn Ñ r0,8q

eine überall wohl definierte glatte Funktion, und auf K ist sie positiv, denn jedes y P K
gehört zu Vx für ein x P K0. Wir wählen eine Umgebung V Ă R

n von K, auf der ψ positiv
ist, und definieren für α P I,

ρα :“
ψα

ψ
auf V.

3.5 Definition des Integrals

Wir sind jetzt in der Lage, die allgemeine Definition von
ş
M
ω als Satz zu formulieren.

Satz 3.13. Sei M Ă R
n eine orientierte Ck-Untermannigfaltigkeit von R

n mit Dimen-
sion m P N, und bezeichne mit Ωm

0,cpMq der Raum aller stetigen m-Formen auf M mit
kompakten Trägern. Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung

Ωm0,cpMq Ñ R, ω ÞÑ

ż

M

ω

mit der Eigenschaft, dass
ş
M
ω durch

ż

M

ω “

ż

Wx

ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘
dt1 . . . dtm P R (10)

gegeben ist, wenn der Träger von ω im Bild Ox Ă M einer durch eine orientierte Karte
bestimmten lokalen Parametrisierung ψx : Wx Ñ Ox enthalten ist.
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Beweis. Wenn nur orientierte Karten betrachtet werden, dann erfüllen alle Kartenübergänge
DetDpy ˝ x´1q ą 0, und deswegen ist die Definition (10) unabhängig von der Wahl der
Parametrisierung. Wenn der Träger von ω P Ωm0,cpMq nicht im Bild einer Parametrisie-
rung enthalten ist, machen wir Folgendes. Per Annahme ist der Träger K Ă M von ω

kompakt. Sei tϕα : Uα Ñ VαuαPI ein orientierter Atlas für M , also bilden die offenen
Mengen Uα Ă R

n eine offene Überdeckung von K. Sei V Ă R
n eine Umgebung von K und

tρα : V Ñ r0, 1suαPI eine dieser Überdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins. Da die
Funktionen ρα glatt sind, sind ihre Einschränkungen auf M X V von der Klasse Ck, und
für jedes α P I definiert

ωα :“ ραω, pωαqp :“

#
ραppqωp für p P K,

0 für p P MzK

eine stetige m-Form auf M mit kompaktem Träger in Oα :“ M X Uα. Des Weiteren gilt
ÿ

αPI

ωα “ ω,

wobei die Summe wohl definiert ist, weil ωα für alle bis auf endlich viele α P I verschwindet.
Das Integral

ş
M
ωα ist dann für jedes α P I durch (10) gegeben, und die Definition vonş

M
ω wird eindeutig durch Linearität als

ż

M

ω :“
ÿ

αPI

ż

M

ωα

bestimmt. Man kann als leichte Übungsaufgabe zeigen, dass diese Definition die zwei
gewünschten Eigenschaften erfüllt.

Bemerkung 3.14. Die im obigen Beweis gegebene Formel für
ş
M
ω fordert die Wahl einer

Zerlegung der Eins, aber weil keine Zerlegung der Eins in der Aussage des Satzes erwähnt
wurde, hängt

ş
M
ω nicht eigentlich von dieser Wahl ab.

Die folgende Variante braucht keine Orientierung auf M , aber dafür kann das Integral nur
nichtnegative Werte haben.

Satz 3.15. Sei M Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit von R

n mit Dimension m P N.
Das Integral ż

M

|ω| P r0,8q

für stetige m-Formen ω mit kompakten Trägern kann eindeutig so definiert werden, dass
es für zwei m-Formen ω, ω1 immer

ż

M

`
|ω| ` |ω1|

˘
“

ż

M

|ω| `

ż

M

|ω1|

erfüllt, und für ω mit Träger enthalten im Bild Ox Ă M einer lokalen Parametrisierung
ψx : Wx Ñ Ox durch

ż

M

|ω| “

ż

Wx

ˇ̌
ωψxptq

`
B1ψxptq, . . . , Bmψxptq

˘ˇ̌
dt1 . . . dtm P R (11)

gegeben ist.

Aufgabe 3.16. Beweisen Sie Satz 3.15 mit Hilfe von Aufgabe 3.3.
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Aufgabe 3.17. Eine Orientierung auf einer m-Mannigfaltigkeit M Ă R
n kann immer wie

folgt umgekehrt werden. Sei σ : Rn Ñ R
n die orientierungsumkehrende Spiegelung

σpx1, x2, . . . , xnq :“ p´x1, x2, . . . , xnq.

Für einen orientierten Atlas tϕα : Uα Ñ VαuαPI auf M definieren wir nun einen neuen
Atlas aus den Karten

ϕ1
α :“ σ ˝ ϕα : Uα Ñ V 1

α :“ σpVαq,

(a) Zeigen Sie, dass tϕ1
α : Uα Ñ V 1

αuαPI tatsächlich ein orientierter Atlas ist, aber zu
einer anderen Äquivalenzklasse als tϕα : Uα Ñ VαuαPI gehört.

(b) Für einen gegebenen orientierten Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit ´M die
orientierte Mannigfaltigkeit, die entsteht, wenn man einen orientierten Atlas wie
oben modifiziert. Zeigen Sie: ż

´M
ω “ ´

ż

M

ω.

In der Praxis kommt es eher selten vor, dass man zum Berechnen eines Integrals eine
Zerlegung der Eins explizit wählen muss, und manchmal reicht es sogar, nur eine eizige
Karte zu berücksichtigen. Dies lässt sich mit Hilfe des folgenden Satzes umsetzen.

Satz 3.18. Sei M Ă R
n eine m-dimensionale kompakte orientierte Untermannigfaltigkeit

mit einem endlichen orientierten Atlas tϕi : Ui Ñ Viu
N
i“0

und entsprechenden lokalen

Koordinatensystemen M Ą Oi
xiÝÑ Wi Ă R

m und Parametrisierungen R
m Ą Wi

ψiÝÑ Oi Ă
M , die die folgende Bedingung erfüllen: für die Teilmenge

E :“ MzO0

ist xipE X Oiq Ă Wi Ă R
m für jedes i “ 1, . . . , N eine Lebesgue-Nullmenge in R

m. Dann
ist die stetige Funktion

W0 Ñ R, t ÞÑ ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘

Lebesgue-integrierbar, und es gilt,

ż

M

ω “

ż

W0

ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘
dt1 . . . dtm.

Beweis. Da m
`
xipE X Oiq

˘
“ 0 für i “ 1, . . . , n hat xipE X Oiq offene Umgebungen in

Wi Ă R
m mit beliebig kleinem Lebesgue-Maß (s. [Sal16, Theorem 2.13]). Wir wählen eine

Folge solcher Umgebungen W
j
i Ă Wi mit endlichem Maß für j P N, so dass

8č

j“1

W
j
i “ xipE X Oiq,

was impliziert, limjÑ8mpWj
i q “ 0. Sei Oj

i :“ ψipW
j
i q Ă M ; dann bildet tO0,O

j
1
, . . . ,O

j
Nu

für jedes j P N eine offene Überdeckung vonM , so dass
Ş8
j“1

O
j
i “ EXOi für i “ 1, . . . , N ,

also folgt,

für Oj
0
:“ Mz

Nď

i“1

O
j
i Ă O0 gilt

8ď

j“1

O
j
0

“ O0. (12)
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Die Überdeckung tO0,O
j
1
, . . . ,O

j
Nu kann auch als Schnittmengen von in R

n offenen Men-

gen mit M realisiert werden: sei Vji Ă Vi Ă R
n eine offene Menge mit Vji X pRm ˆ t0uq “

W
j
i ˆt0u, und definiere U ji :“ ϕ´1

i pVji q. Dann gilt Oj
i “ MXU

j
i , also bildet tU0,U

j
1
, . . . ,U

j
Nu

für jedes j P N eine Überdeckung von M durch in R
n offene Mengen.

Sei jetzt tρjiu
N
i“0

eine der Überdeckung tU0,U
j
1
, . . . ,U

j
Nu untergeordnete Zerlegung der Eins.

Die Einschränkung von ρji auf M hat kompakten Träger in O
j
i , also gilt

ρ
j
0

” 1 auf O
j
0
.

Laut Satz 3.15 gilt jetzt

ż

M

|ω| “
Nÿ

i“0

ż

Wi

ρ
j
i

`
ψiptq

˘
¨
ˇ̌
ωψiptq

`
B1ψiptq, . . . , Bmψiptq

˘ˇ̌
dt1 . . . dtm

ě

ż

x0pOj
0

q

ˇ̌
ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘ˇ̌
dt1 . . . dtm

für alle j, und wegen (12) folgt

ż

W0

ˇ̌
ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘ˇ̌
dt1 . . . dtm ď

ż

M

|ω| ă 8. (13)

Jetzt berechnen wir mittels der selben Zerlegung der Eins das Integral von ω:

ż

M

ω “
Nÿ

i“0

ż

Wi

ρ
j
i

`
ψiptq

˘
¨ ωψiptq

`
B1ψiptq, . . . , Bmψiptq

˘
dt1 . . . dtm.

Für i “ 1, . . . , N ist der Träger des Integrands inW
j
i enthalten, und da limjÑ8mpWj

i q “ 0,
verschwinden diese Integrale im Limes j Ñ 8, also folgt

ż

M

ω “ lim
jÑ8

ż

W0

ρ
j
0

`
ψ0ptq

˘
¨ ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘
dt1 . . . dtm

“

ż

W0

ωψ0ptq

`
B1ψ0ptq, . . . , Bmψ0ptq

˘
dt1 . . . dtm,

wobei der Übergang zur letzten Zeile erfolgt wegen (13) und des Lebesgueschen Konver-
genzsatzes, da ρj

0
“ 1 ´

řN
i“1

ρ
j
i auf O0 punktweise gegen 1 konvergiert.

Bemerkung 3.19. Die Voraussetzungen in Satz 3.13 sind etwas strenger als unbedingt nötig
wäre. Das Integral

ş
M
ω kann manchmal auch definiert werden, wenn ω nicht stetig ist

und der Träger von ω nicht kompakt ist, und man kann auch so etwas wie
ş
E
ω für eine

messbare Teilmenge E Ă M definieren, die keine Mannigfaltigkeit ist. Wir werden hier
nicht genau formulieren, was Messbarkeit für eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M
heißt, oder wann eine (möglicherweise unstetige) Differentialform auf M ohne kompakten
Träger als integrierbar zu verstehen ist, aber man braucht keine wesentlich neuen Ideen,
um diese Begriffe im Kontext von Mannigfaltigkeiten zu definieren. In diesem Kapitel der
Vorlesung sind die Schwerpunkte Andere, also erlauben wir strengere Voraussetzungen als
nötig, um maßtheoretische Komplikationen zu vermeiden, damit wir uns auf die neuen
geometrischen Ideen konzentrieren können.
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4 Algebra der Differentialformen

Um mit Differentialformen besser umgehen zu können, brauchen wir jetzt ein paar grund-
legenden Begriffe aus der multilinearen Algebra.

4.1 Das äußere Produkt

Sei V ein m-dimensionaler reeller Vektorraum. Der in §2.3 eingeführte Vektorraum ΛqV ˚

ist ein Unterraum von

bqV ˚ :“

$
&
%T : V ˆ . . . ˆ Vloooooomoooooon

q

Ñ R

ˇ̌
ˇ̌
ˇ T multilinear

,
.
- .

Es gibt eine natürliche lineare Projektion Alt : bqV ˚ Ñ ΛqV ˚ gegeben durch

AltpT qpv1, . . . , vqq :“
1

q!

ÿ

σPSq

p´1q|σ|T pvσp1q, . . . , vσpqqq,

wobei die verschiedenen Symbole die folgenden Bedeutungen haben. Wir bezeichnen mit
Sq die symmetrische Gruppe über q Elementen, d.h. die Gruppe aller Bijektionen
σ : t1, . . . , qu Ñ t1, . . . , qu, auch Permutationen genannt. Eine Permutation σ P Sq kann
immer als Verknüpfung endlich vieler Vertauschungen

p1, . . . , i, . . . , j, . . . , qq ÞÑ p1, . . . , j, . . . , i, . . . , qq

geschrieben werden, und man nennt σ gerade bzw. ungerade, wenn gerade bzw. ungerade
viele Vertauschungen in einer solchen Verknüpfung erscheinen. Dass dieser Begriff wohl
definiert ist, kann aus der folgenden alternativen Charakterisierung hergeleitet werden: sei
σ P GLpq,Rq die Matrix der linearen Abbildung R

q Ñ R
q, die durch

ei ÞÑ eσpiq

für die Standardbasis e1, . . . , eq P R
q bestimmt wird. Die Determinante dieser Matrix ist

immer ˘1, und zwar gilt
Detpσq “ p´1q|σ| P t1,´1u,

wobei

|σ| :“

#
0 wenn σ gerade ist,

1 wenn σ ungerade ist.

Ein Element ω P bqV ˚ gehört zu ΛqV ˚ genau dann, wenn es die Relation

ωpvσp1q, . . . , vσpqqq “ p´1q|σ|ωpv1, . . . , vqq

für alle σ P Sq und v1, . . . , vq P V erfüllt. Da Sq genau q! Elemente hat, ist jetzt leicht
nachzuprüfen, dass AltpT q P ΛqV ˚ für alle T P bqV ˚ und Altpωq “ ω für alle ω P ΛqV ˚.

Für S P bkV ˚ und T P bℓV ˚ definieren wir das Tensorprodukt

S b T P bk`ℓV ˚, pS b T qpv1, . . . , vk, w1, . . . , wℓq :“ Spv1, . . . , vkqT pw1, . . . , wℓq.
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In der Regel ist S b T nicht antisymmetrisch, aber ein antisymmetrisches Produkt von
λ P ΛkV ˚ und ω P ΛℓV ˚ kann jetzt durch

λ^ ω :“
pk ` ℓq!

k!ℓ!
Altpλ b ωq P Λk`ℓV ˚

definiert werden. Dies ist das äußere Produkt (auch Dachprodukt oder Wedge-
Produkt). Die folgende algebraische Aufgabe ist kombinatorisch etwas mühsam, aber
nicht fundamental schwierig.

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass das Dachprodukt ^ die folgenden Eigenschaften hat:

1. α ^ pβ ` γq “ α ^ β ` α^ γ und pα ` βq ^ γ “ α ^ γ ` β ^ γ (Distributivität).

2. α ^ pβ ^ γq “ pα ^ βq ^ γ (Assoziativität).
Insbesondere sind q-fache Produkte λ1 ^ . . . ^ λq auch für q ě 3 ohne Klammern
wohl definiert.

3. Für α P ΛkV ˚ und β P ΛℓV ˚ gilt α^β “ p´1qkℓβ^α (graduierte Kommutativität).
Insbesondere gilt λ^ λ “ 0 für alle λ P ΛqV ˚ mit q ungerade.

4. Für c P Λ0V ˚ “ R und λ P ΛqV ˚ gilt c^ λ “ cλ.

5. Für λ1, . . . , λq P Λ1V ˚ gilt

λ1 ^ . . . ^ λq “
ÿ

σPSq

p´1q|σ|λσp1q b . . . b λσpqq. (14)

Der Spezialfall q “ 2 von (14) ist tatsächlich zum Rechnen geeignet: für α, β P Λ1V ˚ und
v,w P V gilt

pα ^ βqpv,wq “ αpvqβpwq ´ βpvqαpwq. (15)

Das Dachprodukt wird punktweise auch für Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit
M Ă R

n definiert, d.h. für λ P ΩrℓpMq und ω P ΩsℓpMq wird λ^ ω P Ωr`s
ℓ pMq durch

pλ ^ ωqp :“ λp ^ ωp P Λr`sT ˚
pM

definiert. Insbesondere folgt aus Aufgabe 4.1(4) für f P Ω0
ℓpMq und ω P ΩqℓpMq,

f ^ ω “ ω ^ f “ fω,

wobei das Produkt einer Funktion f :M Ñ R mit einer Differentialform ω P ΩqℓpMq immer
als Differentialform fω mit

pfωqp :“ fppqωp P ΛqT ˚
pM

zu verstehen ist.

4.2 Eine Basis von ΛqV ˚

Sei e1, . . . , em P V eine Basis von V . Die Dualbasis davon besteht aus den eindeutigen
Elementen λ1, . . . , λm P V ˚ “ Λ1V ˚, die die Relation

λipeiq “ 1 für alle i und λipejq “ 0 wenn i ‰ j

23



Integration auf Untermannigfaltigkeiten

erfüllen. Aus dieser Basis von V ˚ kann man Elemente von ΛqV ˚ in der Form

λi1 ^ . . . ^ λiq P ΛqV ˚ (16)

für i1, . . . , iq P t1, . . . ,mu bauen. Die graduierte kommutativität von ^ impliziert, dass
dieses Produkt verschwindet, wenn all die i1, . . . , iq nicht verschieden sind, und außerdem
sind zwei solche Produkte bis auf ein Vorzeichen gleich, wenn sie durch Permutation der
i1, . . . , iq miteinander verwandt sind; wir werden also nichts verlieren, wenn wir in (16)
immer i1 ă i2 ă . . . ă iq annehmen.

Proposition 4.2. Für die gegebene Basis e1, . . . , em P V und Dualbasis λ1, . . . , λm P V ˚

kann jedes ω P ΛqV ˚ eindeutig in der Form

ω “
ÿ

i1ă...ăiq

ωi1...iq λi1 ^ . . . ^ λiq

geschrieben werden, wobei die Koeffizienten ωi1...iq P R durch

ωi1...iq “ ωpei1 , . . . , eiqq

gegeben sind.

Beweis. Zwei q-fach multilineare Abbildungen S, T : V ˆ. . .ˆV Ñ R sind genau dann iden-
tisch, wenn Spei1 , . . . , eiq q “ T pei1 , . . . , eiqq für alle i1, . . . , iq P t1, . . . ,mu gilt. (Wenn Sie
das nicht sofort glauben, sollten Sie eine kurze Pause machen und sich davon überzeugen;
es folgt direkt von Multilinearität.) Wenn beide auch antisymmetrisch sind, dann werden
diese Werte verschwinden in Fällen, wo die i1, . . . , iq nicht alle verschieden sind, und wenn
sie verschieden sind, können sie o.B.d.A. permutiert werden, so dass i1 ă . . . ă iq. Es
reicht also nachzuprüfen, dass beide Seiten der Formel ω “

ř
i1ă...ăiq

ωi1...iq λi1 ^ . . .^ λiq
gleiche Werte haben, wenn sie auf beliebige Tupeln ei1 , . . . , eiq mit 1 ď i1 ă . . . ă iq ď m

ausgewertet werden. Das folgt von der Relation (14), die uns in dieser Situation sagt,

pλi1 ^ . . . ^ λiqqpej1 , . . . , ejqq “
ÿ

σPSq

p´1q|σ|λσpi1qpej1q . . . λσpiqqpejqq

“

#
1 falls ik “ jk für alle k “ 1, . . . , q,

0 sonst.

Korollar 4.3. Für dimV “ m und 0 ď q ď m gilt dimΛqV ˚ “
`
m
q

˘
“ m!

q!pm´qq! , und jede

Basis v1, . . . , vm von V bestimmt eine Basis von ΛqV ˚, die aus allen Produkten (16) mit
i1 ă . . . ă iq besteht. Für q ą m ist ΛqV ˚ trivial.

Der wichtigste Fall dimΛmV ˚ “
`
m
m

˘
“ 1 kam schon (ohne Beweis) als Lemma 2.9 vor

und war eine wesentliche Zutat (mittels Korollar 2.10) im Beweis der Koordinatenun-
abhängigkeit der lokalen Formel für

ş
M
ω.

Aufgabe 4.4. Zeigen Sie: für q ď m “ dimV , λ1, . . . , λq P Λ1V ˚ “ V ˚ sind genau dann
linear abhängig, wenn λ1 ^ . . . ^ λq “ 0.
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4.3 Das Differential einer Funktion als 1-Form

SeiM Ă R
n eine m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit und f :M Ñ R eine Funktion

von der Klasse Cℓ, mit 1 ď ℓ ď k. Diese Funktion bestimmt eine 1-Form df P Ω1
ℓ´1

pMq, ihre
sogenannte Differential. Die kürzeste Definition davon basiert auf die Idee der Kettenre-
gel: für p P M undX P TpM wählen wir einen stetig differenzierbaren Weg γ : p´ǫ, ǫq Ñ R

n

mit Bild in M und γp0q “ p, γ1p0q “ X, dann definieren wir pdfqp : TpM Ñ R durch10

pdfqppXq :“ pf ˝ γq1p0q.

Dies ist aus dem folgenden Grund wohl definiert. Sei ϕ : U Ñ V eine Karte um p und sei
fx : W Ñ R die dadurch bestimmte Koordinatendarstellung von f (siehe §2.1), die durch
fxptq “ f ˝ ϕ´1pt, 0q für pt, 0q P W ˆ t0u Ă V Ă R

n gegeben ist. Für ǫ ą 0 hinreichend
klein ist das Bild von γ : p´ǫ, ǫq Ñ R

n in M X U enthalten, und ϕ ˝ γ hat dann die Form

ϕ ˝ γptq “ pβptq, 0q P W ˆ t0u Ă V Ă R
n

für eine C1-Funktion β : p´ǫ, ǫq Ñ W, deren Ableitung in t “ 0 linear von γ1p0q “ X

abhängt. Dann gilt, fpγptqq “ fxpβptqq, und die Ableitung davon in t “ 0 hängt auch
linear von X und sonst nicht von der Wahl von γ ab.

Aufgabe 4.5. Beweisen Sie die folgende Leibnizregel für das Differential: für zwei C1-
Funktionen f, g :M Ñ R gilt

dpfgq “ f dg ` g df.

4.4 Die Koordinatendarstellung einer Differentialform

Für einen Punkt p P O Ă M Ă R
n im Definitionsbereich eines Koordinatensystems

M Ą O
x

ÝÑ W Ă R
m betrachten wir jetzt die einzelnen Koordinaten x1, . . . , xm : O Ñ R,

die als Komponentenfunktionen von x : O Ñ R
m definiert sind. Diese sind reellwertige

Funktionen von der Klasse Ck, sie haben also Differentiale,

dx1, . . . , dxm P Ω1
k´1pOq,

wobei die offene Teilmenge O Ă M selbst als m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R
n betrachtet wird; man kann hier nicht annehmen, dass die 1-Formen dxi überall auf

M wohl definiert sind, denn sie hängen von den lokalen Koordinaten ab. Dazu gibt es die
sogenannten Koordinatenvektorfelder e1, . . . , em auf O, die wie folgt definiert sind:11

für jedes p P O und i P t1, . . . ,mu ist eippq ein Tangentialvektor in TpM , definiert als
die entsprechende partielle Ableitung der von x bestimmten Parametrisierung ψ :“ x´1 :
W Ñ O, d.h.

eippq :“ Biψpxppqq.

Dass dies in TpM liegt, folgt davon, dass Biψpxppqq auch die Ableitung in t “ 0 vom Weg
γptq :“ ψpxppq ` teiq P M , wobei e1, . . . , em die Standardbasis von R

m bezeichnet.

10Man sieht oft auch die Notation dpf anstelle von pdfqp.
11In der Literatur über Differentialgeometrie und z.B. in [AF10] werden die Vektorfelder ei gern mit B

Bxi

bezeichnet. Diese Notation wird durch die nicht ganz triviale Tatsache motiviert, dass es eine kanonische
Bijektion zwischen dem Raum von Vektorfeldern und dem Raum von Differentialoperatoren erster Ordnung
auf Funktionen f : M Ñ R gibt, wobei ei mit der partiellen Ableitung nach der Koordinate xi identifiziert
wird. Diese Korrespondenz ist in der Differentialgeometrie wichtig, aber eine genauere Erklärung würde
an dieser Stelle zu viel Zeit in Anspruch nehmen, deswegen verwenden wir die Notation hier lieber nicht.
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Lemma 4.6. Für jeden Punkt p P O ist e1ppq, . . . , emppq eine Basis von TpM , und ihre
Dualbasis ist pdx1qp, . . . , pdxmqp P Λ1T ˚

pM .

Beweis. Die Vektoren e1ppq, . . . , emppq sind die Bilder der Standardbasis e1, . . . , em P R
m

durch die lineare Abbildung Dψpxppqq : Rm Ñ R
n, die injektiv ist und Bild TpM hat, also

ist e1ppq, . . . , emppq auch eine Basis von TpM . Man muss dann zeigen, dass für 1 ď i, j ď m,

pdxiqp
`
ejppq

˘
“

#
1 falls i “ j,

0 sonst.

Wenn man ejppq als Ableitung in t “ 0 vom γptq “ ψpxppq ` tejq präsentiert, dann folgt
dies sofort.

Mit dieser Basis wenden wir jetzt Proposition 4.2 an und bekommen eine lokale Koordi-
natendarstellung für eine beliebige Differentialform:

Korollar 4.7. Jede q-Form ω von der Klasse Cℓ auf M mit ℓ ď k ´ 1 kann im Definiti-
onsbereich des Koordinatensystems M Ą O

x
ÝÑ W Ă R

m in der Form

ω “
ÿ

i1ă...ăiq

fi1...iq dxi1 ^ . . . ^ dxiq

für eindeutige Cℓ-Funktionen fi1...iq : O Ñ R geschrieben werden. Diese Funktionen sind
durch

fi1...iqppq “ ωp
`
ei1ppq, . . . , eiqppq

˘

gegeben.

Beispiel 4.8. Für eine C1-Funktion f :M Ñ R und ein Koordinatensystem M Ą O
x

ÝÑ
W Ă R

m wird die partielle Ableitung von f nach xi in einem Punkt p P O als die
Richtungsableitung von f in Richtung eippq definiert:

Bifppq :“
Bf

Bxi
ppq :“ pdfqppeippqq.

Dies ist genau die entsprechende partielle Ableitung der Koordinatendarstellung fx : W Ñ
R im Punkt xppq. Auf O impliziert Korollar 4.7 also die Relation

df “
mÿ

i“1

Bf

Bxi
dxi.

Sie werden jetzt etwas Interessantes bemerken, wenn Sie Korollar 4.7 mit unserer Koor-
dinatenformel in §3 für das lokale Integral einer m-Form vergleichen. Eine m-Form ω ist
im Koordinatenbereich O Ă M durch ω “ f dx1 ^ . . .^ dxn für eine eindeutig bestimmte
Funktion f :“ f1...m : O Ñ R gegeben. Laut Korollar 4.7 kann f bzgl. der Parametrisie-
rung ψ :“ x´1 : W Ñ O durch

fpψptqq “ ωψptq

`
B1ψptq, . . . , Bmψptq

˘
für t P W

bestimmt werden; ihre Koordinatendarstellung fx : W Ñ R ist also genau die Funktion,
die in der lokalen Definition von

ş
M
ω integriert werden muss:
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Korollar 4.9. Sei M Ă R
n eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und M Ą

O
x

ÝÑ W Ă R
m ein lokales Koordinatensystem, das von einer orientierten Karte bestimmt

wird. Für eine stetige Funktion f : M Ñ R mit kompaktem Träger in O betrachten wir
f dx1 ^ . . . ^ dxm als m-Form auf M , die außerhalb von O verschwindet, und bezeichnen
mit fx : W Ñ R die Koordinatendarstellung von f bzgl. x. Dann gilt:

ż

M

f dx1 ^ . . . ^ dxm “

ż

W

fxpx1, . . . , xmq dx1 . . . dxm.

Nebenbei bemerkt, wir haben jetzt eine sinnvolle Interpretation für Symbole wie “dx dy”
in Lebesgue-Integralen wie

ş
R2 fpx, yq dx dy gefunden: wenn die Koordinaten x und y als

reellwertige Funktionen auf R2 betrachtet werden, dann sollte “dx dy” eigentlich als die
2-Form dx ^ dy verstanden werden, wir haben nur das Symbol “^” in der Notation weg-
gelassen. Der einzige Makel bei dieser Interpretation ist, dass wir die Reihenfolge von dx
und dy jetzt beachten müssen, denn dx ^ dy “ ´dy ^ dx. Diese Änderung ist aber auch
sinnvoll, wenn man über Orientierungen nachdenkt. Als Mannigfaltigkeit hat R2 eine ka-
nonische Orientierung, mit der die Identitätsabbildung ϕ :“ Id : R2 Ñ R

2 als orientierte
Karte betrachtet wird. In Aufgabe 3.17 haben wir gesehen, dass die Orientierung einer
Mannigfaltigkeit M immer umgekehrt werden kann, und für das resultierende orientierte
Mannigfaltigkeit “´M” gilt

ş
´M ω “ ´

ş
M
ω. Es gilt also,

ż

R2

f dx ^ dy “

ż

´R2

f dy ^ dx,

was richtig scheint, wenn man bedenkt, dass px, yq ÞÑ py, xq ein orientierungsumkehrender
Diffeomorphismus R

2 Ñ R
2 ist, und kann also auch als orientierungserhaltender Diffeo-

morphismus R2 Ñ p´R
2q betrachtet werden!

Aufgabe 4.10. Wir betrachten die 2-MannigfaltigkeitM :“ tpx, yq P R
2 | x ă 0 oder y ‰ 0u

mit kartesischen Koordinaten x, y :M Ñ R und Polarkoordinaten r, θ :M Ñ R, die durch
x “ r cos θ und y “ r sin θ miteinander verwandt sind. (Das Bild von θ : M Ñ R ist
ein offenes Intervall mit Länge 2π; genau welches Intervall ist für diese Aufgabe egal.)
Beweisen Sie die folgende Relation zwischen 2-Formen auf M :

dx^ dy “ r dr ^ dθ.

Bemerkung 4.11. Mit Berechnungen wie in Aufgabe 4.10 kann man die Transformati-
onsformel umgehen und trotzdem Integrale bzgl. verschiedener Koordinatensysteme be-
rechnen. Die Transformationsformel liegt natürlich trotzdem im Hintergrund, denn sie ist
der Hauptgrund, warum das Integral einer Differentialform von keiner Koordinatenwahl
abhängt.

5 Die äußere Ableitung

5.1 Existenz und Eindeutigkeit

Wir haben in §4.3 gesehen, dass das Differential einer Funktion eine 1-Form definiert. Die
äußere Ableitung dω einer q-Form ω ist ebenfalls eine pq`1q-Form, die am besten durch
eine Verallgemeinerung der Leibnizregel in Aufgabe 4.5 charakterisiert werden kann.
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Satz 5.1. Sei M Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit mit k ě 2. Für q ě 0 und 1 ď ℓ ď

k ´ 1 gibt es eindeutige lineare Abbildungen

d : ΩqℓpMq Ñ Ωq`1

ℓ´1
pMq,

so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Für f P Ω0
ℓpMq “ CℓpMq ist df P Ω1

ℓ´1
pMq das Differential von f .

2. Für alle α P ΩrℓpMq und β P ΩsℓpMq gilt

dpα ^ βq “ dα ^ β ` p´1qrα^ dβ.

3. Für alle f P C2pMq gilt dpdfq “ 0.

Des Weiteren hängt pdωqp P Λq`1T ˚
pM für jeden Punkt p P M nur in einer beliebig kleinen

Umgebung um p von ω ab, und im Fall k ě 3 gilt auch12

dpdωq “ 0 für alle ω P Ωq
2
pMq.

Bemerkung 5.2. Die Produktregel in der zweiten Bedingung wird oft als graduierte Leib-
nizregel bezeichnet. Falls Sie das Vorzeichen in dieser Formel beim ersten Blick als störend
empfinden, wäre jetzt vielleicht eine gute Zeit, sich mit dem folgenden allgemeinen Prinzip
von äußerer Algebra anzufreunden: jedes Objekt ist entweder “gerade” oder “ungerade”,
und wenn die Reihenfolge von zwei ungeraden Objekten vertauscht wird, wechselt immer
ein Vorzeichen. Wir haben das beim Dachprodukt schon gesehen: für zwei Differentialfor-
men α und β gilt α^β “ ˘β^α, wobei das Vorzeichen genau dann Minus ist, wenn beide
Formen ungeraden Grad haben. Die Unterscheidung zwischen gerade und ungerade gilt
auch dem Operator d : ΩqpMq Ñ Ωq`1pMq, der als Objekt mit Grad 1 (daher ungerade)
betrachtet wird, weil er den Grad einer Differentialform um 1 erhöht. Das Vorzeichen in
der Leibnizregel kommt also davon, dass die Reihenfolge von d und α vertauscht wird. Es
ist leicht zu sehen, dass die Formel ohne ein solches Vorzeichen nicht immer richtig sein
könnte: z.B. im Fall α P Ω1pMq und β P Ω2pMq gilt α^β “ β^α und dα^β “ β^dα aber
α^dβ “ ´dβ^α, also können dpα^βq “ dα^β`α^dβ und dpβ^αq “ dβ^α`β^dα

nicht gleichzeitig stimmen, denn

dα ^ β ` α ^ dβ ‰ dβ ^ α ` β ^ dα.

Beweis von Satz 5.1. Unter der Annahme der Existenz einer Abbildung d mit den genann-
ten Eigenschaften werden wir zuerst in einem lokalen KoordinatensystemM Ą O

x
ÝÑ W Ă

R
m arbeiten, um eine explizite lokale Formel für dω herzuleiten. Wir schreiben

ω “
ÿ

i1ă...ăiq

fi1...iq dxi1 ^ . . . ^ dxiq P ΩqℓpOq

für Cℓ-Funktionen fi1...iq : O Ñ R. Die Koordinatenfunktionen xj : O Ñ R sind per
Annahme von der Klasse C2, weil k ě 2, also gilt dpdxjq “ 0, und durch induktives
Anwenden der Leibnizregel findet man

d
`
dxi1 ^ . . . ^ dxiq

˘
“ 0.

12Die Beschränkung auf den Fall k ě 3 liegt daran, dass der Raum Ωq

ℓpMq nur für Mannigfaltigkeiten
von der Klasse Cℓ`1 definiert werden kann.
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Es folgt, wieder wegen der Leibnizregel und der Formel für df in Beispiel 4.8,

dω “
ÿ

i1ă...ăiq

dfi1...iq ^ dxi1 ^ . . . ^ dxiq

“
mÿ

j“1

ÿ

i1ă...ăiq

Bfi1...iq
Bxj

dxj ^ dxi1 ^ . . . ^ dxiq ,

(17)

also ist die Eindeutigkeit von d bewiesen. Wenn wir jetzt diese Formel als Definition
von d in der Region O Ă M nehmen, bleibt nur noch zu zeigen, dass die Leibnizregel
und dpdwq “ 0 erfüllt sind; es folgt dann wegen Eindeutigkeit, dass die Definition von
d nicht von der Koordinatenwahl abhängt. Den Beweis der Leibnizregel lassen wir als
Übungsaufgabe. Für dpdωq “ 0 beweisen wir zuerst den Spezialfall dpdfq “ 0 für eine
C2-Funktion f :M Ñ R. Es gilt,

dpdfq “ d

˜
mÿ

i“1

Bf

Bxi
dxi

¸
“

mÿ

j“1

mÿ

i“1

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi,

was verschwindet, weil jeder Term in der Summe von einem entsprechendem Term

B2f

BxiBxj
dxi ^ dxj “ ´

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi

gecancelt wird; hier ist natürlich wichtig, dass BiBjf “ BjBif , weil f von der Klasse C2 ist.
Der allgemeine Fall von dpdωq “ 0 folgt jetzt mittels Leibnizregel von diesem Spezialfall.

5.2 Das Poincaré-Lemma

In Analysis II haben wir gesehen, dass jede stetige Funktion auf einem Intervall eine
Stammfunktion von der Klasse C1 hat. In der Sprache der Differentialformen heißt das:
jede stetige 1-Form λ P Ω1

0pMq auf der 1-Mannigfaltigkeit M :“ pa, bq Ă R ist das Dif-
ferential einer C1-Funktion f P C1pMq “ Ω0

1pMq. Um das zu sehen, betrachtet man die
Identitätsabbildung pa, bq Ñ pa, bq Ă R als Koordinatensystem x : M Ñ R und schreibt
λ “ g dx für eine stetige Funktion g : pa, bq Ñ R; dann kann f : pa, bq Ñ R durch

fptq :“

ż t

t0

gpsq ds

für einen beliebig gewählten Punkt t0 P pa, bq definiert werden, und es folgt,

df “
df

dx
dx “ g dx “ λ.

Ist eigentlich jede 1-Form auf einer Mannigfaltigkeit M das Differential einer Funktion?
Im Fall dimM ě 2 sehen wir von Satz 5.1, dass das nicht immer so sein kann: wenn λ “ df

für f P C2pMq, dann folgt dλ “ dpdfq “ 0.

Definition 5.3. Eine Differentialform ω P Ωq
1
pMq ist geschlossen, falls dω “ 0, und

ω P Ωq
0
pMq ist exakt, falls ω “ dλ für ein λ P Ωq´1

1
pMq.
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Mit dieser Terminologie ist eine 1-Form λ genau dann exakt, wenn sie Differential einer
Funktion ist. Wenn wir nur stetig differenzierbare Differentialformen betrachten, dann
folgt aus Satz 5.1, dass nur geschlossene Differentialformen exakt sein können, also kann
λ P Ω1

1pMq insb. kein Differential sein, wenn dλ ‰ 0. Im Fall M “ pa, bq war dies kein
Thema, denn dλ “ 0 ist automatisch für eine 1-Form auf einer 1-Mannigfaltigkeit: es
gibt nämlich keine nichttrivialen 2-Formen auf M , denn laut Korollar 4.3 ist Λ2T ˚

pM ein
trivialier Vektorraum, wenn dimTpM “ dimM “ 1. Aber im Fall dimM ě 2 kann man
sehr leicht Beispiele von nichtgeschlossenen 1-Formen finden:

Beispiel 5.4. Wir betrachten die kartesischen Koordinaten x, y : R2 Ñ R auf R2 und eine
durch C1-Funktionen f, g : R2 Ñ R bestimmte 1-Form λ :“ f dx` g dy. Es gilt:

dλ “ df ^ dx` dg ^ dy “ pBxf dx ` Byf dyq ^ dx` pBxg dx ` Byg dyq ^ dy

“ Byf dy ^ dx` Bxg dx^ dy “ pBxg ´ Byfq dx^ dy,

also λ ist geschlossen genau dann, wenn Bxg “ Byf .

Aufgabe 5.4 zeigt, dass z.B. die 1-Form λ :“ x dy auf R2 nicht Differential einer Funktion
sein kann, denn dλ “ dx^dy ‰ 0. Die Bedingung Bxg “ Byf in diesem Kontext hat mit der
Kommutativität der partiellen Ableitungen Bx und By zu tun: falls λ “ f dx ` g dy “ dh

für eine C2-Funktion h : R2 Ñ R, dann bedeutet das f “ Bxh und g “ Byh, also folgt
Bxg “ BxByh “ ByBxh “ Byf . Wir werden unten sehen, dass die Bedingung Bxg “ Byf auch
hinreichend ist: jede 1-Form λ “ f dx ` g dy auf R2, die diese Bedingung erfüllt, ist ein
Differential.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die notwendige Bedingung dλ “ 0 für ein Differential
auch nicht immer hinreichend ist.

Beispiel 5.5. Wir betrachten die Mannigfaltigkeit M :“ R
2zt0u mit der glatten 1-Form

λ :“ ´
y

x2 ` y2
dx`

x

x2 ` y2
dy,

die

dλ “

ˆ
B

Bx

x

x2 ` y2
`

B

By

y

x2 ` y2

˙
dx ^ dy “ 0

erfüllt. Die Bedeutung dieser 1-Form ist viel leichter in Polarkoordinaten zu verstehen:
wir definieren ℓ` :“ p0,8q ˆ t0u Ă M und ℓ´ :“ p´8, 0q ˆ t0u Ă M , und betrachten auf
U˘ :“ Mzℓ˘ die Koordinatensysteme

M Ą U`
pr,θ`q
ÝÑ p0,8q ˆ p0, 2πq Ă R

2, M Ą U´
pr,θ´q
ÝÑ p0,8q ˆ p´π, πq Ă R

2,

die eindeutig durch x “ r cos θ˘ und y “ r sin θ˘ bestimmt werden. Auf U˘ können wir
jetzt x und y als Funktionen der Koordinaten pr, θ˘q betrachten, und es folgt

dx “ r dpcos θ˘q ` pcos θ˘q dr “ ´rpsin θ˘q dθ˘ ` pcos θ˘q dr

dy “ r dpsin θ˘q ` psin θ˘q dr “ rpcos θ˘q dθ˘ ` psin θ˘q dr,

und daher,

λ “ ´
r sin θ˘

r2
r´rpsin θ˘q dθ˘ ` pcos θ˘q drs`

r cos θ˘

r2
rrpcos θ˘q dθ˘ ` psin θ˘q drs “ dθ˘.

Aus diesem Grund wird λ oft als “λ “ dθ” geschrieben, aber diese Schreibweise täuscht,
denn obwohl die Einschränkungen von λ auf die offenen Teilmengen U˘ Ă M tatsächlich

30



Integration auf Untermannigfaltigkeiten

durch Differential der Funktionen θ˘ : U˘ Ñ R gegeben sind, existiert doch keine C1-
Funktion f auf ganz M mit df “ λ. Wenn es so eine Funktion f : M Ñ R geben würde,
dann hätte f überall auf U` die gleiche Ableitung wie θ`, und da U` zusammenhängend
ist, könnten wir dann eine Konstante mit f addieren und ohne Beschränkung der All-
gemeinheit f |U`

“ θ` annehmen. Aber f müsste auch auf ℓ` wohl definiert und stetig
sein, und θ` kann bestimmt nicht von U` “ Mzℓ` auf M als stetige Funktion fortgesetzt
werden, denn z.B.

lim
tÑ0`

θ`pcos t, sin tq “ 0 ‰ 2π “ lim
tÑ0´

θ`pcos t, sin tq.

Das Phänomen in Beispiel 5.5 ist topologisch: die Existenz einer geschlossenen aber nicht
exakten 1-Form auf R2zt0u hat damit zu tun, dass R

2zt0u ein “Loch” hat. In der alge-
braischen Topologie kann man die Existenz solcher Löcher in einer Mannigfaltigkeit durch
algebraische Invarianten messen, z.B. die De Rham Kohomologie, die als Quotient des
Raumes von geschlossenen Differentialformen durch den Raum von exakten Differential-
formen definiert wird. Da dies keine Vorlesung über Topologie ist, werden wir hier nicht
weiter auf solche Themen eingehen, insb. werden wir nicht versuchen, allgemeine Bedin-
gungen für die Exaktheit einer geschlossenen Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit
zu formulieren. Durch Analysis kann das Problem aber rein lokal gelöst werden:

Satz 5.6 (Poincaré-Lemma). Sei M Ă R
n eine Ck-Untermannigfaltigkeit mit k ě 2, und

sei ω P ΩqℓpMq eine geschlossene q-Form von der Klasse Cℓ, mit 1 ď ℓ ď k´ 1 und q ě 1.
Dann gibt es für jeden Punkt p P M eine Umgebung U Ă M von p und eine pq ´ 1q-Form
λ P Ωq´1

ℓ pUq mit dλ “ ω auf U .

Weil die Aussage des Poincaré-Lemmas lokal ist und Koordinaten auf hinreichend kleinen
Umgebungen immer gewählt werden können, wird es reichen, wenn wir das Lemma für
den Spezialfall

M :“ Qm :“ pa1, b1q ˆ . . . ˆ pam, bmq Ă R
m

beweisen. Wir werden tatsächlich zeigen, dass jede geschlossene q-Form auf Qm für q ě 1
exakt ist. Im Fall m “ 1 ist das Problem schon gelöst, denn für jede 1-Form λ auf pa1, b1q
findet man durch Integration eine Funktion f mit df “ λ, und q-Formen auf pa1, b1q
mit q ě 2 sind sowieso trivial. Wir gehen also induktiv vor, indem wir eine Konstante
t0 P pa1, b1q wählen und annehmen, das Problem sei auf

Qm´1 :“
 

px1, . . . , xmq P Qm
ˇ̌
x1 “ t0

(
– pa2, b2q ˆ . . . ˆ pam, bmq

schon gelöst. Im Folgenden benutzen wir die kartesischen Koordinaten px1, . . . , xmq :
Qm Ñ R

m und px2, . . . , xmq : Qm´1 Ñ R
m´1 als Koordinatensysteme auf Qm bzw. Qm´1,

und wir schreiben auch

x “ px1, . . . , xmq “: px1, pxq P R ˆ R
m´1 “ R

m,

so dass Funktionen f : Qm´1 Ñ R als Funktionen der Variablen px “ px2, . . . , xmq betrach-
tet werden. Die Tangentialräume TxQm sind alle R

m, also können q-Formen ω P ΩqℓpQmq
von der Klasse Cℓ genauso gut als Cℓ-Funktionen auf Qm mit Werten im Vektorraum
ΛqpRmq˚ betrachtet werden. Gleichfalls sind alle Tangentialräume von Qm´1 der feste
Unterraum t0u ˆ R

m´1 Ă R
m, also gibt es eine natürliche lineare Abbildung

Π : ΩqℓpQmq Ñ ΩqℓpQm´1q, pΠωqpxpX1, . . . ,Xqq :“ ωpt0,pxqpX1, . . . ,Xqq.
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Aufgabe 5.7. Beweisen Sie: für alle ω P Ωq
1
pQmq gilt Πpdωq “ dpΠωq.

Um die allgemeine Konstruktion ein bisschen zu motivieren, betrachten wir zuerst den
Spezialfall q “ 1: gegeben ist also eine geschlossene 1-Form ω P Ω1

ℓpQmq, und wir suchen
nach einer Funktion f P CℓpQmq mit df “ ω. Laut Aufgabe 5.7 ist Πω P ΩqℓpQm´1q auch
geschlossen, also liefert die Induktionsvoraussetzung eine Cℓ-Funktion f0 : Qm´1 Ñ R mit
df0 “ Πω. Wenn eine Cℓ-Funktion f : Qm Ñ R mit df “ ω und f |Qm´1

“ f0 existiert,
dann ist sie jetzt eindeutig bestimmt, denn für alle x P Qm gilt

B1fpxq “ pdfqxpe1q “ ωxpe1q ñ fpxq “ f0ppxq `

ż x1
t0

ωpt,pxqpe1q dt,

wobei e1, . . . , em wie immer die Standardbasis von R
m bezeichnet. Aus der Voraussetzung

dω “ 0 kann jetzt df “ ω bewiesen werden.

Eine analoge Konstruktion für q-Formen mit q ą 1 findet man mit Hilfe der folgenden
algebraischen Struktur.

Definition 5.8. Sei ω eine q-Form aufM undX ein Vektorfeld, d.h.X ist eine Zuordnung,
welche in jedem Punkt p P M einen Tangentialvektor Xppq P TpM auszeichnet. Das innere
Produkt von X mit ω ist die pq ´ 1q-Form ιXω gegeben durch

pιXωqppY1, . . . , Yq´1q :“ ωppXppq, Y1, . . . , Yq´1q.

Sei ω P ΩqℓpQmq, also hat ω eine Koordinatendarstellung

ω “
ÿ

1ăi2ă...ăiq

gi2...iq dx1 ^ dxi2 ^ . . . ^ dxiq `
ÿ

1ăi1...ăiq

hi1...iq dxi1 ^ . . . ^ dxiq (18)

mit Cℓ-Funktionen gi2...iq , hi1...iq : Qm Ñ R. Da TxQm “ R
m für jedes x P Qm, können

wir den Basisvektor e1 auch als (konstantes) Vektorfeld auf Qm betrachten.

Lemma 5.9. Jedes ω P ΩqℓpQmq erfüllt

ω “ dx1 ^ ιe1ω ` β

für ein β P ΩqℓpQmq mit ιe1β “ 0.

Beweis. Dies sieht man aus der Koordinatendarstellung (18), denn wegen Aufgabe 4.1(5)
folgt

ιe1
`
gi2...iq dx1 ^ dxi2 ^ . . . ^ dxiq

˘
“ gi2...iq dxi2 ^ . . . ^ dxiq

und für 1 ă i1 ă . . . ă iq,

ιe1
`
hi1...iq dxi1 ^ . . . ^ dxiq

˘
“ 0.

Jetzt nehmen wir an, ω sei geschlossen, und auf Qm´1 Ă Qm wurde eine pq ´ 1q-Form
λ0 P Ωq´1

ℓ pQm´1q mit dλ0 “ Πω schon gefunden. Wir könnten λ0 auch als pq ´ 1q-Form
auf Qm betrachten, mit einer Koordinatendarstellung, in der alle Funktionen unabhängig
von x1 sind und dx1 nie erscheint; Letzteres ist äquivalent zur Bedingung ιe1λ0 “ 0.
Suchen wir jetzt nach einer pq ´ 1q-Form λ auf Qm, die ιe1λ “ 0 und dλ “ ω erfüllt und
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in Qm´1 Ă Qm mit λ0 übereinstimmt. Die Bedingung ιe1λ “ 0 bedeutet, dass λ eine
Koordinatendarstellung der Form

λ “
ÿ

1ăi1ă...ăiq´1

fi1...iq´1
dxi1 ^ . . . ^ dxiq

mit Funktionen fi1...iq : Qm Ñ R hat, und es folgt,

ω “ dλ “
ÿ

1ăi1ă...ăiq´1

B1fi1...iq´1
dx1 ^ dxi1 ^ . . . ^ dxiq ` β

für eine q-Form β mit ιe1β “ 0. Die Ableitungen B1fi1...iq´1
werden also durch die pq´ 1q-

Form ιe1ω eindeutig bestimmt, und es folgt,

λx “ pλ0qpx `

ż x1
t0

pιe1ωqpt,pxq dt P Λq´1pRmq˚,

wobei das Integral nicht als Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit son-
dern als Integral einer Funktion auf einem Intervall mit Werten im Vektorraum Λq´1pRmq˚

zu verstehen ist.

Soweit die Motivation; wir müssen jetzt beweisen, dass diese Idee tatsächlich Lösungen λ
zur Gleichung dλ “ ω liefert. Für den Beweis wird es hilfreich sein, auch nichtgeschlossene
q-Formen ω betrachten zu dürfen. Im Fall m “ 1 ist das egal, denn alle q-Formen auf Q1

mit q ě 1 sind geschlossen, also definieren wir lineare Abbildungen

P
q
1
: ΩqℓpQ1q Ñ Ωq´1

ℓ pQ1q, pP 1
1 ωqpxq :“

ż x

t0

pιe1ωqt dt,

wobei P q
1
für q ě 2 natürlich trivial ist. Die Funktion f :“ P 1

1
ω ist dann eigentlich von

der Klasse Cℓ`1 und erfüllt df “ ω. Für m ě 2 definieren wir dann induktiv,

P qm : ΩqℓpQmq Ñ Ωq´1

ℓ pQmq, pP qmωqx :“ pP qm´1
Πωqpx `

ż x1
t0

pιe1ωqpt,pxq dt.

Satz 5.6 ist nun eine direkte Konsequenz des folgenden Resultats:

Lemma 5.10. Für alle m, q, ℓ ě 1 und ω P ΩqℓpQmq gilt pdP qm ` P
q`1
m dqω “ ω.13

Beweis. Für m “ 1 ist die Aussage nur bei q “ 1 nichttrivial, und da dω “ 0 automatisch
in diesem Fall, folgt es von dP 1

1 ω “ ω. Fürm ě 2 nehmen wir jetzt induktiv an, die Aussage
sei für P qm´1

mit allen q ě 1 schon bewiesen. Weil dP qm ` P
q`1
m d : ΩqℓpQmq Ñ Ωqℓ´1

pQmq
eine lineare Abbildung ist, reicht es, wenn wir nur alle Spezialfälle der Form

ω “ g dxi1 ^ . . . ^ dxiq , für 1 ď i1 ă . . . ă iq ď m und g P CℓpQmq

betrachten. Dabei gibt es zwei qualitativ verschiedene Fälle zu unterscheiden:

Fall 1: i1 “ 1.
Wir schreiben dxα :“ dxi2 ^ . . .^ dxiq , also ω “ g dx1 ^ dxα und ιe1ω “ g dxα. In diesem
Fall ist Πω trivial, denn dx1 ist 0 auf jeden Vektor in TpxQm´1 “ t0u ˆ R

m´1 Ă R
m. Es

folgt,

pP qmωqx “

ˆż x1
t0

gpt, pxq dt

˙
dxα,

13In der Vorlesung wurde der Beweis deises Lemmas aus Zeitgründen weggelassen.
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und daher

pdP qmωqx “ gpxq dx1 ^ dxα `
mÿ

j“2

ˆż x1
t0

Bjgpt, pxq dt

˙
dxj ^ dxα. (19)

Andererseits gilt dω “ dg ^ dx1 ^ dxα “
řm
j“2

Bjg dxj ^ dx1 ^ dxα “ ´
řm
j“2

Bjg dx1 ^
dxj ^ dxα, also Πpdωq “ 0 und ιe1dω “ ´

řm
j“2

Bjg dxj ^ dxα, und daher

pP q`1
m dωqx “ ´

mÿ

j“2

ˆż x1
t0

Bjgpt, pxq dt

˙
dxj ^ dxα. (20)

Die Summe von (19) und (20) ist g dx1 ^ dxα “ ω.

Fall 2: i1 ě 2.
Wir schreiben dxα :“ dxi1 ^ . . . ^ dxiq , also ω “ g dxα, und jetzt gilt ιe1ω “ 0 aber
Πω “ pg|Qm´1

q dxα. Es folgt, pP qmωqx “ pP qm´1
Πωqpx, und da diese pq ´ 1q-Form auf Qm

unabhängig von x1 ist und keinen Term mit dx1 hat,

pdP qmωqx “ pdP qm´1
Πωqpx. (21)

Andererseits gilt dω “ dg^dxα “ B1g dx1^dxα`
řm
j“2

Bjg dxj^dxα, also ιe1dω “ B1g dx
α

und (nach Aufgabe 5.7) Πpdωq “ dpΠωq, und daher

pP q`1
m dωqx “ pP q`1

m´1
dΠωqpx `

ˆż x1
t0

B1gpt, pxq dt

˙
dxα. (22)

Laut Induktionsvoraussetzung ist die Summe von (21) und (22),

pdP qmω ` P q`1
m dωqx “ pΠωqpx `

ˆż x1
t0

B1gpt, pxq dt

˙
dxα “

ˆ
gpt0, pxq `

ż x1
t0

B1gpt, pxq dt

˙
dxα

“ gpxq dxα “ ωx.

6 Der Satz von Stokes

6.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Die Mannigfaltigkeiten, die wir bisher in dieser Vorlesung betrachtet haben, waren alle
“ohne Rand”. Das gilt sogar Beispielen wie dem offenen Halbraum

H̊
n :“

 
px1, . . . , xnq P R

n
ˇ̌
x1 ă 0

(
,

der als offene Teilmenge von R
n automatisch auch eine (n-dimensionale) Untermannigfal-

tigkeit davon ist (s. Beispiel 1.13). Der offene Halbraum ist das Innere des abgeschlossenen
Halbraums14

H
n :“

 
px1, . . . , xnq P R

n
ˇ̌
x1 ď 0

(
,

14Man findet in verschiedenen Quellen leicht verschiedene Definitionen vom Halbraum H
n Ă R

n, z.B. oft
als txn ě 0u oder tx1 ě 0u statt tx1 ď 0u. Für die wichtige Definition des Begriffes “Mannigfaltigkeit mit
Rand” ist es egal, welche Variante man nimmt, aber unsere Version der Definition wird besonders für die
Diskussion von Orientierungen gut geeignet sein.
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und H
n ist ebenfalls der Abschluss von H̊

n; als Teilmengen des metrischen Raumes R
n

haben beide also den selben Rand (s. [Bau12, Definition 2.6])

BHn “ BH̊n :“ H
nzH̊n “

 
px1, . . . , xnq P R

n
ˇ̌
x1 “ 0

(
.

Im Kontext von Mannigfaltigkeiten wird aber das Wort “Rand” ein bisschen anders als
bei metrischen Räumen definiert: der Rand BM einer Mannigfaltigkeit M soll in der Dif-
ferentialgeometrie immer eine Teilmenge von M sein, und weil BHn disjunkt von H̊

n ist,
sagt man also, dass H̊

n keinen Rand hat.15 Bei Hn sieht das anders aus, aber H
n erfüllt

unsere bisherige Definition vom Begriff Untermannigfaltigkeit nicht; insb. haben Punkte
p P BHn Ă H

n keine Umgebungen, die Karten mit den in Definition 1.7 beschriebenen
Eigenschaften zulassen. Um dieses Beispiel betrachten zu können, muss unsere Definition
von Untermannigfaltigkeit jetzt verallgemeinert werden.

Definition 6.1. Es seien n ě m ě 0 ganze Zahlen und k P N Y t8u. Eine Teilmenge
M Ă R

n heißt eine m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit von R
n mit Rand

(oder kurz: Mannigfaltigkeit mit Rand), falls es zu jedem Punkt p P M eine Umgebung
U Ă R

n von p und einen Ck-Diffeomorphismus ϕ : U Ñ V nach einer offenen Teilmenge
V Ă R

n gibt, so dass
M X U “ ϕ´1pHm ˆ t0uq.

Der Ck-Diffeomorphismus ϕ : U Ñ V wird weiterhin eine Karte um p genannt. Der Rand
von M ist die Teilmenge

BM :“
 
p P M

ˇ̌
p P ϕ´1pBHm ˆ t0uq für eine Karte ϕ um p

(
.

Bemerkung 6.2. In der obigen Definition darf es für eine gegebene Karte ϕ : U Ñ V sein,
dass das Bild von ϕ nur das Innere H̊mˆt0u und nie den Rand BHmˆt0u berührt; das wird
nämlich so sein, wenn die Umgebung U keine Punkte im Rand BM enthält. Jede Unterman-
nigfaltigkeit ohne Rand (also nach unserer bisherigen Definition) kann von Karten dieser
Art überdeckt werden, denn für eine gegebene Karte ϕ : U Ñ V mit UXM “ ϕ´1pRmˆt0uq
und einen Punkt p P U kann man immer eine kleinere Umgebung U 1 Ă U von p finden
und das Bild von ϕ|U 1 mit einer Translation in R

n schieben, damit ϕpU 1 XMq nach dieser
Translation in H̊

m ˆ t0u liegt. Aus diesem Grund erfüllt jede Mannigfaltigkeit nach der
bisherigen Definition auch die neue Definition: die bisher betrachteten Mannigfaltigkeiten
M waren genau die, die BM “ H erfüllen.

Sowie bei unserer früheren Definition bestimmt jede Karte ϕ : U Ñ V auf einer Mannig-
faltigkeit M mit Rand ein Koordinatensystem M Ą U X M “: O

x
ÝÑ W Ă H

m, wobei
das Bild xpOq “ W jetzt eine offene Teilmenge vom Halbraum H

m ist, und deswegen
nicht unbedingt offen in R

n, z.B. Punkte t P W X BHn haben keine in R
n offenen Um-

gebungen, die auch in W enthalten sind. Ebenfalls bestimmen zwei Koordinatensysteme
M Ą Ox

x
ÝÑ Wx Ă H

m und M Ą Oy
y

ÝÑ Wy Ă H
m genau wie bei Definition 2.2 einen

Kartenübergang

H
m Ą xpOx X Oyq

y˝x´1

ÝÑ ypOx X Oyq Ă H
m,

und man kann wie in Proposition 2.3 zeigen, dass Kartenübergänge immer von der Klasse
Ck sind. Da xpOx X Oyq und ypOx X Oyq offene Teilmenge von H

m aber nicht unbe-
dingt offen in R

m sind, gibt es bei dieser Aussage noch etwas Erklärungsbedarf. Für eine

15Die unterschiedliche Terminologie liegt zum Teil daran, dass abstrakte Mannigfaltigkeiten in der Regel
nicht als Teilmengen eines größeren metrischen Raumes wie Rn präsentiert werden, sondern metrische (oder
besser: topologische) Räume an sich sind.
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beliebige Teilmenge E Ă R
m sagt man, eine Funktion f : E Ñ R

q sei von der Klasse
Ck, falls f sich als Funktion von der Klasse Ck auf eine offene Umgebung von E Ă R

m

fortsetzen lässt, und analog ist eine Abbildung f : E Ñ F zwischen zwei beliebigen Teil-
mengen E,F Ă R

m ein Ck-Diffeomorphismus, falls sie sich als Ck-Diffeomorphismus
zwischen offenen Umgebungen von E und F fortsetzen lässt. Wenn Sie den Beweis von
Proposition 2.3 nochmal anschauen, werden Sie sehen, dass die Kartenübergänge für eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand genau diese Bedingung erfüllen.

Lemma 6.3. Es seien U ,V Ă H
m offene Teilmengen von H

m mit m ě 2 und ψ : U Ñ V

ein Ck-Diffeomorphismus mit k ě 1. Dann gilt: ψpUXBHmq “ VXBHm, die eingeschränkte
Abbildung

U X BHm ψ
ÝÑ V X BHm (23)

ist auch ein Ck-Diffeomorphismus (zwischen offenen Teilmengen des Vektorraums BHm –
R
m´1), und er ist orientierungserhaltend genau dann, wenn ψ auf einer Umgebung von

U X BHm Ă U orientierungserhaltend ist.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt x P U X BHm mit ψpxq P V X H̊
m. Dann folgt

vom Umkehrsatz, dass ψ´1 eine Umgebung von ψpxq surjektiv auf eine in R
m offene Um-

gebung von x abbildet, was unmöglich ist, weil keine in R
m offene Umgebung von x in

H
m enthalten ist. Dies beweist ψpU X BHmq Ă V X BHm, und das gleiche Argument für

die Umkehrabbildung beweist ψ´1pV X BHmq Ă U X BHm, also definiert ψ eine Bijetion
U X BHm Ñ V X BHm. Als Einschränkung einer auf einer in R

m offenen Umgebung von
UXBHm definierten Ck-Abbildung ist diese Bijektion auch von der Klasse Ck, und die Um-
kehrabbildung gleichfalls, also ist die eingeschränkte Abbildung ein Ck-Diffeomorphismus.

Jetzt betrachten wir die Determinante der Jacobimatrix in einem Punkt x “ p0, pxq P
UXBHm Ă RˆR

n´1. Da ψ die Teilmenge tx1 “ 0u in sich selbst abbildet, sind die partiellen
Ableitungen nach xj für j “ 2, . . . ,m alle in t0u ˆ R

m´1, also hat diese Jacobimatrix die
Form

Dψp0, pxq “

ˆ
a 0
v B

˙
,

wobei a P R und B P R
pm´1qˆpm´1q die Jacobimatrix der eingeschränkten Abbildung (23)

im Punkt px ist. Es folgt, DetDψp0, pxq “ a ¨ DetB. Diese Determinante darf nicht 0 sein,
denn ψ ist ein Diffeomorphismus, also folgt a ‰ 0. Falls a ă 0, dann hat der Vektor
B1ψp0, pxq “ Btψpt, pxq|t“0

P R
m eine negative x1-Koordinate, aber dies ist nicht möglich,

weil ψpt, pxq P H
m für t ď 0. Daher gilt a ą 0, also haben DetDψp0, pxq und DetB das

gleiche Vorzeichen.

Lemma 6.4. Wenn p P BM , dann gilt ϕppq P BHmˆ t0u für alle Karten ϕ : U Ñ V um p.

Beweis. Sonst gibt es zwei Koordinatensystem M Ą Ox
x

Ñ Wx Ă H
m und M Ą Oy

y
Ñ

Wy Ă H
m um p mit xppq P BHm aber yppq P H̊

m, also bildet der Kartenübergang y ˝ x´1

einen Punkt in BHm nach einem Punkt in H̊
m, was Lemma 6.3 widerspricht.

Proposition 6.5. Für eine m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n mit Rand

ist der Rand BM Ă R
n eine pm ´ 1q-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit ohne Rand,

d.h. BpBMq “ H.

Beweis. Sei p P BM und ϕ : U Ñ V eine Karte um p. Nach Lemma 6.4 ist ein Punkt
p1 P U genau dann in BM , wenn ϕpp1q P BHm ˆ t0u. Wir definieren σ : Rn Ñ R

n durch
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σpx1, x2, . . . , xnq :“ px2, . . . , xn, x1q, dann ist ϕB :“ σ ˝ ϕ : U Ñ VB :“ σpVq ein Ck-
Diffeomorphismus mit der Eigenschaft, dass UXBM “ ϕ´1

B pRm´1ˆt0uq für den Unterraum
R
m´1 ˆ t0u Ă R

m´1 ˆ R
n´m`1 “ R

n.

Aufgabe 6.6. Sei Ω Ă R
n der Abschluss einer in R

n offenen Menge Ω̊ mit der Eigenschaft,
dass der (im Sinne von metrischen Räumen) Rand ΩzΩ̊ Ă R

n eine pn ´ 1q-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie, dass Ω Ă R

n dann eine n-dimensionale Ck-
Untermannigfaltigkeit mit Rand BΩ “ ΩzΩ̊ ist.
Hinweis: Für Punkte p im Inneren von Ω reicht die Identitätsabbildung auf einer kleinen
Umgebung als Karte um p. Für p P BΩ kann man durch die gleiche Idee wie in Propositi-
on 6.5 aus einer Karte für BΩ um p eine passende Karte für Ω um p bauen.

Der bisherige Definition der Tangentialräume TpM Ă R
n muss für den Fall p P BM auch

leicht modifiziert werden.

Definition 6.7. Für M Ă R
n eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und p P M definieren

wir den Tangentialraum

TpM :“
 
X P R

n
ˇ̌
X “ γ1p0q für ein ǫ ą 0 und eine stetig differenzierbare Funktion

γ : p´ǫ, ǫq Ñ R
n mit γp0q “ p und γpr0, ǫqq Ă M oder γpp´ǫ, 0sq Ă M

(
.

Der Sinn dieser Definition ist, dass ein Weg γ : p´ǫ, ǫq Ñ R
n mit γp0q “ p P BM durch

den Rand aus M entkommen oder von außen in M einfahren könnte, und wir möchten
Geschwindigkeitsvektoren solcher Wege auch im Tangentialraum mit einschließen.

Aufgabe 6.8. Zeigen Sie, dass für eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M Ă R
n mit

Rand, TpM Ă R
n immer ein m-dimensionaler linearer Unterraum ist, und für einen Rand-

punkt p P BM ist TppBMq immer ein linearer Unterraum von TpM .

6.2 Orientierungen

Für eine Mannigfaltigkeit M von Dimension m ě 2 mit Rand ist die Definition des Begriffs
Orientierung genau wie bei Mannigfaltigkeiten ohne Rand: wichtig ist nur, dass man für
Kartenübergänge zwischen offenen Teilmengen in H

m zwischen orientierungserhaltenden
und orientierungsumkehrenden Diffeomorphismen unterscheiden kann. Wir wollen jetzt
zeigen, dass eine Orientierung auf M auch eine natürliche Orientierung auf BM induziert.
Dies wird durch die folgende sofortige Konsequenz von Lemma 6.3 ermöglicht:

Lemma 6.9. Sei M Ă R
n eine Untermannigfaltigkeit mit Rand, mit Dimension m ě 2,

und sei tϕα : Uα Ñ VαuαPI ein orientierter Atlas auf M . Sei tψβ : U 1
β Ñ V 1

βuβPJ ein Atlas
auf BM , der dadurch gebaut wird, dass man aus jeder Karte ϕα mit Uα X BM ‰ H eine
entsprechende Karte für BM so wie im Beweis von Proposition 6.5 definiert. Dann ist der
Atlas tψβ : U 1

β Ñ V 1
βuβPJ für BM auch orientiert.

Für eine orientierte Untermannigfaltigkeit M Ă R
n von Dimension m ě 2 definieren wir

nun die Randorientierung von BM , indem wir einen orientierten Atlas für M wählen
und durch Lemma 6.9 daraus einen orientierten Atlas für BM bauen.

Im Fall m “ 1 gibt es ein paar Besonderheiten. Der Rand BH1 ist jetzt ein einzelner
Punkt, und das Analogon von Lemma 6.3 für diesen Fall ist die Aussage, dass für zwei
offene Teilmengen U ,V Ă H

1, ein Ck-Diffeomorphismus ψ : U Ñ V den Punkt BH1 nach
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sich selbst abbilden muss, und in einer Umgebung dieses Punktes muss ψ immer orien-
tierungserhaltend sein. Es ist nämlich klar, dass es z.B. keinen orientierungsumkehrenden
Diffeomorphismus ψ : p´1, 0s Ñ p´1, 0s mit ψp0q “ 0 gibt. Aber dies stellt für uns ein
kleines Problem dar, denn z.B. das Intervall r0, 1s ist freilich eine 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit Rand, aber nach der aktuellen Definition kann kein Atlas für r0, 1s orientiert
sein. Die Lösung ist, dass wir etwas mehr Freiheit in der Gestalt einer Karte erlauben. Im
Folgenden schreiben wir

H
1
` :“ r0,8q Ă R, H

1
´ :“ H

1 “ p´8, 0s Ă R.

Definition 6.10. Eine (positive/negative) Randkarte für eine 1-dimensionale Ck-
UntermannigfaltigkeitM Ă R

n mit Rand ist ein Ck-Diffeomorphismus ϕ : U Ñ V zwischen
offenen Teilmengen U ,V Ă R

n, so dass U X M “ ϕ´1pH1
´ ˆ t0uq im positiven Fall und

U XM “ ϕ´1pH1
` ˆ t0uq im negativen Fall.16 Ein orientierter Atlas auf M ist dann ein

System von Karten und Randkarten tϕα : Uα Ñ VαuαPI , so dass M Ă
Ť
αPI Uα und alle

daraus entstehenden Kartenübergänge orientierungserhaltend sind.

Mit diesem erweiterten Begriff von orientiertem Atlas für eine 1-Mannigfaltigkeit mit Rand
wird der Begriff Orientierung auf so einer Mannigfaltigkeit genau so wie früher definiert.
Auf einer orientierten 1-Mannigfaltigkeit M ist nun für jeden Punkt p P BM zu beach-
ten, dass alle orientierten Randkarten um diesen Punkt entweder positiv oder negativ
sind; beide kann es in einem orientierten Atlas nicht geben, denn der daraus entstehende
Kartenübergang könnte nicht orientierungserhaltend sein.

Die zweite Besonderheit ist, dass wir noch nie eigentlich diskutiert haben, was der Begriff
“Orientierung” für eine 0-Mannigfaltigkeit bedeuten soll. Es ist nicht ganz offensichtlich,
denn eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit M Ă R

n ist nichts anderes als eine diskre-
te Teilmenge, und Kartenübergänge dafür sind nur Bijektionen zwischen diskreten Men-
gen; es gibt keine bedeutende Unterscheidung zwischen orientierungserhaltend und ori-
entierungsumkehrend für solche Bijektionen. Man muss 0-Mannigfaltigkeiten einfach als
Sonderfall betrachten und sich eine Definition ausdenken, die für weitere Anwendungen
funktioniert. Die nächsten zwei Definitionen könnten also beim ersten Blick etwas seltsam
aussehen, aber sie sind genau das, was man für die Formulierung des 1-dimensionalen Falls
vom Satz von Stokes braucht.

Definition 6.11. Eine Orientierung auf einer 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M Ă R

n ist eine Funktion σ :M Ñ t1,´1u.

Definition 6.12. Sei M Ă R
n eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Die

Randorientierung von BM wird durch

σppq :“

#
1 falls alle orientierten Randkarten für M um p positiv sind,

´1 falls alle orientierten Randkarten für M um p negativ sind

definiert.

Beispiel 6.13. Ein kompaktes IntervallM :“ ra, bs Ă Rmit b ą a ist eine 1-Mannigfaltigkeit
mit Rand BM “ ta, bu, und hat eine kanonische Orientierung, so dass die Identitätsabbildung
auf einer Umgebung eines beliebigen Punktes t P pa, bq als orientierte Karte betrachtet
wird. Orientierte Randkarten um a bzw. b müssen dann Bild in H

1
` bzw. H1

´ haben, die
Randorientierung σ : BM Ñ t1,´1u ist also durch σpbq “ 1 und σpaq “ ´1 gegeben.

16Die Vorzeichen in dieser Definition sind richtig; es ist kein Schreibfehler.
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6.3 Integration

Zur Definition des Integrals
ş
M
ω einer m-Form mit kompaktem Träger über einer m-

dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit Rand ist nichts hinzuzufügen: den einzigen Unter-
schied sieht man in der lokalen Formel bzgl. einer Parametrisierung ψx : Wx Ñ Ox Ă M ,
da Wx im Allgemeinen jetzt eine offene Teilmenge von H

m (oder im Fall m “ 1, H1
˘) ist

und nicht unbegingt offen in R
m. Haupsache: Wx ist auf jeden Fall messbar, also kann man

das lokale Integral noch definieren und durch das gleiche Argument wie vorher zeigen, dass
es unabhängig von der Wahl der (mit der Orientierung verträglichen) Parametrisierung
ist.

Wir erweitern die Definition auf den Fall m “ 0 wie folgt. Eine 0-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M Ă R

n ist eine diskrete Teilmenge, und eine 0-Form ist eine Funktion
f : M Ñ R; hier muss nichts über Stetigkeit oder Differenzierbarkeit gesagt werden, weil
M diskret ist. Jeder Punkt in p P M hat eine Umgebung in R

n, die nur p und keine ande-
ren Punkte aus M enthält. Für eine gegebene Teilmenge K Ă M kann man aus solchen
Umgebungen eine offene Überdeckung von K bauen, womit klar wird, dass K genau dann
kompakt ist, wenn sie endlich ist. Die Funktion f P Ω0pMq hat also genau dann kompakten
Träger, wenn f in höchstens endlich vielen Punkten nichttrivial ist. Aus diesem Grund ist
die Summe in der folgenden Definition endlich.

Definition 6.14. Sei M Ă R
n eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit, σ : M Ñ

t1,´1u eine Orientierung von M und f P Ω0pMq eine 0-Form auf M mit kompaktem
Träger. Das Integral von f über M ist dann

ż

M

f :“
ÿ

pPM

σppqfppq.

Beispiel 6.15. Sei M :“ ra, bs Ă R mit der kanonischen Orientierung versehen, wie in
Beispiel 6.13 erwähnt, also ist die Randorientierung von BM durch σpbq “ 1 und σpaq “ ´1
gegeben. Sei f : M Ñ R eine C1-Funktion. Wir betrachten die Identitätsabbildung als
Koordinate x : pa, bq Ñ R und schreiben das Differential df P Ω1

0pMq auf MzBM als
df “ f 1 dx. Da das Bild von BM in beliebigen Koordinatensystemem eine Nullmenge in
R ist, dürfen wir Satz 3.18 anwenden, um beim Integrieren BM wegzulassen und nur die
eine Karte x : pa, bq Ñ R zu berücksichtigen: es folgt,

ż

M

df “

ż

pa,bq
f 1pxq dx “ fpbq ´ fpaq “

ż

BM
f.

In Beispiel 6.15 sieht man den ersten Spezialfall des Satzes von Stokes, der als weitgehende
Verallgemeinerung vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu betrachten
ist. Für die Aussage muss man verstehen, dass jede Differentialform ω P ΩqℓpMq durch
Einschränkung auch eine Differentialform auf dem Rand bestimmt; wir werden es weiterhin
mit ω P ΩqℓpBMq bezeichnen.

Satz 6.16 (Stokes). SeiM Ă R
n einem-dimensionale orientierte C2-Untermannigfaltigkeit

mit Rand, m P N, und ω P Ωm´1

1
pMq eine stetig differenzierbare pm ´ 1q-Form mit kom-

paktem Träger. Es sei BM mit der Randorientierung versehen. Dann gilt:

ż

M

dω “

ż

BM
ω.
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Bemerkung 6.17. Die Aussage ist auch im Fall BM “ H sinnvoll, und ihr Inhalt ist dannş
M
dω “ 0. Man nennt eine Mannigfaltigkeit M geschlossen, falls M kompakt ist und

BM “ H.17 Der Satz von Stokes impliziert also, dass das Integral einer exakten m-Form
über einer geschlossenen m-Mannigfaltigkeit immer verschwindet.

Beweis von Satz 6.16. Man kann das Problem wie folgt auf den SpezialfallM “ H
m redu-

zieren. Per Annahme hat ω P Ωm´1

1
pMq kompakten Träger K Ă M , und für eine gegebene

offene Überdeckung tUαuαPI von K kann man eine dieser Überdeckung untergeordnete
Zerlegung der Eins tρα :M Ñ r0, 1suαPI wählen, so dass

ω “
ÿ

αPI

ωα, für ωα :“ ραω P Ωm´1

1
pMq,

wobei jedes ωα kompakten Träger in M X Uα hat. Wenn die Gleichung
ş
M
dωα “

ş
BM ωα

für jedes α P I bewiesen werden kann, dann folgt aus der Linearität der äußeren Ableitung
und des Integrals,

ż

M

dω “

ż

M

d
´ ÿ

αPI

ωα

¯
“

ż

M

ÿ

αPI

dωα “
ÿ

αPI

ż

M

dωα “
ÿ

αPI

ż

BM
ωα “

ż

BM

ÿ

αPI

ωα “

ż

BM
ω.

Bei ωα dürfen wir durch Wahl einer geeigneten Überdeckung annehmen, dass der Träger
im Definitionsbereich eines einzelnen Koordinatensystems M Ą Oα

xαÝÑ Wα Ă H
m ent-

halten ist, wobei im Fall m “ 1 beide Varianten H1
˘ berücksichtigt werden müssen. Aus

Korollar 4.9 folgt nun, dass
ş
M
ωα einfach das Integral der entsprechenden Koordinaten-

darstellung von ωα über H
m bzw. H1

˘ ist. Aus diesem Grund lassen wir jetzt α aus der
Notation weg und betrachten nur den folgenden Spezialfall: ω ist eine pm ´ 1q-Form von
der Klasse C1 auf Hm (oder H1

˘) mit kompaktem Träger. Wir nehmen zuerst m ě 2 an,
damit zwischen H

1
` und H

1
´ nicht unterschieden werden muss.

Bzgl. der kartesischen Koordinaten x1, . . . , xm : Hm Ñ R hat ω die Form

ω “
mÿ

j“1

fj dx1 ^ dx2 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxm

für C1-Funktionen fj : H
m Ñ R mit kompakten Trägern, wobei der Hut auf dxj signali-

sieren soll, dass dxj nicht in diesem Dachprodukt erscheint (aber alle dxi für i ‰ j doch).
Die 1-Form dx1 verschwindet auf Tangentialvektoren zum Rand BHm, die eingeschränkte
Form ω P Ωm´1

1
pBHmq ist also

ω|BHm “ f1 dx2 ^ . . . ^ dxm P Ωm´1

1
pBHmq,

wobei px2, . . . , xmq als Koordinatensystem auf BHm verwendet wird; dies ist nach der
in §6.2 gegebenen Definition verträglich mit der Randorientierung von BHm. Die äußere

17Zu diesem Punkt hat die deutsche Terminologie einen Vorteil im Vergleich mit dem Englischen: “ge-
schlossene Mannigfaltigkeit” heißt auf Englisch natürlich “closed manifold”, aber das gleiche Wort wird
im Begriff “closed subset” verwendet, der auf Deutsch nicht “geschlossene” sondern “abgeschlossene Teil-
menge” heißt. Diese Unterscheidung ist richtig, denn “geschlossene Mannigfaltigkeit” und “abgeschlossene
Teilmenge” sind tatsächlich verschiedene Begriffe, die in verschiedenen Kontexten sinnvoll sind. Ich habe
sehr oft Verwirrung zu diesem Punkt erlebt bei Studierenden, die entweder nur die englische Terminologie
gelernt oder (es passiert nun mal) die deutsche Terminologie vergessen hatten.

40



Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Ableitung von ω ist

dω “
mÿ

j“1

dfj ^ dx1 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxm “
mÿ

j“1

Bjfj dxj ^ dx1 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxm

“
mÿ

j“1

p´1qj´1Bjfj dx1 ^ . . . ^ dxm,

also laut Korollar 4.9,

ż

Hm

dω “
mÿ

j“1

p´1qj´1

ż

Hm

Bjfjpx1, . . . , xmq dx1 . . . dxm.

Für j ě 2 zeigt man durch den Satz von Fubini und den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, dass das Integral auf der rechten Seite verschwindet: wählen wir R ą 0
groß, so dass der Träger von fj in r´R,Rsm enthalten ist, dann gilt

ż

Hm

Bjfjpx1, . . . , xmq dx1 . . . dxm “

ż

Hm´1

ˆż

R

Bjfjpx1, . . . , xmq dxj

˙
dx1 . . .ydxj . . . dxm “ 0,

denn nach dem Hauptsatz,

ż

R

Bjfjpx1, . . . , xmq dxj “

ż R

´R
Bjfjpx1, . . . , xmq dxj “ fpx1, . . . , xmq

ˇ̌
ˇ
xj“R

xj“´R
“ 0.

Nur bei j “ 1 sieht die Lage anders aus, denn

ż

p´8,0s
B1f1px1, . . . , xmq dx1 “

ż
0

´R
B1f1px1, . . . , xmq dx1 “ f1px1, . . . , xmq

ˇ̌
ˇ
x1“0

x1“´R

“ f1p0, x2, . . . , xmq,

also

ż

Hm

B1f1px1, . . . , xmq dx1 . . . dxm “

ż

Rm´1

˜ż

p´8,0s
B1f1px1, . . . , xmq dx1

¸
dx2 . . . dxm

“

ż

Rm´1

fp0, x2, . . . , xmq dx2 . . . dxm “

ż

BHm

ω.

Im Fall m “ 1 muss zwischen einer positiven bzw. negativen Randkarte unterschieden
werden. Im positiven Fall ist ω eine Funktion f : H1

´ Ñ R mit kompaktem Träger, und
der Hauptsatz führt zum Resultat

ż

H1

´

df “

ż
0

´8
f 1px1q dx1 “ fp0q “

ż

BH1

´

f,

während im negativen Fall,

ż

H1

`

df “

ż 8

0

f 1px1q dx1 “ ´fp0q “

ż

BH1

`

f.
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7 Anwendungen in der Vektoranalysis

Ein Vektorfeld X auf einer Ck-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n ist eine Funktion X :

M Ñ R
n mit Xppq P TpM für alle p P M . Bzgl. eines Koordinatensystems M Ą O

x
ÝÑ

W Ă R
m hat jedes Vektorfeld eine Koordinatendarstellung der Form

Xppq “
mÿ

i“1

Xippqeippq

auf O, wobei Xi : O Ñ R Funktionen und ei : O Ñ R
n die in §4.4 eingeführten Koor-

dinatenvektorfelder sind. Die Koordinatenvektorfelder sind von der Klasse Ck´1, also für
0 ď ℓ ď k ´ 1 ist X von der Klasse Cℓ genau dann, wenn die Komponentenfunktionen
Xi : O Ñ R alle von der Klasse Cℓ sind. Der Vektorraum aller Vektorfelder auf M von
der Klasse Cℓ wird oft mit

X
ℓpMq, oder im Fall k “ 8, XpMq :“ X

8pMq

bezeichnet.

Wir können jede offene Teilmenge U Ă R
n als glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit be-

trachten, mit TpR
n “ R

n für alle p P U , also ist ein Vektorfeld auf U nichts anderes als eine
Funktion X : U Ñ R

n. Die Erforschung von Vektorfeldern, ihren Ableitungen und daraus
entstehenden Integralen in diesem Kontext heißt Vektoranalysis, und das Gebiet umfasst
die klassischen Integralsätze, die in §1 kurz skizziert wurden. Wir wollen jetzt sehen, wie
diese Sätze als Korollare der inzwischen bewiesenen Resultate über Differentialformen
entstehen.

7.1 Gradient

Wir befassen uns zuerst mit der folgenden Frage: welche Vektorfelder X : U Ñ R
n auf

einer offenen Teilmenge U Ă R
n können Gradienten von Funktionen sein? Dieses Problem

lässt sich in eine Frage über Differentialformen übersetzen, denn

X “ pX1, . . . ,Xnq “ ∇f ô df “ X1 dx1 ` . . . `Xn dxn.

Die 1-Form auf der rechten Seite lässt sich kürzer mittels der sogenannten musikalischen
Isomorphismen hinschreiben: mit dem euklidischen Skalarprodukt x , y auf Rn definieren
wir

R
n 5

ÝÑ Λ1pRnq˚, v ÞÑ v5 :“ xv, ¨y,

oder in anderen Worten, für jeden Vektor v wird das Funktional v5 : R
n Ñ R durch

v5pwq :“ xv,wy definiert. Die Abbildung 5 : Rn Ñ Λ1pRnq˚ ist linear und injektiv; da
dimΛ1pRnq˚ “

`
n
1

˘
“ n “ dimR

n, ist sie daher ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung
davon wird mit

Λ1pRnq˚ 7
ÝÑ R

n, Λ1pRnq˚ Q λ ÞÑ λ7 P R
n

bezeichnet. Beide Isomorphismen können auch punktweise zu einer Korrespondenz zwi-
schen Vektorfeldern und 1-Formen auf U Ă R

n übertragen werden, z.B.

X
ℓpUq

5
ÝÑ Ω1

ℓpUq, X5
ppwq “ xXppq,wy für p P U .

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie: für ein Vektorfeld X “ pX1, . . . ,Xnq P X
ℓpUq auf einer offenen

Teilmenge U Ă R
n gilt X5 “ X1 dx1 ` . . . `Xn dxn.
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Im Poincaré-Lemma (Satz 5.6) haben wir bewiesen, dass eine geschlossene Differentialform
immer lokal exakt ist—konkreter hat unser Beweis eigentlich gezeigt, dass eine geschlossene
Differentialform auf einem Quader pa1, b1q ˆ . . . ˆ pan, bnq Ă R

n immer exakt ist. Jetzt
impliziert das:

Korollar 7.2 (des Poincaré-Lemmas). Sei U Ă R
n eine offene Teilmenge. Ist X P X

1pUq
der Gradient einer C2-Funktion f : U Ñ R, dann erfüllt die 1-Form X5 P Ω1

1pUq

dpX5q “ 0.

Umgekehrt gilt: falls U Ă R
n ein Quader pa1, b1q ˆ . . . ˆ pan, bnq und X P X

1pUq ein
Vektorfeld ist, das dpX5q “ 0 erfüllt, dann existiert eine C2-Funktion f : U Ñ R mit
∇f “ X.

Bemerkung 7.3. Dass die Funktion f : U Ñ R im zweiten Teil der Aussage von der Klasse
C2 ist, folgt nicht direkt vom Poincaré-Lemma, ist aber leicht zu sehen, denn ∇f “ X P
X
1pUq impliziert dann, dass alle partiellen Ableitungen von f stetig differenzierbar sind.

Bemerkung 7.4. Der zweite Teil der Aussage ist im Allgemeinen falsch für beliebige offene
Teilmengen U Ă R

n, denn nicht jede geschlossene 1-Form auf einer offenen Teilmenge U Ă
R
n ist exakt (siehe Beispiel 5.5, und im Kontext von Vektorfeldern, Übungsaufgabe 13.2).

7.2 Rotation

Im Fall n “ 3 ist eine Übersetzung von Korollar 7.2 möglich, die keine Differentialformen
erwähnt.

In §5.2 wurde das innere Produkt eines Vektorfeldes X mit einer q-Form ω eingeführt: dies
ist eine pq ´ 1q-Form ιXω, gegeben durch

pιXωqppY1, . . . , Yq´1q :“ ωppXppq, Y1, . . . , Yq´1q für p P M , Y1, . . . , Yq´1 P TpM.

So definiert das innere Produkt eine bilineare Abbildung

X
ℓpMq ˆ ΩqℓpMq Ñ Ωq´1

ℓ pMq.

Auf einer offenen Teilmenge U Ă R
n definieren wir die glatte n-Form

µ :“ dx1 ^ . . . ^ dxn,

die als Standardvolumenform von R
n bekannt ist, weil |µppv1, . . . ,vnq| immer das

Lebesgue-Maß des von v1, . . . ,vn P TpM aufgespannten Parallelepipeds ist. Um das zu
sehen, muss man nur die Relation

µppv1, . . . ,vnq “ Det
`
v1 . . . vn

˘
(24)

verifizieren, wobei auf der rechten Seite die Vektoren v1, . . . ,vn P TpU “ R
n als Spalten

einer n-mal-n Matrix betrachtet werden. Die Relation folgt, weil beide Seiten Elemente
des 1-dimensionalen Vektorraums ΛnpRnq˚ definieren, und beide sind freilich gleich, wenn
die Standardbasisvektoren e1, . . . , en P R

n eingesetzt werden.

Für jedes Vektorfeld X P X
ℓpUq betrachten wir nun die pn´ 1q-Form ιXµ P Ωn´1

ℓ pUq.
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Aufgabe 7.5. Zeigen Sie: für X “ pX1, . . . ,Xnq P X
ℓpUq gilt

ιXµ “
nÿ

j“1

p´1qj´1Xj dx1 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxn,

wobei mit ydxj signalisiert wird, dass alle dxi mit i ‰ j im Produkt erscheinen aber dxj
nicht.
Hinweis: für jedes j “ 1, . . . , n gilt dx1^. . .^dxn “ p´1qj´1 dxj^dx1^. . .^ydxj^. . .^dxn.

Von der Aufgabe folgt, dass die durch X ÞÑ ιXµ gegebene lineare Abbildung X
ℓpUq Ñ

Ωn´1

ℓ pUq ein Isomorphismus ist.

Im Fall n “ 3 mit kartesischen Koordinaten x, y, z : U Ñ R können wir jetzt X “
pXx,Xy,Xzq, µ “ dx^ dy ^ dz und

ιXµ “ Xx dy ^ dz `Xy dz ^ dx`Xz dx^ dy

schreiben, wobei aus der Formel in Aufgabe 7.5 die Reihenfolge von dx und dz ver-
tauscht wurde, um das Minuszeichen vor Xy zu beseitigen. Für ein zweites Vektorfeld
V “ pVx, Vy, Vzq P X

1pUq gilt jetzt V5 “ Vx dx` Vy dy ` Vz dz und daher,

dV5 “ dVx ^ dx` dVy ^ dy ` dVz ^ dz

“ pByVx dy ` BzVx dzq ^ dx` pBxVy dx` BzVy dzq ^ dy ` pBxVz dx` ByVz dyq ^ dz

“ pByVz ´ BzVyq dy ^ dz ` pBzVx ´ BxVzq dz ^ dx ` pBxVy ´ ByVxq dx ^ dy.

Vergleichen wir das jetzt mit der Definition der Rotation eines Vektorfeldes in §1.1, so
finden wir die ziemlich kurze Formel

dV5 “ ιrotpVqµ. (25)

Da V ÞÑ V5 und X ÞÑ ιXµ Isomorphismen X
ℓpUq Ñ Ω1

ℓpUq bzw. XℓpUq Ñ Ω2
ℓpUq sind,

könnte (25) genauso gut als Definition der Rotation eines Vektorfeldes verstanden werden.
Insbesondere gilt für X P X

1pUq,

dX5 “ 0 ô rotpXq “ 0.

So sieht die Bedingung bei Korollar 7.2 im Fall n “ 3 jetzt aus:

Korollar (vgl. Satz 1.5). Ein C1-Vektorfeld auf einem Quader in R
3 ist genau dann der

Gradient einer Funktion, wenn seine Rotation verschwindet.

7.3 Divergenz

Wir haben gesehen, dass der Gradient einer Funktion und Rotation eines Vektorfeldes zum
Differential einer Funktion bzw. zur äußeren Ableitung einer 1-Form äquivalent sind. Die
Divergenz lässt sich auch als äußere Ableitung interpretieren, wenn man ein Vektorfeld
auf einer offenen Teilmenge U Ă R

n mit einer pn´ 1q-Form identifiziert.

Proposition 7.6. Für U Ă Rn offen und V “ pV1, . . . , Vnq P X1pUq gilt

dpιVµq “ divpVq ¨ µ.
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Beweis. Mit der Formel aus Aufgabe 7.5 berechnen wir:

dpιVµq “
nÿ

j“1

p´1qj´1dVj ^ dx1 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxn

“
nÿ

j“1

p´1qj´1BjVj dxj ^ dx1 ^ . . . ^ ydxj ^ . . . ^ dxn

“

˜
nÿ

j“1

BjVj

¸
dx1 ^ . . . ^ dxn “ divpVq ¨ µ.

Korollar 7.7. Für eine offene Menge U Ă R
n und Vektorfeld V P X

1pUq gilt divpVq “ 0
genau dann, wenn die pn ´ 1q-Form ιVµ geschlossen ist.

Im Fall n “ 3 kann die Relation divprotpVqq “ 0 nun als Übersetzung von dpdV5q “ 0
angesehen werden, denn wegen (25) gilt

0 “ dpdV5q “ dpιrotpVqµq “ divprotpVqq ¨ µ.

Andererseits ist ein VektorfeldX P X
1pUq mit divpXq “ 0 äquivalent zu einer geschlossenen

2-Form ιXµ P Ω2
1
pUq, die dann wegen des Poincaré-Lemmas lokal exakt ist: konkreter, falls

U Ă R
3 ein Quader ist, dann existiert eine 1-Form λ P Ω1

1
pUq mit dλ “ ιXµ. Definieren

wir ein C1-Vektorfeld V :“ λ7, dann gilt λ “ V5 und daher

dV5 “ ιrotpVqµ “ ιXµ ñ rotpVq “ X.

Korollar (vgl. Satz 1.5). Ein C1-Vektorfeld auf einem Quader in R
3 ist genau dann die

Rotation eines anderen Vektorfeldes, wenn seine Divergenz verschwindet.

7.4 Volumenformen

Wir möchten als Nächstes klären, wie man dasm-dimensionale Volumen einerm-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M Ă R

n berechnet. Wie oft in der Analysis muss zuerst eine Art
Linearisierung dieses Problems gelöst werden: wie berechnet man das m-dimensionale
Lebesgue-Maß eines durch m linear unabhängige Vektoren v1, . . . ,vm P R

n aufgespannten
Parallelepipeds? Sei V Ă R

n der m-dimensionale Unterraum, der durch diese Vektoren
aufgespannt ist. Die Antwort auf die Frage ändert sich nicht, wenn wir durch Wahl einer
orthonormalen Basis V mit Rm identifizieren, so dass das Skalarprodukt auf V mit dem
euklidischen Skalarprodukt auf Rm identifiziert wird. In diesem Kontext kennen wir die
Antwort schon: für linear unabhängige Vektoren v1, . . . ,vm P R

m ist das Lebesgue-Maß
des dadurch aufgespannten Parallelepipeds

ˇ̌
Det

`
v1 . . . vm

˘ˇ̌
. Da dimΛmpRmq˚ “ 1

kann man das auch so formulieren: es gibt genau zwei Elemente ω P ΛmpRmq˚, nämlich
ωpv1, . . . ,vmq :“ ˘Det

`
v1 . . . vm

˘
, die die geometrische Bedeutung von Volumen ei-

nes Parallelepipeds haben können. Übertragen auf einen beliebigen m-dimensinalen Un-
terraum in R

n heißt das:

Lemma 7.8. Sei M Ă R
n eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es für

jedes p P M genau zwei Elemente ω P ΛmT ˚
pM , so dass das m-dimensionale Volumen eines

durch X1, . . . ,Xm P TpM aufgespannten Parallelepipeds immer durch |ωpX1, . . . ,Xmq|
gegeben ist.
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Definition 7.9. Eine stetige m-Form ω P Ωm
0

pMq auf der m-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M Ă R

n heißt eine Volumenform, falls für jedes p P M , ωp eins der zwei in
Lemma 7.8 erwähnten Elemente von ΛmT ˚

pM ist.18

Aufgabe 7.10 (vgl Aufgabe 16.A auf Übungsblatt 16). Sei V ein endlich-dimensionaler
reeller Vektorraum, und V ˚ :“ Λ1V ˚ sein Dualraum. Beweisen Sie:

(a) Für jedes k P N ist die multilineare Abbildung

V ˚ ˆ . . . ˆ V ˚looooooomooooooon
k

Ñ ΛkV ˚, pλ1, . . . , λkq ÞÑ λ1 ^ . . . ^ λk

antisymmetrisch.

(b) Sei e1, . . . , en P V eine Basis und e˚
1 , . . . , e

˚
n P V ˚ ihre Dualbasis. Dann gilt für alle

n-Tupel λ1, . . . , λn P V ˚,

λ1 ^ . . . ^ λn “ Det

¨
˚̋
λ1pe1q ¨ ¨ ¨ λ1penq

...
. . .

...
λnpe1q ¨ ¨ ¨ λnpenq

˛
‹‚e˚

1 ^ . . . ^ e˚
n. (26)

Hinweis: Definieren Sie ein Element von ω P ΛnpV ˚q˚ durch ωpλ1, . . . , λnq :“ λ1^...^λn
e˚
1

^...^e˚
n
.

Jetzt betrachten wir eine m-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n mit Rand,

mit lokalem Koordinatensystem M Ą O
x

Ñ W Ă H
m und entsprechenden Koordinaten

x1, . . . , xm : O Ñ R. Es seien f1, . . . , fn : O Ñ R C1-Funktionen.

(c) Zeigen Sie: df1 ^ . . . ^ dfn “ Det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

Bf1

Bx1
¨ ¨ ¨

Bf1

Bxn
...

. . .
...

Bfn

Bx1
¨ ¨ ¨

Bfn

Bxn

˛
‹‹‹‹‹‹‚
dx1 ^ . . . ^ dxn.

Bemerkung: Als wichtiger Spezialfall nimmt man für f1, . . . , fn ein zweites Koordinatensy-
stem y “ py1, . . . , ynq : O Ñ H

m. Dann sind beide Seiten in jedem Punkt p P O garantiert
nichttrivial, und die Matrix wird die Jacobimatrix des Kartenübergangs y ˝x´1 im Punkt
xppq P W. Im Grunde ist dieses Resultat äquivalent zur Berechnung, mit der wir in §3.2
die Koordinateunabhängigkeit des lokalen Integrals gezeigt haben.

Proposition 7.11. Auf einer orientierten Ck-Untermannigfaltigkeit M Ă R
n von Di-

mension m P N existiert eine eindeutige Volumenform ω P Ωmk´1
pMq mit der Eigenschaft,

dass ω in jedem durch einer orientierten Karte bestimmten lokalen Koordinatensystem
x1, . . . , xm : O Ñ R durch ω “ f dx1^ . . .^dxm für eine positive Funktion f : O Ñ p0,8q
gegeben ist. Falls M Ă R

n nicht orientierbar ist, existiert auf M keine Volumenform.

18In der Differentialgeometrie hat das Wort Volumenform eine etwas allgemeinere Bedeutung: es darf
eine beliebige (stetige oder glatte) m-Form ω mit ωp ‰ 0 für alle p P M sein. Der Unterschied liegt daran,
dass auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit normalerweise kein Skalarprodukt oder Begriff von Volumen auf
Tangentialräumen gegeben ist.
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Beweis. Sei x : O Ñ R
m ein lokales Koordinatensystem auf O Ă M . Da dx1^. . .^dxm auf

O nirgendwo verschwindet, gibt es wegen Lemma 7.8 genau zwei Volumenformen auf O,
wovon einer die Gestalt f dx1 ^ . . . ^ dxm für eine positive Funktion f : O Ñ p0,8q hat,
und die Andere ´f dx1 ^ . . . ^ dxm ist. Die wesentliche Tatsache ist nun Folgendes: ist
y : O Ñ R

m ein zweites Koordinatensystem auf der gleichen Teilmenge O, dann folgt
aus Aufgabe 7.10 dy1 ^ . . .^ dym “ g dx1 ^ . . .^ dxm für eine nirgendwo verschwindende
Funktion g : O Ñ Rzt0u, die aus der Determinante des Kartenübergangs y ˝ x´1 herge-
leitet wird, und genau dann positiv ist, wenn der Kartenübergang orientierungserhaltend
ist. Wenn also beide Koordinatensysteme durch orientierte Karten definiert sind, dann
existiert auf O eine eindeutige Volumenform, die als Produkt von positiven Funktionen
mit sowohl dx1 ^ . . .^dxm als auch dy1^ . . .^dym geschrieben werden kann. So kann man
eine Volumenform ω auf M definieren, indem man um jeden Punkt p P M eine orientierte
Karte wählt und ω auf dieser Umgebung in Koordinaten hinschreibt. Die resultierende m-
Form auf M ist von der Klasse Ck´1 und hängt von keiner Koordinatenwahl ab, sondern
nur von der Orientierung.

Die Korrespondenz geht in beiden Richtungen: falls M eine Volumenform ω hat, dann
wird eine eindeutige Orientierung dadurch bestimmt, dass in orientierten Koordinaten
immer ω “ f dx1 ^ . . . ^ dxm mit f ą 0 gilt. Falls nämlich um einen gegebenen Punkt
p P M in einem gegebenen Koordinatensystem die Funktion f negativ ist, kann man so
wie in Aufgabe 3.17 die Koordinaten ändern, so dass f positiv wird. Es folgt, dass eine
Volumenform auf M genau dann existiert, wenn M orientierbar ist.

Definition 7.12. Sei M Ă R
n eine m-dimensionale orientierte Ck-Untermannigfaltigkeit

und ω P Ωmk´1
pMq die durch die Orientierung bestimmte Volumenform. Wir bezeichnen

mit volm das Maß auf M , das für Borelmengen E Ă M durch

volmpEq :“

ż

E

ω

definiert wird.

Diese Definition ist natürlich ein bisschen faul, denn wir haben weder die Definition des
Integrals

ş
E
ω über einer beliebigen Borelmenge E Ă M erklärt noch bewiesen, dass volm

die Bedingungen eines Maßes erfüllt. Das werden wir hier auch nicht tun, denn zum Be-
greifen der klassischen Integralsätze ist es nicht unbedingt notwendig, aber der wichtigste
Spezialfall sollte sofort klar sein: wennM kompakt ist, können wir ihr Volumen jetzt durch

volmpMq “

ż

M

ω

berechnen. Das Volumen hängt auch nicht von der Orientierung ab: wie in Aufgabe 3.17
kann man eine Orientierung immer umkehren, aber dann wird ω mit ´ω ersetzt, und das
Integral ändert sich insgesamt nicht.

Bemerkung 7.13. Sie fragen sich jetzt vielleicht, ob man nicht auch das Volumen ei-
ner nichtorientierbaren Untermannigfaltigkeit berechnen kann. Das kann man, aber nicht
durch Integration einer Differentialform (was immer von einer Orientierung abhängt),
sondern durch Integration eines sogenannten Volumenelements. Wir haben in §3 gesehen,
dass

ş
M

|ω| P r0,8q auch im Fall einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit definiert wer-
den kann. Analog kann man ein Volumenelement als nichtnegative Variante des Begriffs
Differentialform definieren, ohne zwischen den zwei (sich durch ein Vorzeichen unterschei-
denden) Möglichkeiten in Lemma 7.8 unterscheiden zu müssen.
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Im Fall einer Untermannigfaltigkeit M Ă R
n von Dimension m “ n ´ 1 kann eine Vo-

lumenform auch etwas direkter konstruiert werden. Ein Normalenvektorfeld für eine
solche Mannigfaltigkeit ist eine stetige Funktion ν : M Ñ R

n mit der Eigenschaft, dass
νppq für jedes p P M ein Einheitsvektor orthogonal zu TpM ist.

Proposition 7.14. Sei M Ă R
n eine pn´1q-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit und

ν :M Ñ R
n ein Normalenvektorfeld für M . Dann ist

ω :“ ινµ P Ωn´1

k´1
pMq

eine Volumenform auf M , wobei µ :“ dx1 ^ . . . ^ dxn.

Beweis. Für einen gegebenen Punkt p P M wählen wir eine orthonormale Basis Y1, . . . , Yn´1

von TpM , also hat das durch Y1, . . . , Yn´1 aufgespannte Parallelepiped pn´1q-dimensionales
Volumen 1, und νppq, Y1, . . . , Yn´1 ist ebenfalls eine orthonormale Basis von R

n. Es folgt
wegen (24),

ωpY1, . . . , Yn´1q “ µpνppq, Y1, . . . , Yn´1q “ Det
`
νppq Y1 . . . Yn´1

˘
“ ˘1,

denn die Matrix ist orthogonal.

Bemerkung 7.15. Aus Proposition 7.14 folgt: jede pn ´ 1q-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit M Ă R

n, die ein Normalenvektorfeld zulässt, ist orientierbar. Das geht umgekehrt
auch: so kann man z.B. sehen, dass das Möbiusband (s. Beispiel 3.10) nicht orientierbar
ist.

7.5 Beweise der klassischen Integralsätze

Die folgende Aufgabe dient als Vorbereitung auf einige Orientierungsfragen, die in den
Beweisen der klassischen Integralsätzen auftreten.

Aufgabe 7.16 (vgl. Aufgabe 16.B auf Übungsblatt 16). Es seien m P N, M Ă R
n eine

orientierte m-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und ω P Ωm
0

pMq die von
der Orientierung bestimmte Volumenform. Auf Rn selbst wählen wir die kanonische Ori-
entierung, für die die Identitätsabbildung px1, . . . , xnq : Rn Ñ R

n eine orientierte Karte
ist, und bezeichnen mit

µ :“ dx1 ^ . . . ^ dxn

die Standardvolumenform auf Rn. Für einen Punkt p P M und eine Basis X1, . . . Xm P
TpM gilt immer ωpX1, . . . ,Xmq ‰ 0; wir nennen diese Basis positiv bzw. negativ ori-
entiert, falls ωpX1, . . . ,Xmq positiv bzw. negativ ist. Wichtig zu beachten ist, dass diese
Definition von der Reihenfolge der Basisvektoren abhängt, z.B. wenn X1, . . . ,Xm eine
positiv orientierte Basis ist, dann ist X2,X1,X3, . . . ,Xm eine negativ orientierte Basis.
Beweisen Sie:

(a) Im Fall m ě 2 betrachten wir BM mit der Randorientierung. Es sei ν P TpMzTppBMq
ein auswärts gerichteter Tangentialvektor in einem Punkt p P BM . Eine Basis
X1, . . . ,Xm´1 von TppBMq ist genau dann positiv orientiert, wenn ν,X1, . . . ,Xm´1

eine positiv orientierte Basis von TpM ist.

(b) Wir betrachten den Fall m :“ n ´ 1 und ω “ ινµ für ein Normalenvektorfeld ν :
M Ñ R

n. Eine Basis X1, . . . ,Xn´1 von TpM ist genau dann positiv orientiert, wenn
νppq,X1, . . . ,Xn´1 eine positiv orientierte Basis von TpR

n ist.
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(c) Im Fall n “ 3 mit M :“ U Ă R
3 eine offene Teilmenge ist für jeden Punkt p P U und

zwei linear unabhängige Vektoren v,w P TpU “ R
3 das Tripel v,w,v ˆ w immer

eine positiv orientierte Basis von TpU “ R
3.

Hinweis: Das Kreuzprodukt auf R3 kann durch die Relation v5 ^ w5 “ ιvˆwµ cha-
rakterisiert werden.

Hier nochmal die zwei Integralsätze aus §1.1.

Satz 7.17 (Divergenzsatz von Gauß-Ostrogradski). Sei U Ă R
n eine offene Teilmenge,

X P X
1pUq, Ω Ă U eine n-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und ν :

BΩ Ñ R
n ein Normalenvektorfeld für BΩ, so dass νppq für jedes p P BΩ auswärts gerichtet

ist. Dann gilt: ż

Ω

divX dvoln “

ż

BΩ
xX,νy dvoln´1.

Beweis. Die linke Seite ist das Integral der n-Form dpιXµq, also laut dem Satz von Stokes
ist es auch

ş
BΩ ιXµ, wobei BΩ mit der Randorientierung versehen ist. Für diese Orientierung

folgt aus Aufgabe 7.16(a) und (b), dass ινµ die dazu gehörende Volumenform ist, und
das Integral auf der rechten Seite wird dann

ş
BΩxX,νy ινµ. Der Satz folgt dann aus der

folgenden Behauptung:
xX,νy ινµ “ ιXµ auf BΩ.

Da dimΛn´1T ˚
p pBΩq “ 1 reicht es, beide Seiten auf einer beliebigen Basis Y1, . . . , Yn´1 P

TppBΩq für beliebige Punkte p P BΩ auszuwerten. Falls Xppq “ cνppq für ein c P R ist die
Behauptung sowieso klar. Falls nicht, dann gilt

Xppq “ xXppq,νppqyνppq ` Y1

für einen nichttrivialen Vektor Y1 P TppBΩq, die wir als erster Vektor in der Basis Y1, . . . , Yn´1 P
TppBΩq nehmen dürfen. Wegen Multilinearität und Antisymmetrie folgt:

pιXµqppY1, . . . , Yn´1q “ µppXppq, Y1, . . . , Yn´1q “ µppxXppq,νppqyνppq ` Y1, Y1, . . . , Yn´1q

“ xXppq,νppqyµppνppq, Y1, . . . , Yn´1q “ xXppq,νppqyινµpY1, . . . , Yn´1q,

wie behauptet.

Satz 7.18 (Integralsatz von Stokes). Sei U Ă R
3 eine offene Teilmenge, X P X

1pUq,
Σ Ă U eine kompakte 2-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und ν : Σ Ñ R

3

ein Normalenvektorfeld für Σ. Wir bezeichnen mit t P X
2pBΣq das eindeutige Vektorfeld

auf BΣ, so dass }tppq} “ 1 und tppq ˆ νppq in Richtung auswärts bzgl. Σ für jedes p P BΣ
deutet. Dann gilt: ż

Σ

xrotX,νy dvol2 “

ż

BΣ
xX, ty dvol1.

Beweis. Nach dem gleichen Argument wie im Beweis von Satz 7.17 kann die linke Seite
als

ş
Σ
ιrotpXqµ geschrieben werden, wobei Σ mit der durch das Normalenvektorfeld ν be-

stimmten Orientierung versehen ist. Da ιrotpXqµ “ dX5 können wir dann den allgemeinen
Satz von Stokes anwenden,

ż

Σ

xrotX,νy dvol2 “

ż

Σ

dX5 “

ż

BΣ
X5,
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und es bleibt noch zu zeigen, dass das Integral auf der rechten Seite auch
ş

BΣxX, ty dvol1 ist.
Letzteres ist per Definition

ş
BΣxX, tyω, wenn ω P Ω1

1
pBΣq die durch die Randorientierung

bestimmte Volumenform ist. Da }tppq} “ 1 für jedes p P BΣ gilt ωpptppqq “ ˘1.

Wir behaupten: das Vorzeichen ist hier positiv, oder in der Sprache von Aufgabe 7.16
ausgedrückt, tppq ist eine positiv orientierte Basis von TppBΣq. Laut Aufgabe 7.16(c) ist
tppq,νppq, tppqˆνppq eine positiv orientierte Basis von R

3; nach einer geraden Permutation
wird dies νppq, tppq ˆνppq, tppq, die also auch eine positiv orientierte Basis ist. Dann folgt
aus Aufgabe 7.16(b), dass tppq ˆ νppq, tppq eine positiv orientierte Basis von TpΣ ist, und
weil tppq ˆ νppq aus Σ nach außen deutet, impliziert dann Aufgabe 7.16(a), dass tppq eine
positiv orientierte Basis von TppBΣq ist.

Jetzt folgt
X5
pptppqq “ xXppq, tppqy “ xXppq, tppqyωptppqq.

Da dimΛ1T ˚
p pBΣq “ 1 folgt davon, dass die 1-Formen X5 und xX, tyω auf BΣ gleich

sind.

Bemerkung 7.19. Sätze 7.17 und 7.18 lassen sich auch ohne große Anstrengungen verall-
gemeinern, indem man die Ränder BΩ bzw. BΣ erlaubt, keine C2-Untermannigfaltikeiten
sondern nur stückweise von der Klasse C2 zu sein. Ein einfaches Beispiel wäre, dass man
für Ω in Satz 7.17 eine Produktmenge wie Bk

r ˆ Bℓ
R Ă R

n mit k ` ℓ “ n nimmt, wo-
bei Bn

r die abgeschlossene Kugel von Radius r ą 0 in R
n bezeichnet. Der Rand dieser

Menge ist pBBk
r ˆ Bℓ

Rq Y pBk
r ˆ BBℓ

Rq, der im Komplement von BBk
r ˆ BBℓ

R eine glatte
pn´ 1q-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R

n ist, aber eine “Ecke” in der Teilmenge
BBk

r ˆ BBℓ
R hat. Hauptsache, diese Ecke ist auch eine Nullmenge und kann zum Zweck von

Integration deswegen ignoriert werden. Man kann in der Praxis solche Verallgemeinerun-
gen von Satz 7.17 beweisen, indem man Ω mit anderen Mengen Ωǫ approximiert, für die
der Rand BΩǫ glatt ist—ebenfalls Satz 7.18.
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