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Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Dieses Skript betrifft Inhalte der Vorlesung vom 21.01.2020 bis zum Semesterende.

1 Integralsitze und Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel der Vorlesung wollen wir Integration fiir Funktionen nicht nur auf Teilge-
bieten von R"™ sondern auch auf Untermannigfaltigkeiten studieren. Als Motivation fangen
wir mit einer Skizze von einigen wichtigen Resultaten an, die erst am Ende des Kapitels
bewiesen werden kénnen.

1.1 Gradient, Divergenz und Rotation

Sei U < R" eine offene Teilmenge. Den Gradienten einer Funktion f : &/ — R haben
wir schon in Analysis II kennengelernt: wenn f stetig differenzierbar ist, ist ihr Gradient
gegeben durch die einfache Formel

Vf:=grad f = (ﬁ ﬁ) e R".

83:1 ’ ’ axn
Somit definiert V f : U4 — R” ein Vektorfeld auf U.

Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder X = (Xi,...,X,) : U — R" werden wir zwei
Konstruktionen betrachten, die aus den partiellen Ableitungen von X gebaut sind. Die
Divergenz von X ist die Funktion divX : i/ — R gegeben durch

n

0X;
V- X:=divX := @—]

j=1 Ot
Die in Anwendungen oft verwendete Schreibweise “V - X” kommt davon, dass man den
Nabla-Operator V informell als “Vektor” (0i,...,dn) betrachtet und das Piinktchen “.”
als alternative Notation fiir das Euklidische Skalarprodukt ( , ) benutzt.

Im Fall n = 3 gibt es eine weitere wichtige Konstruktion mit ersten partiellen Ableitungen
eines Vektorfeldes X : i/ — R3. Es wird durch das klassische Kreuzprodukt von Vektoren
v = (v1,v2,v3) und w = (wq, we, ws3) definiert: Letzteres ist

€ V1 w1
o _ 3
vxw:=Det|e vy wy|=(vows— v3wy, v3ws — Vw3, V1wWy — vVowy) € R,
€3 Vs w3

wobei eq, e, e3 € R3 die Standardbasis von R? bezeichnet.

Aufgabe 1.1. Nehmen wir an, der Vektor v € R? deutet in die z-Richtung und w €
R3 liegt in der zy-Ebene. Zeigen Sie, dass v x w dann orthogonal zum von v und w
aufgespannten Unterraum ist, und

[v < wl = v]-|w]|sin®,
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wobei 6 € [0, 7] der Winkel zwischen v und w ist.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen, dass das Kreuzprodukt invariant bzgl. Rotationen
in R? ist. Davon folgt, dass diese Relation zwischen den drei Vektoren v, w und v x w
eigentlich immer gilt, nicht nur wenn v € R x {(0,0)} und w € R? x {0}.

Die Rotation] eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes X = (X1, X2, X3) auf 4 < R?
ist dann ein weiteres Vektorfeld rot X : U — R3 definiert durch

0X3 0Xy X1 X3 0Xs axl)

Vx X:=rotX := _
8 ro (83:2 a$3 ’ 5563 83:1 ’ axl 83:2

Die Divergenz und Rotation spielen die Hauptrollen in den folgenden klassischen Sétzen
iiber Integrale. Die Aussagen betreffen Untermannigfaltigkeiten von R"”, ein Begriff, den
wir im néchsten Abschnitt wiederholen werden. Fiir eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M < R™ bezeichnen wir mit vol, das Mafl auf M, das durch den Begriff “k-
dimensionales Volumen” von Teilmengen F < M definiert wird; diese Definition hat eine
gewisse intuitive Bedeutung, muss aber in den folgenden Abschnitten noch konkretisiert
werden. Im Spezialfall einer offenen Teilmenge M < R™ ist M eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, und vol,, bedeutet dann einfach das Lebesgue-Maf.

Satz 1.2 (Divergenzsatz von GauB-Ostrogradski). Sei X : U — R™ ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U < R™, und sei Q < U der kompakte
Abschluss einer offenen Teilmenge in U mit der Figenschaft, dass der Rand 0} < U
von Q eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Wir definieren
v : 002 — R"™ durch die Bedingung, dass v(x) fiir x € 092 das eindeutige auswirts gerichtete
Einheitsvektor orthogonal zu 02 ist. Dann gilt:

f divX dvol,, = f X,v)dvol,_ .
Q o0

Satz 1.3 (Integralsatz von Stokes). Sei X : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf einer offenen Teilmenge U < R3, und sei ¥ < U eine kompakte glatt eingebette Fliche
mit Rand 0%. Dazu seiv : ¥ — R3 ein Vektorfeld entlang ¥ mit der Eigenschaft, dass v(x)
fiir jedes x € ¥ Norm 1 hat und orthogonal zu % ist, und sei t : 0¥ — R3 das eindeutig
dadurch bestimmte Vektorfeld auf 0%, so dass t(x) fir jedes x € 0% ein Finheitsvektor
tangential zu 0¥ ist und t(x) x v(x) in Richtung auswdrts bzgl. ¥ deutet. Dann gilt:

f {rot X, v) dvoly = f (X, t)dvol;.
% 0%

Bemerkung 1.4. Satze und [[L3]tauchen oft in der theoretischen Physik auf, vor allem in
der Elektrodynamik, wo sie wichtige Rollen bei den klassischen Maxwell-Gleichungen fiir
die Evolution von elektrischen und magnetischen Feldern spielen. In der Physik-Literatur
ist die gewohnliche Schreibweise etwas anders, z.B. werden die Formeln in beiden Sétzen
oft in so einer Form wie

fﬂ(v.X)dv = ;ﬁgX-da, g(v x x).da:(ix_dl

geschrieben. Hier ist der Divergenzsatz auf den Fall n = 3 spezialisiert, und die Wieder-
holung des Integralzeichens soll die Dimension der Mannigfaltigkeit vermitteln, iiber die

Y4m Englischen: curl
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man integriert. Wenn diese Mannigfaltigkeit geschlossen ist, d.h. kompakt und ohne Rand,
schreibt man z.B. § statt {. Im Symbol dV bezieht sich “V” auf den Begriff “Volumen”
in R3; es handelt sich hier um das Lebesgue-Maf. Die Symbole da und dl werden von
Physikern gern als “infinitesimale Vektoren” bezeichnet, kénnen aber konkreter als “vek-
torwertige Mafle” interpretiert werden—sie verbinden das natiirliche durch Fldcheninhalt
(a = “area”) bzw. Linge (1 = “length”) definierte Maf auf der entsprechenden Mannigfal-
tigkeit mit dem Normalvektor v bzw. dem Tangentialvektor t. Die resultierenden Integrale
werden oft Flichenintegral bzw. Kurvenintegral genannt.

Beide Siétze sind Korollare einer einzigen Formel, die unter Mathematikern einfach als der
Satz von Stokes bekannst ist: sie lautet

JM = LM . o

Hier ist M im Allgemeinen eine kompakte n-dimensionale orienterte glatte Mannigfal-
tigkeit mit Rand 0M, w ist eine sogenannte (n — 1)-Form auf M, und dw eine n-Form,
die sogenannte duflere Ableitung von w. Wir werden in den néichsten Abschnitten kliaren
miissen, was genau eine n-Form ist, wie das Integral davon auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit definiert ist, warum die Formel () stimmt, und was das alles mit Vek-
torfeldern und Divergenz und Rotation zu tun hat.

Das Erste, was man iiber die Formel (II) wissen muss, ist, dass sie die natiirliche Verallge-
meinerung vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir héher-dimensionale
Integrale ist. Dabei gibt es ein paar Aspekte, die in hoheren Dimensionen interessanter
sind, z.B.: jede stetige Funktion auf R hat eine Stammfunktion, aber nicht jedes Vektorfeld
auf R" ist der Gradient einer Funktion. In der abstrakteren Sprache von Differentialformen
folgt das davon, dass nicht jede n-Form die dufiere Ableitung einer (n — 1)-Form ist, aber
die notwendigen Bedingungen dafiir sind einfach zu formulieren, und unter bestimmten
Voraussetzungen topologischer Natur sind diese Bedingungen auch hinreichend. Hier noch
eine Aussage zur Konsequenzen davon fiir die Operatoren grad, div und rot:

Satz 1.5. Sei U  R? eine offene Teilmenge.

1. Fir jede Funktion f :U — R von der Klasse C? gilt V x (Vf) = 0.

2. Fiir jedes Vektorfeld X : U — R3 von der Klasse C? gilt V- (V x X) = 0.

Des Weiteren gilt Folgendes unter der zusitzlichen Bedingung, dass U < R? ein offener
Quader (a1,b1) x (az,b2) x (as,bs) istf]

1. Ist X : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit V x X = 0, dann existiert
eine C?-Funktion f:U — R mit Vf = X.

2. Ist X : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit V - X = 0, dann existiert
ein stetig differenzierbares Vektorfeld Y :U — R3 mit V x Y = X.

*Unser Beweis dieses Satzes wird die Annahme U = (a1, b1) x (az,b2) x (as, b3) direkt nutzen, aber mit
ein bisschen mehr Anstrengung koénnte diese Annahme mit verschiedenen schwécheren Voraussetzungen
ersetzt werden, z.B. die Aussage gilt fiir alle konvezen Teilmengen U — R3, im Grunde weil ein Quader
konvex ist und alle konvexen Teilmengen von R? diffeomorph sind. Die richtige Voraussetzung fiir den
zweiten Teil dieses Satzes ist wirklich eine topologische Bedingung: es gilt, wenn die Teilmenge I/ — R?
zusammenziehbar (auf Englisch: “contractible”) ist. Das werden wir hier nicht beweisen.
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Aufgabe 1.6. Beweisen Sie die Formeln V x (Vf) =0 und V- (V x X) = 0 in der ersten
Hilfte von Satz Warum miissen wir hier annehmen, dass f bzw. X von der Klasse C?
ist, d.h. warum reicht es nicht, wenn V f bzw. V x X nur differenzierbar (aber nicht stetig
differenzierbar) ist?

1.2 Untermannigfaltigkeiten von R"

Der Begriff m-dimensionale Mannigfaltigkeit kam schon mal in Analysis II vor, insb. in
Zusammenhang mit dem Satz iiber implizite Funktionen, und wir werden diesen Zusam-
menhang unten kurz wiederholen. Grob gesagt ist eine m-Mannigfaltigkeit eine Menge,
die in lokalen Umgebungen immer durch m reellen Koordinaten beschrieben werden kann.
Die genaue Definition des Begriffs “Kurve” wird dann “Mannigfaltigkeit von Dimensi-
on 17, und analog soll das Wort “Fldache” eigentlich “Mannigfaltigkeit von Dimension 2”
bedeuten. Das einfachste Beispiel einer Teilmenge in R™, die als m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit betrachtet werden kann, ist der m-dimensionale lineare Unterraum

R™ x {0} := {(#1,...,2m,0,...,0) e R" | (21,...,2m) € R™} < R™. (2)

Aber eine Untermannigfaltigkeit muss nicht immer so “flach” sein wie dieser Unterraum;
sie darf auch “gekriimmt” sein. In der folgenden Definition erlaubt man diese Kriimmung,
indem man das Bild der Menge in (2)) unter einer differenzierbaren Transformation be-
trachtet. Insofern dient der Unterraum in (2)) als lokales Modell fiir jede m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit in R", aber die Untermannigfaltigkeit selbst muss nicht so flach
aussehen.

Definition 1.7. Es seien n > m > 0 ganze Zahlen und k € N u {o0}. Eine Teilmenge
M < R” heifit eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R”, falls es zu
jedem Punkt p € M eine Umgebung & < R™ von p und einen C*-Diffeomorphismus
@ : U — V nach einer offenen Teilmenge V < R"™ gibt, so dass

MU= (R™ x {0}),

wobei R™ x {0} < R™ der in (2)) definierte Unterraum bezeichnet. Wir nennen M auch
eine Untermannigfaltigkeit von Dimension m und von der Klasse C* und der
C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V heiBt eine Karte fiir M um den Punkt pE

Im Fall k& = o0 heifit M auch eine glatte Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung 1.8. Im Allgemeinen ist der Begriff Mannigfaltigkeit etwas abstrakter als bei
der obigen Definition, z.B. ist eine Mannigfaltigkeit i.A. ein topologischer Raum an sich,
und muss nicht als Teilmenge eines Euklidischen Raums gegeben sein. Dieser abstraktere
Begriff von Mannigfaltigkeit ist Hauptthema von Vorlesungen iiber Differentialgeometrie
oder Differentialtopologie, aber in der jetzigen Vorlesung werden wir nur Mannigfaltigkei-
ten betrachten, die als Teilmengen von Euklidischen Réumen vorkommen und deswegen
die Bedingungen in Definition [L.7] erfiillen. Unter diesem Umstand erlauben wir uns auch
die Terminologie manchmal zu verkiirzen, indem wir statt “m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™” einfach m-Mannigfaltigkeit schreiben ]

3Im Englischen heiBt Mannigfaltigkeit “manifold”, und Karte heiBt “chart”. Letzteres darf man nicht
mit dem Wort “map” verwechseln, das im mathematischen Kontext nicht Karte sondern Abbildung be-
deutet.

4Eigentlich haben wir keine Allgemeinheit verloren, denn laut einem grundlegenden Satz in der Diffe-
rentialtopologie sind alle abstrakten m-Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu m-dimensionalen Untermannig-
faltigkeiten von R™ fiir n > m hinreichend grof. Aber das muss man fiir die Zwecke dieser Vorlesung nicht
wissen.
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Bemerkung 1.9. Wenn eine Mannigfaltigkeit ohne das Wort “glatt” oder das Prifix “C*”
erwihnt wird, sollten Sie in der Regel davon ausgehen, dass es sich um eine glatte Man-
nigfaltigkeit handelt. Diese Konvention ist auch in der Differentialgeometrie iiblich, wo
man meistens nur glatte Mannigfaltigkeiten betrachtet. Man spricht auch manchmal von
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, um die Differenzierbarkeit der Karten zu betonen
und diesen Begriff vom allgemeineren Begriff der topologischen Mannigfaltigkeiten zu un-
terscheiden, bei denen die Karten Homéomorphismen aber nicht unbedingt differenzierbar
sein miissen.

Definition 1.10. Eine m-Mannigfaltigkeit heifit eine Kurve im Fall m = 1 und eine
Fliche im Fall m = 2.

Bemerkung 1.11. In manchen Quellen werden auch Bilder in R™ von bestimmten nicht-
injektiven C*-Funktionen auf Gebieten in R bzw. R? als “Kurven” bzw. “Flichen” be-
zeichnet. Um Definition [LI0 von diesem allgemeineren Begriff zu unterscheiden, fiigen wir
manchmal die Adjektive “eingebettet” vor “Kurve” bzw. “Fliache” ein.

Definition 1.12. Sei M — R” eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R”
und p € M ein Punkt. Der Tangentialraum von M im Punkt p ist der m-dimensionale
Vektorraum

T,M := {X e R" | X =+/(0) fiir ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion
7 : (—€,€) — R” mit Bild in M und ~(0) = p}.

In anderen Worten: T),M ist die Menge aller Vektoren in R", die als Geschwindigkeits-
vektoren von stetig differenzierbaren Wegen in M durch p vorkommen. Dass T,M < R"
tatsdchlich ein linearer Unterraum ist, sieht man wie folgt. Sei ¢ : Y — V eine Karte um p,
also ¢ ist ein C*-Diffeomorphismus fiir ein k > 1 mit p e & und M nU = o1 (R™ x {0}).
Fiir eine beliebige C!'-Funktion v : (—e¢,€) — R mit Bild in M und 7(0) = p diirfen wir
durch Verkleinern von € > 0 0.B.d.A. ~(t) € U fiir alle t € (—¢,€) annehmen, und dann
ist p oy : (—€,¢) = V eine stetig differenzierbare Funktion nach R™ mit Bild im linea-
ren Unterraum R x {0}. Es folgt, dass (¢ o )’(0) auch in R™ x {0} ist, und wegen der
Kettenregel, 7/(0) = Do~ (p(p))(p © ) (0). Aber (¢ o) (0) kann ein beliebiger Vektor
in R™ x {0} sein, denn fiir jedes Y € R™ konnte man z.B. € > 0 hinreichend klein wéhlen
und dann y(t) := ¢~ 1 ((p) + (tY,0)) fiir t € (—¢, €) definieren. Dieses Argument beweist:

T,M = Do~ (¢(p)) (R™ x {0})

also ist T, M das Bild eines linearen Unterraums unter dem linearen Isomorphismus Do~ ((p)) :
R™ — R™, und ist daher auch ein linearer Unterraum.

Beispiel 1.13. Jede offene Teilmenge U < R"™ ist eine glatte n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Hier reicht es, eine einzelne Karte zu definieren, ndmlich die Identitdtsabbildung
U — U. Jeder Punkt p € U hat dann Tangentialraum 7, M = R".

Beispiel 1.14. Die Menge der Einheitsvektoren in R®! ist eine glatte n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, die sogenannte n-Sphire

S™ = {(x1,...,Tns1) e R™*! ‘ i a2k = 1},
und der Tangentialraum in einem Punkt x € S™ ist das orthogonale Komplement von x
in R+
T S" = {veR"! | (v,x) =0}.

Beide Aussagen konnen ziemlich direkt bewiesen werden, aber sie folgen auch als leichte
Anwendungen von Satz [[L.T5] unten.
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Beispiele wie S™ < R™*! sind am einfachsten durch die folgende Variante des Satzes iiber
implizite Funktionen zu verstehen, der oft als Satz iber den reguldren Wert] gekennzeich-
net wird:

Satz 1.15. Sei O c R™ eine offene Teilmenge, f : O — RY eine C*-Funktion fir k e N,
und y € RY ein reguldrer Wert von f, d.h. Df(x) : R* — RY ist fiir alle x € f~'(y)
surjektiv. Dann ist M := f~l(y) eine (n — q)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
von R™, und fiir jedes x € M gilt Tx M = ker D f(x).

Beweis. Die Aussage ist ein leichtes Korollar vom Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus,
auch bekannt als der Umkehrsatz (s. [Baul2l §6.5]). Sei xo € f~!(y), mit Df(xq) : R* —
RY surjektiv. Der Kern dieser linearen Abbildung ist dann ein (n —¢)-dimensionaler Unter-
raum K := ker D f(x0) < R", also kénnen wir einen linearen Isomorphismus ® : K — R" ¢
wihlen. Dazu wihlen wir eine lineare Projektion IT : R® — K und betrachten die C*-
Funktion ¢ : O — R"7% x R? = R™ gegeben durch

p(x) = (PI(x —x0), f(%)) -

Dann gilt
Do(xo)v = (PIv, D f(x0)v)

und die rechte Seite verschwindet genau dann, wenn v € ker D f(x9) = K und zugleich
IIv = 0, was zusammen v = 0 impliziert. Das Differential Dyp(xg) : R" — R™ ist also
injektiv, und daher ein Isomorphismus. Es folgt nun vom Umkehrsatz, dass ¢ einen C*-
Diffeomorphismus von einer Umgebung & < O von xg nach einer Umgebung V < R™ von
©(x0) = (0,y) definiert, und x € f~!(y) genau dann, wenn o(x) € R"~? x {0}, also kann
©ly : U — V als Karte betrachtet werden.

Die Kettenregel impliziert fiir jeden stetig differenzierbaren Weg  : (—¢, €) — R™ mit Bild
in M = f~(y) und v(0) = xo,

Df(x0)y'(0) = (fo)'(0) = 2y =0,
also folgt Tx,M < ker Df(x¢). Da Tx,M und ker Df(x() beide Vektorrdume mit der
gleichen Dimension n — ¢ sind, sind sie daher gleich. U

Aufgabe 1.16. Beweisen Sie als Anwendung von Satz [LT5] alle Aussagen iiber die n-
Sphire in Beispiel [L.141

Andererseits sind manche Beispiele nicht sofort als Niveauflichen zu realisieren, aber besser
durch Parametrisierungen:

Beispiel 1.17. Wir parametrisieren einen Kreis in der xy-Ebene in R3 durch v(6) :=
(cosf,sinf,0) € R? fiir # € R, und bezeichnen die Basisvektor in die z-Richtung mit
e, := (0,0,1). Der 2-dimensionale Torus T? < R? kann dann als Bild (s. Abbildung [
der folgenden Funktion f : R? — R3 definiert werden:

(2 4 cos ¢) cos 0
f(0,0) :=2v(0) + (cosp)v(f) + (sinp)e, = | (2 + cos¢p)siné
sin ¢

5Fiir eine C'-Funktion R™ S U %> R heifit x € U ein kritischer Punkt von f, falls Df(x) : R® — R?
nicht surjektiv ist, und der Punkt f(x) € R? heifit in diesem Fall ein kritischer Wert. Ein Punkt y € R?
heiflt genau dann ein regulédrer Wert, wenn er kein kritischer Wert ist.
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Abbildung 1: Der Torus T? c R3.

Satz 1.18. Sei O c R™ eine offene Teilmenge, f : O — R" eine C*-Funktion fiir
k € N, und xg € O ein Punkt, in dem das Differential Df(xg) : R™ — R"™ injektiv ist.
Dann hat x¢ eine Umgebung V < O, so dass ¥ := f(V) < R" eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit von R™ ist, und fiir jedes x € V ist Trx)2 < R" das Bild von
Df(x):R™ — R"

Beweis. Wir wihlen einen (n —m)-dimensionalen Unterraum V' < R™ komplementér zum
Bild der injektiven Abbildung D f(xg) : R™ — R"™, und einen Isomorphismus ¢ : R"™"™ —
V. Die Funktion F': O x R*™™ — R" gegeben durch

F(x,y) := f(x) + @y

erfiillt dann
DF(x0,0)(v,w) = Df(x0)v + ®w,

also ist DF(xp,0) : R™ @ R"™"™ — R" surjektiv, und daher ein Isomorphismus. Es folgt,
dass F einen C*-Diffeomorphismus von einer Umgebung V' < O x R*™™ von (xg, 0) nach
einer Umgebung Y < R™ von F(x0,0) = f(Xo) definiert. Sei V := {x € O | (x,0) € V'}. Da
Flyr : V' — U bijektiv ist, ist ein Punkt z € U genau dann in f(V), wenn z € F(V x {0}),
also ist ¢ := (F|y»)™1 : U — V' eine Karte um f(xg).

Die Injektivitét von D f(xg) ist eine offene Bedingung, und da D f stetig ist, kénnen wir
dann fiir eine hinreichend kleine Umgebung V < O von xy 0.B.d.A. annehmen, dass
Df(x) fiir jedes x € V injektiv ist. Fiir einen beliebigen stetig differenzierbaren Weg
v:(—€,€) >V mit y(0) =x e Vist foy:(—ee€) — R” ein stetig differenzierbarer Weg
durch f(x) mit Bild in ¥ = f(V), also folgt

(fo7)'(0) = Df(x)7(0) € Ty %,

was zeigt, dass das Bild von Df(x) : R™ — R" ein Unterraum von Ty ()% ist. Da beide
Vektorrdume von der gleichen Dimension m sind, sind sie also gleich. U

Aufgabe 1.19. Zeigen Sie als Anwendung von Satz [[I8] dass der Torus T? < R? in
Beispiel [L17] eine glatte 2-Mannigfaltigkeit ist.

6Satz [I8) ist nur zur Information, aber kam in der Vorlesung nicht vor.
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2 Integration in lokalen Koordinaten

Der Begrift Differenzierbarkeit wurde bisher nur fiir Funktionen auf offenen Teilmengen
von Euklidischen Rdumen definiert. Wenn M < R” eine Untermannigfaltigkeit von Di-
mension m < n ist, dann ist M keine offene Teilmenge, aber wir mochten trotzdem sagen
konnen, ob eine Funktion f : M — R differenzierbar bzw. glatt ist. Dafiir brauchen wir
lokale Koordinaten.

2.1 Karten und Koordinaten

Sei M < R™ eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit und ¢ : U — V eine Karte,
also ist ¢ von der Klasse C*, und es gilt M nU = ¢~ (R™ x {0}). Die Einschriinkung
von ¢ auf M n U kann dann in der Form ¢|yr~y = (2,0) fiir eine eindeutig bestimmte
R™-wertige Funktion

= (1, ..,&p): MU —->R"

geschrieben werden. Diese Funktion ist eine Bijektion von O := M n U (eine offene Teil-
menge von M) nach der offenen Menge

Wi=2(0) = {(t1,...,tm) ER™ | (t1,. .., tm,0,...,0) € V} < R™.

Ihre Komponentenfunktionen x1,...,%,;, : O — R heiflen lokale Koordinaten auf O,
und zusammen bilden sie ein Koordinatensystem auf O[1 Jeder Punkt p € O kann jetzt
eindeutig durch die Werte seiner m Koordinaten bestimmt werden:

M>0sp «— z(p) = (z1(p),...,zm(p)) e W R™.

Das Koordinatensystem = = (x1,...,2y,) : O — W macht es moglich, eine Funktion
f: M — R in der Region O < M mit einer Funktion auf einer offenen Teilmenge von R
zu identifizieren, ndmlich die Funktion

foim for i W SR, (3)
die auch eindeutig durch die Relation

fe(x1(p),...,xm(p)) = f(p) fir peO

bestimmt wird. Wir nennen f, die Koordinatendarstellung von f bzgl. des Koordina-
tensystems x.

Definition 2.1. Sei M < R eine C*-Untermannigfaltigkeit und 0 < ¢ < k. Eine Funktion
f: M — R ist von der Klasse C’, falls fiir jedes lokale Koordinatensystem z : © — W
auf M, die Koordinatendarstellung f, : W — R eine Funktion von der Klasse C* ist. Im
Fall £ = k = oo heifit f auch eine glatte Funktion auf M. Wir schreiben

C*(M) := {f M —> R ’ f ist von der Klasse Cg}.

"In der Theorie abstrakter Mannigfaltigkeiten wird das Wort Karte eigentlich mit der gleichen Bedeu-
tung wie unser Wort Koordinatensystem verwendet. Weil wir in dieser Vorlesung nur Untermannigfaltig-
keiten von R™ betrachten, haben wir das Wort Karte etwas spezifischer definiert, als in der Differential-
geometrie iiblich wire.
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Hier gibt es ein bisschen Diskussionsbedarf, ob diese Definition sinnvoll ist und warum es
nicht auch fiir ¢ > k formuliert wurde. Es geht darum, inwiefern die Bedingung f, € C*
unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems x ist.

Definition 2.2. Wir betrachten zwei lokale Koordinatensysteme
M>0, 5W,cR",  M>0,-%W,cR"

auf der m-dimensionalen C*-Untermannigfaltigkeit M < R". Falls O, n O, # &, dann
sind (O, N Oy) und y(O, N O,) zwei nichtleere offene Teilmengen von R, und wir nennen
die verkniipfte Abbildung

o —1
R™ > 2(0, n 0,)) ™ y(O, N O,) = R™
einen Karteniibergang.

Proposition 2.3. Auf einer C*- Untermannigfaltigkeit M < R™ sind alle Karteniiberginge
C*-Diffeomorphismen.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die zwei Koordinatensysteme in Definition durch
Karten ¢, : U, — V, und ¢, : U, — V, bestimmt sind, was heift,

O:v =M ﬁux, me|(91 = (3:,0) und Oy =M muy, pr|(9y = (y,O).

Da ¢, und ¢, beide C*-Diffeomorphismen sind, so ist auch die Verkniipfung

o=l
R" 2V, D (U nUy) i oy(Uy nUy) < Vy < R™

Die Einschréankung von diesem Diffeomorphismus auf der Schnittmenge von ¢, (U, N U,)
mit R™ x {0} ist (y o 71, 0), also folgt, dass der Karteniibergang 3 o ="' auch ein C*-
Diffeomorphismus ist. U

Wenn f : M — R auf einer gegebenen offenen Teilmenge O < M zwei Koordinatendar-
stellungen f, : W, — R und f, : W, — R zuléisst, dann folgt direkt aus der Definition der
Koordinatendarstellung in (3] die Relation

fo=fyolyoz™), (4)

wobei y ozt : W, — W, nach Proposition 2.3 ein C*-Diffeomorphismus ist. Da C*-
Funktionen fiir ¢ < k auch von der Klasse C¢ sind und Verkniipfungen von zwei C%-
Funktionen auch von der Klasse C* sind, haben wir jetzt die folgende Konsequenz: fiir
jedes £ < k ist f, von der Klasse C* genau dann, wenn fy von der Klasse C* ist. Anders
gesagt, die Bedingung “f € C*” ist fiir £ < k nicht abhingig von der Wahl der lokalen
Koordinaten. Andererseits sieht das bei £ > k anders aus: wenn einige Karteniiberginge
k < oo stetige Ableitungen aber nicht mehr haben, dann wird es wegen () fiir die meisten
Funktionen f unmdoglich sein, dass alle ihre Koordinatendarstellungen von der Klasse C*
sind. Aus diesem Grund steht die Einschrankung ¢ < k in Definition 2.1} der Begriff
“C*-Funktion” auf einer C*-Mannigfaltigkeit ist wirklich nur sinnvoll, wenn ¢ < k.

Bemerkung 2.4. Die obigen Bemerkungen zu Definition 2.1l sind der Hauptgrund, warum
man in der Differentialgeometrie oft nur glatte Mannigfaltigkeiten betrachtet. Diese Ein-
schriankung ist fiir die meisten Zwecke nicht wesentlich, aber es vereinfacht Vieles, wenn
man nicht stdndig aufpassen muss, dass man nicht 6fter differenziert als die Mannigfaltig-
keit erlaubt.
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Die Umkehrabbildung von einem Koordinatensystem = : O — W < R™ ist eine lokale
Parametrisierung

Y=z W->0c M.

Eine Parametrisierung 1 kann immer in der Form ¥(t1, ..., tm) = o (1, .., tm,0,...,0)
fiir eine Karte ¢ : i — V geschrieben werden, und ist deswegen eine C*-Funktion nach R™
mit Bild in M (vgl. Satz [LI8). Sind ¢, = 271 : W, — O, und ¢, = y~1 : W, — O, zwei

Parametrisierungen mit dem selben Bild O, = O, < M, dann erfiillen sie die Relation

% = % % (y o x—l)’ (5)

d.h. jede ist die Verkniipfung der Anderen mit einem C*-Diffeomorphismus, némlich dem

Karteniibergang y o L.

Aufgabe 2.5. Beweisen Sie: ist © = (21,...,%y) : O — R™ ein lokales Koordinatensy-
stem auf einer C*-Untermannigfaltigkeit M < R™, dann sind die Koordinaten x1, ...,z :
O — R selbst Funktionen von der Klasse C* auf O < M.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie: ist M < R” eine C*-Untermannigfaltigkeit und f : R® — R
eine Funktion von der Klasse C* fiir £ > k, dann ist f|p; : M — R von der Klasse C*.

2.2 Koordinatenunabhingige Integration in Dimension 1

Sei M < R" eine 1-Mannigfaltigkeit, O < M eine offene Teilmenge mit einer Koordinate
M>0 -5 W, cR und f : M — R eine stetige Funktion mit kompaktem Triiger
in O. Als erster Versuch fiir eine Definition von SM f konnte man einfach die Koordina-
tendarstellung von f integrieren, d.h. SM f= SWI f«(t) dt. Hier soll das Integral auf der
rechten Seite als gewOhnliches Lebesgue-Integral der Funktion f, iiber einem Gebiet in R
betrachtet werden, und dieses Integral existiert auf jeden Fall, denn f, = foz™!: W, - R
ist stetig und hat kompakten Trager. Aber wir haben das folgende Problem: wenn eine
zweite Koordinate M > O -4 Wy < R auf der gleichen Teilmenge definiert ist, konnten
wir statt f, die Koordinatendarstellung f, integrieren, und die Antwort wire nicht gleich:

die zwei Darstellungen sind durch () miteinander verwandt, und im Allgemeinen gilt

fa(t) dt = W fyo(?/Ol"_l)(t)dt3‘é fy(t) dt.

We Wy

Man kann hier fast die Substitutionsregel fiir Integrale in einer Dimension erkennen, aber
es fehlt etwas: fiir eine richtige Substitution briauchte der Integrand auf der linken Seite
noch |%(y o x_l)(t)|. Dieses Gedankenexperiment zeigt, dass das Integral einer Funkti-
on auf einer 1-Mannigfaltigkeit im Allgemeinen koordinatenabhéngig ist, was in diesem
Kontext bedeutet, dass es nicht eigentlich definiert werden kann. Man kann doch ein ko-
ordinatenunabhéingiges Integral auf 1-Mannigfaltigkeiten definieren, aber die Objekte, die
man integriert, sind nicht reellwertige Funktionen.

Definition 2.7. Eine 1-Form X auf einer Untermannigfaltigkeit M < R" ist eine Zuord-
nung, welche in jedem Punkt p € M eine lineare Abbildung

Ap : T,M — R
auszeichnet. Wir nennen A stetig, wenn fiir jede lokale Parametrisierung R™ > W 2,
O c M und jedes j = 1,...,m, die Funktion
W=R, x> Ay (09(x))

stetig ist. Der Tréger von X ist der Abschluss der Menge {p e M | A\, # 0} < M.

10
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Sei jetzt M < R™ nochmal eine 1-Mannigfaltigkeit, R > W, Yo, 0 ¢ M eine lokale
Parametrisierung und A eine stetige 1-Form auf M mit kompaktem Tréger in O. Unser
zweiter Versuch fiir die Definition eines Integrals {iber M lautet:

_[ - j' N (W (8)) d. (6)
M We

Hier ist nochmal die rechte Seite als gewohnliches Lebesgue-Integral einer stetigen Funk-
tion mit kompaktem Tréger iiber einem Gebiet in R zu verstehen. Ist diese Definition ko-

ordinatenunabhéngig? Nehmen wir an, es gibt eine zweite Parametrisierung R > W, S,
O < M von der selben Teilmenge O. Dann sind v, und v, durch Verkniipfung mit dem
Karteniibergang 7 := yoz™' : W, — W, wie in (Bl) verwandt, und es gilt,

/ ’ ' / dr
J,, Moo N de = [ Neyerto () 7O e = | Ny (0o 7(0) G

= | A () dr

Yy

wobei das Vorzeichen genau dann stimmt, wenn der Karteniibergang 7 = y o 2~! positive
Ableitung hat. Bis auf dieses Detail mit dem Vorzeichen scheint unsere Definition von
§,s A tatséchlich unabhéngig der Wahl der Parametrisierung zu sein. Fazit: das Integral
einer Funktion iiber eine 1-Mannigfaltigkeit ist nicht wohl definiert, aber fiir das Integral
einer 1-Form gibt es Hoffnung!

Wir sagen noch ein Wort zur geometrischen Motivation fiir den Begriff “1-Form” in Ver-
bindung mit Integration auf 1-Mannigfaltigkeiten. Fiir jeden Punkt p € M < R" in ei-
ner Untermannigfaltigkeit dient sein Tangentialraum T, M (oder besser gesagt: der affine
Raum p + T,M < R") als “lineare Approximation” von M in einer Umgebung von p. Im
Fall dim M = 1 liefert eine 1-Form A u.a. ein translationsinvariantes Maf 11, auf jedem
Tangentialraum 7, M: dieses Mafl wird eindeutig durch die Bedingung

up(Ex) == |NX)| fir Ex:={tXel,M|tel0,1]} cT,M

bestimmt. Analog werden die iiber einer m-Mannigfaltigkeit zu integrierenden Objekte ein
translationsinvariantes Maf3 auf jedem m-dimensionalen Tangentialraum 7, M definieren.
Wir wissen schon im Prinzip, wie alle solche Mafle aussehen: im Euklidischen Raum R™
sind sie Vielfache des Lebesgue-Mafles m, das fiir beliebige Vektoren Xi,...,X,, € R™
durch

m(Ex,,. . .x,) = |Det (X1 ... Xn) (7)

fiir das Parallelipiped Ex, . x,, 1= {t1X1 + .o+t X | t1,...,tm €0, 1]} < T,M cha-
rakterisiert werden kann. Die Determinante in dieser Formel kann als antisymmetrische
multilineare Funktion ihrer Spalten betrachtet werden, was den Hinweis gibt, dass wir anti-
symmetrische multilineare Funktionen auf den Tangentialréumen T, M betrachten sollten.

2.3 Antisymmetrische multilineare Abbildungen

Die obigen Betrachtungen zu translationsinvarianten Mafien auf Tangentialriumen fiithren
uns zu den folgenden Begriffen.

11
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Definition 2.8. Sei V ein reeller Vektorraum und m € N. Eine m-fach multilineare Ab-
bildung w : V x ... x V — R heifit antisymmetrisch, falls sie die Relation
_

m
W(Xl,...,XZ',...,Xj,...,Xm) = *W(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xm)

fir alle Xq,..., X, € Vund 1 < i < j < m erfiillt, d.h. w dndert sich bei Vertauschung
zwei der Variablen nur durch ein Vorzeichen. Der Vektorraum aller antisymmetrischen
m-fach multilinearen Abbildungen V' x ... x V — R wird mit

ATVE bzw. A™TFM im Fall V' = T,M
bezeichnet. Wir erweitern diese Definition auf den Fall m = 0 durch A°V* := R bzw. AT M =
R.
Wir werden spéter die Algebra von antisymmetrischen multilinearen Abbildungen ausfiihrlicher
besprechen, und u.a. das folgende einfache Resultat beweisen:

Lemma 2.9. Fir einen reellen Vektorraum V von Dimension m = 0 gilt dim A™V* = 1.

Korollar 2.10. Sei V < R"™ ein m-dimensionaler linearer Unterraum, w € A™V™ und

A € GL(m,R) eine invertierbare Matriz. Fir vy,...,v,, € V definieren wir neue Vektoren
vi,...,vl €V durch die Matrizrelation
(Vi o Vi) =(vi o vin) A

Dann gilt: w(vy,...,v],) =w(v1,...,Vy) Det(A).

Beweis. Wir wihlen einen Isomorphismus V' — R™ und identifizieren V' dadurch mit R™.
Unter dieser Identifikation wird w ein Element von A™(R™)*, der Laut Lemma [2.9] ein

1-dimensionaler Vektorraum ist, also kénnen wir jetzt
w(Vi, ..., Vy) = cDet (v1 i vm)

fiir eine Konstante ¢ € R schreiben. Die Relation folgt dann von der Formel Det(BA) =
Det(B) - Det(A). O

3 Integration von Differentialformen

3.1 Differentialformen

Mit der Notation von §2.3] kann man eine 1-form A auf einer Mannigfaltigkeit M als
Funktion betrachten, deren Wert ), in einem beliebigen Punkt p € M ein Element des
Vektorraums AT, » M ist. Letzteres ist némlich der Raum aller antisymmetrischen 1-fach
multilinearen Abbildungen T,M — R, was nichts anderes als der Raum aller linearen
Abbildungen T,M — R ist. Mit der Idee von translationsinvarianten Maflen auf 7, M im
Hintergrund, verallgemeinern wir diesen Begriff jetzt wie folgt.

Definition 3.1. Sei ¢ > 0 eine ganze Zahl und M < R” eine C*-Untermannigfaltigkeit.
Eine Differentialform w von Grad ¢ auf M, oder kurz eine ¢-Form, ist eine Zuord-
nung, welche in jedem Punkt p € M eine reellwertige antisymmetrische g-fach multilineare
Abbildung

wp € NT7M

12
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auszeichnet. Die ¢-Form w ist von der Klasse Cf fiir ¢ < k — 1B wenn fiir jede lokale

Parametrisierung R™ > W Y, 0 c M und alle Ji,---,Jq € {1,...,m}, die Funktion
W — R, Xwa(x)(aﬁzp(x),... ,8jq1/1(x))
von der Klasse C? ist. Der Raum der g-Formen von der Klasse C* auf M wird mit
QM) bzw. QIM):= Q% (M) im Fall k = oo
bezeichnet. Der Tréger einer ¢-Form w ist der Abschluss der Menge {p € M | w, # 0}.

Bemerkung 3.2. Nach der in Definition 2.8 gegebenen Konvention AT » M = R ist eine
0-Form auf einer Mannigfaltigkeit M einfach eine Funktion f : M — R.

3.2 Integration einer m-Form durch Parametrisierung

Die lokale Definition des Integrals einer 1-Form iiber einer 1-Mannigfaltigkeit ldsst sich

jetzt wie folgt verallgemeinern. Sei M < R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit von Dimensi-

on m, R™ > W, Y2, O < M eine lokale Parametrisierung, und w € *(M) eine stetige

m-Form mit kompaktem Trager in O. Als Integral von w iiber M definieren wir nun

f w::f W) (210a(t), - Omtoa(£)) dty . dby, € R, (8)
M T

wobei die rechte Seite ein gewohnliches Lebesgue-Integral einer stetigen Funktion mit
kompaktem Triger iiber einer offenen Teilmenge W, < R™ ist. Wir behaupten: diese
Definition ist (bis auf ein kleines Detail) unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung.

Sei also R™ > W, Yy, O < M eine zweite Parametrisierung der gleichen Teilmenge O <
M, verwandt mit v, durch 1, = 1,01, wobei der Karteniibergang 7 := yor™t: W, — Wy
ein C*-Diffeomorphismus ist. Dann gilt:

f wwz(t) (81w$(t), ey amwx(t)) dtl ce dtm

x

= f Wy, or(t) (O1(1y 0 T)(6), ..., O (Yy 0 T)(V)) dty ... dy,

x

= J;/V Wap, o7 (t) (010 (T(t)), . .., Omtby(T(t))) - Det DT (t) dty .. . dip,

x

wobei der Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile durch die Kettenregel und Korol-
lar 2101 erfolgt. Die Determinante Det D7(t) ist nirgendwo 0, da t — 7(t) ein Diffeomor-
phismus ist; falls diese Determinante iiberall positiv ist, dann fiihrt die Transformations-
formel jetzt zum Resultat

f ey (O10a(b), . Omtba(t)) ™t = fw Wy () 10y (P, - Oty (7))

x Yy
also dndert sich SM w tatsdchlich nicht, wenn wir es durch verschiedene lokale Parametri-
sierungen berechnen, solange die Karteniibergéinge y o z~! zwischen verschiedenen Para-
metrisierungen immer
DetD(yoz™ 1) >0 9)

erfiillen.

®Die Beschrinkung £ < k—1 liegt daran, dass die Definition von (M) von partiellen Ableitungen loka-
ler Parametrisierungen abhéingt, und auf einer C*-Mannigfaltigkeit sind diese Ableitungen maéglicherweise
nicht mehr als (k — 1)-mal differenzierbar.

13
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Aufgabe 3.3. Zeigen Sie: in der obigen Situation gilt auch (unabhngig von der Bedin-

gung (@)
J ‘wwz(t)(allba;(t),... ,amwx(t))‘ dmt = J ‘wwy(f)(alwy(r),... ,aml/Jy(T))’ me.
W, W,

x Yy

3.3 Orientierungen

Die Bedingung (@) weist auf eine Besonderheit von Integration auf Mannigfaltigkeiten hin,
die bei der Integration auf R™ kein Analogon hat. Das Integral einer m-Form w iiber einer
m-Mannigfaltigkeit M ist erst dann wohl definiert, wenn man auf M ein bisschen mehr
Struktur hat, ndmlich eine Orientierung.

Definition 3.4. Sei ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmen-
gen U,V < R". Die Transformation ¢ ist orientierungserhaltend, falls

DetDp > 0
iiberall gilt, und orientierungsumkehrend, falls
DetDy < 0

iiberall gilt.

Wir erldutern diese Unterscheidung durch einige Beispiele. Im Fall n = 1 ist ¢ genau
dann orientierungserhaltend, wenn ¢ eine wachsende Funktion ist; gleichfalls ist ¢ orien-
tierungsumkehrend, wenn ¢ eine fallende Funktion ist. Eine Rotation fs : R? — R? auf R?,
gegeben durch eine Matrix der Form

cosf) —sind
Ry := (sin@ cos 6 )

ist orientierungserhaltend, denn D fy(x) = Ry hat Determinante 1. Etwas allgemeiner kann
man sagen, jede invertierbare lineare Transformation f : R™ — R"”, die durch eine stetige
1-parametrige Familie {f; : R — R” }te[o,l] von invertierbaren linearen Transformationen
mit der Identitdtsabbildung R™ — R"™ verbunden werden kann, ist orientierungserhaltend:
das stimmt, weil jede der Transformationen f; in der Familie durch eine Matrix A; € R™*"
mit Det(A;) # 0 dargestellt werden kann, und die Einheitsmatrix 1 € R”*™ hat Det(1) =
1 > 0. Ein einfaches Beispiel einer orientierungsumkehrenden linearen Transformation auf
R? ist die Spiegelung gegeben durch die Matrix

(b 4):

die Determinante —1 < 0 hat. Jede Verkniipfung einer Rotation mit einer Spiegelung ist
aus diesem Grund orientierungsumkehrend. Ein Tausch von zwei Koordinaten in R",

(X1, Ty ey Ty ey @) 2 (X1, Ty oo Ty oo L),

ist auch immer orientierungsumkehrend, und kann sogar auch als Spiegelung bzgl. eines
bestimmten (n — 1)-dimensionalen Unterraums betrachtet werden.
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Definition 3.5. Ein Atlas auf einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M < R" ist
ein System von Karten {¢s : Uy — Va}aer mit der Eigenschaft

M c UUO“

ael

d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es unter den Karten ¢, fiir a € I mindestens eine Karte
um p. (In dieser Definition ist I eine beliebige Menge, mit deren Elementen die einzelnen
Karten im System gekennzeichnet werden.)

Jede Karte ¢, : U, — V, in einem Atlas bestimmt wie in §2.T]auch ein Koordinatensystem,
das wir im Folgenden mit M > O, =% W, < R™ bezeichnen. Die Mengen Op = M N U,
sind dann offene Teilmengen von M, und ihre Vereinigung | J,.; Oq ist M.

Definition 3.6. Ein Atlas {¢q : Uy — Valaer auf M < R™ ist orientiert, falls die
Karteniibergéinge x,, © x;l fiir o, 6 € I alle orientierungserhaltend sind.

Die Vereinigung von zwei Atlanten auf einer Untermannigfaltigkeit M < R"™ ist selbst ein
Atlas, aber es kann passieren, dass beide Atlanten orientiert sind und ihre Vereinigung
nicht orientiert ist. Man kann eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller orientierten
Atlanten definieren, wobei zwei orientierte Atlanten genau dann als dquivalent betrachtet
werden, wenn ihre Vereinigung auch orientiert ist.

Definition 3.7. Eine Orientierung auf M c R” ist eine Aquivalenzklasse von orientier-
ten Atlanten. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit, die mit einer
Orientierung versehen ist. Eine Mannigfaltigkeit M ist orientierbar, wenn mindestens
eine Orientierung auf M existiert. Eine Karte ¢ auf einer orientierten Mannigfaltigkeit
heifit eine orientierte Karte, wenn die Vereinigung von ¢ mit einem orientierten Atlas
aus der gegebenen Aquivalenzklasse auch ein orientierter Atlas ist.

Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn sie einen orientierten Atlas
zulisst. In einfachen Beispielen wie S? — R3 ist es nicht schwierig, einen orientierten At-
las explizit zu konstruieren (s. Beispiel B.8]). In allgemeineren Beispielen wie die Fliche
¥ < R? im Integralsatz von Stokes (Satz [[3) werden wir sehen, dass die Existenz ei-
ner Orientierung aus allgemeinen Prinzipien garantiert ist. Wir werden nichtorientierbare
Mannigfaltigkeiten in dieser Vorlesung grundsétzlich nicht betrachten, aber es ist wichtig
zu wissen, dass es sie auch gibt (s. Beispiel B.10]).

Beispiel 3.8. Wir konstruieren einen orientierten Atlas auf S?, der aus genau vier Karten
besteht. Die ersten zwei Karten ¢; : U; — V; (i = 1,2) werden aus den Kugelkoordinaten
(1,0, ¢) von Aufgabe 11.1 (Ubungsblatt 11) gebaut, die durch

xr=rcosfcosp, y=rsinfcosp, z=rsing

mit den kartesischen Koordinaten (x,v, z) auf R? verwandt sind. In Kugelkoordinaten ist
S? = R? die Teilmenge {r = 1}; um die Bedingung U; n S? = ¢; ' (R? x {0}) zu erfiillen,
ersetzen wir r € (0,00) also mit p :=r — 1 € (—1,0) und definieren ¢, : Uy — V; als die
Umkehrabbildung von

o . 0 (p+1)cosfcosd
Vi = (05271-) X <7_’ _) x (71500) cp‘l)ul’ ¢ (P+ 1) sinf cos ¢ |,
22 p (p+1)sing
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wobei U; < R3 als das Komplement der Teilmenge {z > 0, 3 = 0} definiert wird. Das durch
¢1 definierte Koordinatensystem auf Oy := U; N S? ist (0, ¢) : O1 — (0,27) x (—7/2,7/2),
wobei 6 und ¢ ihre gewohnliche Bedeutung als Kugelkoordinaten haben.

Fiir die zweite Karte nehmen wir die gleiche Formel fiir ¢, ! aber mit Definitionsbereich

m™ T

Vo i= (—m,m) X <—§, 5) x (—1,00),

und Uy = R3 ist dann das Komplement von {z < 0, y = 0}. Das entsprechende Koor-
dinatensystem auf Oy := Us N S? werden wir mit (¢,¢') : Oy — (—m,7) x (—7/2,7/2)
bezeichnen.

Nur zwei Punkte in S? sind nicht in ) nUs, néimlich (0,0, 1) und (0,0, —1). Wir definieren
jetzt zwei weitere Karten, die genau diese zwei Punkte im Zentrum ihrer Definitionsbe-
reiche haben: die Idee in beiden Fillen ist, dass wir die kartesischen Koordinaten (x,y)
als Koordinaten auf Teilmengen von S? betrachten und z entsprechend als Funktion von
(x,y) definieren. Um den “Nordpol” (0,0,1) zu erfassen, definieren wir @3 : Us — Vs als
die Umkehrabbildung von

oo x (p+ 1)z
Vs := B} x (—1,00) = Us, y|— (p+ 1y ,

p (p+DV1—a?—y?

wobei B = R? die offene Einheitskugel bezeichnet und Us := {(x,y,2) e R® | 2 > 0} < R3.
Das entsprechende Koordinatensystem auf der “nordlichen” Hemisphire Oz := Us n S?
ist (z,y) : O3 — Bi.

Fiir den Siidpol machen wir etwas Ahnliches, aber aus Orientierungsgriinden vertauschen
wir die Rollen der z- und y-Koordinaten: um Verwirrung zu vermeiden, geben wir beiden
neue Namen und definieren ¢4 : Uy — V4 als die Umkehrabbildung von

o1 3 (p+1)n
V4 = B% X (71500) > Z/I4, nl— (p + 1)§ ;

o)\ vi-gop

mit Uy := {(x,y, z) € R? | z < 0}. Das entsprechende Koordinatensystem auf der “siidlichen”
Hemispére Oy := Uy N S? ist (&,n): Oy — B%.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass die vier in Beispiel B.8 definierten Karten einen orientierten
Atlas auf S? — R bilden. Zeigen Sie dabei, dass der Atlas nicht orientiert wire, hiitten wir
die Rollen der z- und y-Koordinaten in der Definition der vierten Karte nicht vertauscht.

Beispiel 3.10. Das Mobiusband M < R3 ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R3, die man wie folgt parametrisieren kann. So wie in Beispiel [ I7] parametrisieren
wir einen Kreis in der zy-Ebene durch v() := (cos#,sinf,0) € R? und schreiben e, :=
(0,0,1) € R3. Der Vektor w(f) := cos(0/2)v(0) + sin(6/2)e, liegt fiir jedes § € R im von
v(#) und e, aufgespannten Unterraum, aber wihrend v(#) fiir 6 € [0, 27| den vollen Kreis
herumléuft, rotiert sich w(é) gleichzeitig nur halbwegs. Wir definieren M als das Bild der
glatten Abbildung

cos B [2 + tcos(0/2)]

f:Rx(-1,1) - R, f(0,t) :=2v(0) +tw(0) = [ sinf[2 + tcos(6/2)]
tsin(0/2)

16



Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Man kann als Anwendung von Satz [[1§] zeigen, dass M eine 2-dimensionale glatte Un-
termannigfaltigkeit von R? ist. Sie haben sicherlich schon mal von M gehért, als Beispiel
einer Fliche, die nur eine “Seite” hat. Eine préziserer Formulierung dieser Eigenschaft
ist, dass M kein stetiges Normalenvektorfeld zulisst, d.h. es gibt keine stetige Funktion
v : M — R3, die die Bedingungen |v(p)| = 1 und {(v(p), X) = 0 fiir alle p € M und
X € T,M gleichzeitig erfiillt. Man kann fiir alle Untermannigfaltigkeiten M < R™ mit
dimM = n — 1 zeigen, dass die Existenz eines Normalenvektorfelds dquivalent ist zur
Orientierbarkeit von M.

3.4 Zerlegung der Eins

Wenn wir nur Karten aus orientierten Atlanten betrachten, dann wird unsere Definiti-
on vom Integral SM w in () tatséchlich unabhéngig von der Kartenwahl sein, aber diese
Definition hat immer noch den Nachteil, dass er nur fiir eine Differentialform w mit kom-
paktem Trager im Definitionsbereich einer einzigen Karte sinnvoll ist. Wir erkléren jetzt
einen einfachen Trick, um diese Beschrinkung aufzuheben.

Lemma 3.11. Sei K < R"™ eine kompakte Menge und {U, < R"},er eine offene Uberdeckung
davon, d.h. fir jedes a € I ist U, eine offene Teilmenge von R™, und K < | J,c; Us. Dann
existieren eine Umgebung V < R™ von K und glatte Funktionen py : V — [0, 1] mit den
folgenden FEigenschaften:

1. palk : K — R hat kompakten Triger in U, N K fiir jedes a € 1;

2. pa =0 fiir alle bis auf endlich viele verschiedene o € I;
3. Zpa =1 auf K.

ael

Bemerkung 3.12. Die Anzahl an Mengen in der offenen Uberdeckung {Uy}aer darf un-
endlich oder sogar {iberabzdhlbar sein, aber die Summe )] ; po ist wegen der zweiten
aufgelisteten Eigenschaft in Lemma B.IT] wohl definiert. Diese Konstruktion heifit eine
(der gegebenen Uberdeckung untergeordnete) Zerlegung der Eins Das Resultat kann
auch fiir den Fall einer nichtkompakten Menge K < R™ verallgemeinert werden, aber der
Beweis wird schwieriger. Die Existenz einer Zerlegung der Eins ist fiir viele theoretische
Entwicklungen in der Geometrie und Topologie wesentlich, aber die Details der Konstruk-
tion sind dabei fast nie wichtig.

Beweis von Lemma[311. Als Vorbemerkung ist die folgende Tatsache wichtig zu wissen:
fiir jeden Punkt x € R™ und Umgebung &4 < R™ von x gibt es eine glatte Funktion
¥ : R™ — [0,0), die kompakten Tréiger in & hat und ¢ (x) > 0 erfiillt. Eine Konstruktion
dafiir wurde in der Vorlesung Analysis II, Aufgabe 11.A vorgeschlagen: es fingt mit der
Funktion

1
e 122 fir—-1<z<l,
Y:R - R, P(x) = )
0 fir x| > 1

an, die glatt ist, kompakten Tréger [—1, 1] hat und ¥(0) > 0 erfiillt. Es ist jetzt eine ein-
fache Ubungsaufgabe, aus diesem Modell glatte Funktionen auf R” zu bauen, die beliebig
kleinen Trager aber einen positiven Wert in einem gegebenen Punkt haben.

%im Englischen: a partition of unity subordinate to the given cover
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Jetzt wéhlen wir fiir jedes x € K ein ax € I, so dass x € U,,, und eine glatte Funktion
x : R™ — [0,0), die kompakten Triger in U,, hat und ¥x(x) > 0 erfiillt. Weil )« stetig
ist, gibt es eine Umgebung

Vi © Ua,

von x, auf der 1)y positiv ist. Die Umgebungen {Vy }xcx bilden jetzt eine offene Uberdeckung
von der kompakten Menge K, und haben also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
eine endliche Teilmenge Ky < K, so dass

K c UVX.

XEKQ

Fiir jedes « € I definieren wir noch eine endliche Teilmenge
Ko :={xe Ko |ax=a},
und dazu eine glatte Funktion

Vo 1= Z Py R" — [O’OO)'

xeKq

Diese Funktion ist positiv auf | J, . K, Vx und hat kompakten Tréger in U,. Da Ko end-
lich ist, ist die Teilmenge K, fiir alle bis auf endlich viele verschiedene « € I leer, also
verschwindet 1, auch fiir alle bis auf endlich viele a € I. Deswegen ist die Summe

Y= Y e = Y ¥y :R" > [0,0)

ael xeKo

eine iiberall wohl definierte glatte Funktion, und auf K ist sie positiv, denn jedes y € K
gehort zu Vy fiir ein x € Ky. Wir wihlen eine Umgebung V < R” von K, auf der ¢ positiv
ist, und definieren fiir o« € I,

. Yo

o auf V.
o=y

3.5 Definition des Integrals

Wir sind jetzt in der Lage, die allgemeine Definition von § 1 w als Satz zu formulieren.

Satz 3.13. Sei M < R" eine orientierte C*-Untermannigfaltigkeit von R"™ mit Dimen-
ston m € N, und bezeichne mit ngc(M) der Raum aller stetigen m-Formen auf M mit
kompakten Trigern. Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung

Q5. (M) - R, wn—>f w
’ M
mit der Eigenschaft, dass § y W durch

f w = J Wy (8) (0192 (8), .., O (b)) dty ... dtm, € R (10)
M ;

gegeben ist, wenn der Triger von w im Bild O, c M einer durch eine orientierte Karte
bestimmten lokalen Parametrisierung v, : W, — O, enthalten ist.
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Beweis. Wenn nur orientierte Karten betrachtet werden, dann erfiillen alle Karteniibergéinge
DetD(y o x71) > 0, und deswegen ist die Definition (I0) unabhingig von der Wahl der
Parametrisierung. Wenn der Tréger von w € Qg'.(M) nicht im Bild einer Parametrisie-
rung enthalten ist, machen wir Folgendes. Per Annahme ist der Triger K < M von w
kompakt. Sei {¢q : Uy — Valaer ein orientierter Atlas fiir M, also bilden die offenen
Mengen U, < R” eine offene Uberdeckung von K. Sei V < R” eine Umgebung von K und
{pa : V — [0,1]}aer eine dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins. Da die
Funktionen p, glatt sind, sind ihre Einschrinkungen auf M nV von der Klasse C*, und
fiir jedes o € I definiert

W 1= PaW,

pa(p)wp  firpe K,
(wWa)p = ..
0 fir pe M\K

eine stetige m-Form auf M mit kompaktem Triger in O := M n U,. Des Weiteren gilt
Z We = W,
ael

wobei die Summe wohl definiert ist, weil w, fiir alle bis auf endlich viele « € I verschwindet.
Das Integral SM wq ist dann fiir jedes a € I durch (I0)) gegeben, und die Definition von
SM w wird eindeutig durch Linearitét als

JMW - ;JMWQ

bestimmt. Man kann als leichte Ubungsaufgabe zeigen, dass diese Definition die zwei
gewiinschten Eigenschaften erfiillt. O

Bemerkung 3.14. Die im obigen Beweis gegebene Formel fiir SM w fordert die Wahl einer
Zerlegung der Eins, aber weil keine Zerlegung der Eins in der Aussage des Satzes erwahnt
wurde, hingt SMw nicht eigentlich von dieser Wahl ab.

Die folgende Variante braucht keine Orientierung auf M, aber dafiir kann das Integral nur
nichtnegative Werte haben.

Satz 3.15. Sei M c R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit von R™ mit Dimension m € N.
Das Integral

| wlew.2)

fiir stetige m-Formen w mit kompakten Trdgern kann eindeutig so definiert werden, dass
es fiir zwei m-Formen w,w’ immer

RO W

erfillt, und fir w mit Trdger enthalten im Bild O, < M einer lokalen Parametrisierung

Yy 1 Wy — Oy durch

f |UJ| = f ‘wa(t) (611,Z)m(t), . ,6m¢x(t))‘ dtl . dtm eR (11)
M We

gegeben ist.
Aufgabe 3.16. Beweisen Sie Satz mit Hilfe von Aufgabe 33l
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Aufgabe 3.17. Eine Orientierung auf einer m-Mannigfaltigkeit M < R™ kann immer wie
folgt umgekehrt werden. Sei o : R” — R™ die orientierungsumkehrende Spiegelung

o(X1,29, ..., Tp) = (—X1,T2,...,Tp).

Fiir einen orientierten Atlas {¢q : Us — Va}taer auf M definieren wir nun einen neuen
Atlas aus den Karten
Po =0 0@a Uy =V, =0 (Va),

(a) Zeigen Sie, dass {¢], : Uy — V. }aer tatsichlich ein orientierter Atlas ist, aber zu
einer anderen Aquivalenzklasse als {pq : Uy — Va}aer gehort.

(b) Fiir einen gegebenen orientierten Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit —M die
orientierte Mannigfaltigkeit, die entsteht, wenn man einen orientierten Atlas wie
oben modifiziert. Zeigen Sie:

f w=- f w.
-M M

In der Praxis kommt es eher selten vor, dass man zum Berechnen eines Integrals eine
Zerlegung der Eins explizit wihlen muss, und manchmal reicht es sogar, nur eine eizige
Karte zu beriicksichtigen. Dies ldsst sich mit Hilfe des folgenden Satzes umsetzen.

Satz 3.18. Sei M < R" eine m-dimensionale kompakte orientierte Untermannigfaltigkeit
mit einem endlichen orientierten Atlas {p; : U; — Vi}z']io und entsprechenden lokalen

Koordinatensystemen M > O; ZLW, « R™ und Parametrisierungen R™ > W; LN O, c
M, die die folgende Bedingung erfillen: fiir die Teilmenge

E := M\Oy

ist x;(E N O;) € W; < R™ fiir jedes i = 1,...,N eine Lebesgue-Nullmenge in R™. Dann
ist die stetige Funktion

Wo — R, t = wyo ) (Q10(t), ..., Omto(t))

Lebesque-integrierbar, und es gilt,
f w = f wdjo(t) (611,Z)0(t),... ,é’m¢0(t)) dtl dtm
M Wo

Beweis. Da m(z;(E n 0;)) = 0 fiir i = 1,...,n hat z;(E n O;) offene Umgebungen in
W; < R™ mit beliebig kleinem Lebesgue-Maf (s. [Sall6, Theorem 2.13]). Wir wihlen eine
Folge solcher Umgebungen W/ < W; mit endlichem Ma$ fiir j € N, so dass

was impliziert, lim;_, o m(WZJ) = 0. Sei (’)g = w,(Wf) c M; dann bildet {Oy, (’){, . (’)5\,}
fiir jedes j € N eine offene Uberdeckung von M, so dass ﬂ;ozl Ol =EnO; firi=1,...,N,
also folgt,

N ['e)
fiir O := M\ JO! < Oy gilt | ] Of = 0. (12)
i=1 j=1
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Die Uberdeckung {Oo, (9{, .. O?V} kann auch als Schnittmengen von in R" offenen Men-
gen mit M realisiert werden: sei V/ < V; < R" eine offene Menge mit V/ n (R™ x {0}) =
W/ x {0}, und definiere U := ;1 (V7). Dann gilt O = MU, also bildet {Z/Io,l/lf, U
fur jedes j € N eine Uberdeckung von M durch in R" offene Mengen.

Sei jetzt {p? pZ N, eine der Uberdeckung {Uy, Lll, e ,Z/[]]V} untergeordnete Zerlegung der Eins.
Die Einschriankung von p] auf M hat kompakten Triger in O], also gilt
p% =1 auf 06.

Laut Satz B.15] gilt jetzt

| = 2 L A0 b (O0) 6]
= f ) |w¢0(t) (61¢0(t), e m?,[)() )| dtl d
$0(O(J))
fiir alle 7, und wegen (2] folgt

j |wyo(e) (Q100(t), -, Ombo(t))| diy ... dty, <j |w| < 0. (13)
Wo o

Jetzt berechnen wir mittels der selben Zerlegung der Eins das Integral von w:

N .
JM w= Z;OJWZ pg (wz(t)) " Wap, (t) (alwi(t), ce. ,amwl(t)) dti...dty,

Firi = 1,..., N ist der Triager des Integrands in WZJ enthalten, und da lim;_, m(WZ]) =0,
verschwinden diese Integrale im Limes j — oo, also folgt

J;VI w = hm p{) (¢0(t)) . W¢O(t) (611/)0(13), ceey 8m¢0(t)) dtl ce dtm

170 Jw,

:fw Wpo(ty (10 (t), . Ol (t)) dty . .. by,

wobei der Ubergang zur letzten Zeile erfolgt wegen (3] und des Lebesgueschen Konver-
genzsatzes, da p) = 1 — ZZ 1 o} auf Oy punktweise gegen 1 konvergiert. U

Bemerkung 3.19. Die Voraussetzungen in SatzB.I3lsind etwas strenger als unbedingt notig
wére. Das Integral SMw kann manchmal auch definiert werden, wenn w nicht stetig ist
und der Triger von w nicht kompakt ist, und man kann auch so etwas wie SEw fiir eine
messbare Teilmenge E < M definieren, die keine Mannigfaltigkeit ist. Wir werden hier
nicht genau formulieren, was Messbarkeit fiir eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M
heifit, oder wann eine (moglicherweise unstetige) Differentialform auf M ohne kompakten
Trager als integrierbar zu verstehen ist, aber man braucht keine wesentlich neuen Ideen,
um diese Begriffe im Kontext von Mannigfaltigkeiten zu definieren. In diesem Kapitel der
Vorlesung sind die Schwerpunkte Andere, also erlauben wir strengere Voraussetzungen als
notig, um maftheoretische Komplikationen zu vermeiden, damit wir uns auf die neuen
geometrischen Ideen konzentrieren kénnen.
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4 Algebra der Differentialformen

Um mit Differentialformen besser umgehen zu kénnen, brauchen wir jetzt ein paar grund-
legenden Begriffe aus der multilinearen Algebra.

4.1 Das duflere Produkt

Sei V' ein m-dimensionaler reeller Vektorraum. Der in §2.3] eingefiihrte Vektorraum A4V*
ist ein Unterraum von

RUWV*:=<{T:V x...xV — R | T multilinear

q
Es gibt eine natiirliche lineare Projektion Alt : ®1V* — AIV* gegeben durch

1
ALL(T)(v1, ..., vq) = P Z (DT (vy), - Vo (),

o€Sy

wobei die verschiedenen Symbole die folgenden Bedeutungen haben. Wir bezeichnen mit
Sy die symmetrische Gruppe iiber ¢ Elementen, d.h. die Gruppe aller Bijektionen
o:{1,...,q} = {1,...,¢}, auch Permutationen genannt. Eine Permutation o € S, kann
immer als Verkniipfung endlich vieler Vertauschungen

(Looiy ooy > (L, gy i)

geschrieben werden, und man nennt o gerade bzw. ungerade, wenn gerade bzw. ungerade
viele Vertauschungen in einer solchen Verkniipfung erscheinen. Dass dieser Begriff wohl
definiert ist, kann aus der folgenden alternativen Charakterisierung hergeleitet werden: sei
o € GL(q,R) die Matrix der linearen Abbildung R? — R, die durch

€; > €4 (i)

fiir die Standardbasis ey, ..., e, € R? bestimmt wird. Die Determinante dieser Matrix ist
immer +1, und zwar gilt
Det(a) = (—1)7l e {1, -1},

wobei
o] {0 wenn o gerade ist,
ol =

1 wenn o ungerade ist.

Ein Element w € ®1V* gehort zu A?V* genau dann, wenn es die Relation

W(Va(1)s -+ 5 Vo(q)) = (71)|0|w(vl, Cey )

fir alle o € S; und vy,...,v, € V erfiillt. Da S, genau ¢! Elemente hat, ist jetzt leicht
nachzupriifen, dass Alt(T") € AV* fiir alle T € ®?V* und Alt(w) = w fiir alle w € ATV*.

Fiir S € @V* und T € @‘V* definieren wir das Tensorprodukt

S®T eV (SRT)(v1,..., v, Ww1,...,wp) 1= S(v1,...,0)T (wi,...,we).
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In der Regel ist S ® T nicht antisymmetrisch, aber ein antisymmetrisches Produkt von
A e A*V* und w e A®V* kann jetzt durch

|
AAw:= (kk—:—;) Alt(\ @w) € AFFEY*

definiert werden. Dies ist das duflere Produkt (auch Dachprodukt oder Wedge-
Produkt). Die folgende algebraische Aufgabe ist kombinatorisch etwas miihsam, aber
nicht fundamental schwierig.

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass das Dachprodukt A die folgenden Eigenschaften hat:

L.arn(B+y)=arf+anrvyund (a+ ) Ay =anry+ B A~y (Distributivitét).

2. an(BAy)=(anB) Ay (Assoziativitit).
Insbesondere sind g-fache Produkte Ay A ... A A, auch fiir ¢ > 3 ohne Klammern
wohl definiert.

3. Fiir a € A*V* und g € A'V* gilt a A B = (—1)*3 A a (graduierte Kommutativitiit).
Insbesondere gilt A A A = 0 fiir alle A € A9V* mit g ungerade.

4. Fiir ce A°V* =R und A € AV* gilt ¢ A X = cA.
5. Fiir Aq,..., g € AV gilt

MA AN = D (=D ®. . ® A (14)

0€Sy

Der Spezialfall ¢ = 2 von (I4]) ist tatséichlich zum Rechnen geeignet: fiir o, 3 € A'V* und
v,weV gilt
(@A B)(v,w) = a(v)B(w) — Bv)a(w). (15)

Das Dachprodukt wird punktweise auch fiir Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit
M < R" definiert, d.h. fiir A € Q)(M) und w € (M) wird A A w € Q;7°(M) durch

AAw)pi=Ap Awpe AN TFM
definiert. Insbesondere folgt aus Aufgabe EI)(4) fiir f € Q9(M) und w € QF (M),
frw=wAaA f=fuw,

wobei das Produkt einer Funktion f : M — R mit einer Differentialform w € Qf(M) immer
als Differentialform fw mit

(fw)p := f(p)wp € AT ;M
zu verstehen ist.
4.2 Eine Basis von AV*

Sei eq,...,em,m € V eine Basis von V. Die Dualbasis davon besteht aus den eindeutigen
Elementen Ap,..., A\, € V¥ = AlV*, die die Relation

Ai(e;) =1 fiir alle 4 und Ai(ej) = 0 wenn i # j
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erfiillen. Aus dieser Basis von V* kann man Elemente von A9V* in der Form
)‘il VANPSSVAN )‘iq e ANIV* (16)

fir i1,...,ig € {1,...,m} bauen. Die graduierte kommutativitit von A impliziert, dass
dieses Produkt verschwindet, wenn all die 41, ..., 4, nicht verschieden sind, und auerdem
sind zwei solche Produkte bis auf ein Vorzelchen gleich, wenn sie durch Permutation der
i1,...,i; miteinander verwandt sind; wir werden also nichts verlieren, wenn wir in (I6l)
immer ; < iy < ... < i, annchmen.

Proposition 4.2. Fir die gegebene Basis e1,...,e, € V und Dualbasis A1, ..., A\ € V*
kann jedes w € A1V* eindeutig in der Form

Z Wiy ...iq )‘il VANRSNPRAN )\iq

11<...<ig

geschrieben werden, wobei die Koeffizienten wy, . ;, € R durch

wil___l-q = w(eil, PN ,el-q)

gegeben sind.

Beweis. Zwei g-fach multilineare Abbildungen S, T : V' x...xV — R sind genau dann iden-
tisch, wenn S(e;;,...,e;,) = T(ey, ..., e;,) fiir alle iy,...,4, € {1,...,m} gilt. (Wenn Sie
das nicht sofort glauben, sollten Sie eine kurze Pause machen und sich davon iiberzeugen;
es folgt direkt von Multilinearitidt.) Wenn beide auch antisymmetrisch sind, dann werden
diese Werte verschwinden in Féllen, wo die i1,. .., %4 nicht alle verschieden sind, und wenn
sie verschieden sind, kénnen sie 0.B.d.A. permutiert werden, so dass i; < ... < 4. Es
reicht also nachzupriifen, dass beide Seiten der Formel w = Z“ < iy Wi g Aig A A A
gleiche Werte haben, wenn sie auf beliebige Tupeln e;,,...,¢e;, mit 1 <i; <... <ig<m
ausgewertet werden. Das folgt von der Relation (I4]), die uns in dieser Sltuamon sagt,

Nis Ao AN (€G-, = 2 (DA (60) - Aoy (€5,)

0€Sy
)1 fallsig = gg firalle k=1,...,q,
0 sonst.
O
Korollar 4.3. FirdimV =m und 0 < ¢ < m gilt dim A9V* = (7;) = q!(leq)!’ und jede
Basis vy, ..., vy, von V bestimmt eine Basis von A1V*, die aus allen Produkten (I6]) mit
i1 < ...<1iq besteht. Fir g > m ist AIV* trivial. U

Der wichtigste Fall dimA™V* = () = 1 kam schon (ohne Beweis) als Lemma [Z3 vor
und war eine wesentliche Zutat (mittels Korollar 2.10) im Beweis der Koordinatenun-
abhéingigkeit der lokalen Formel fiir § MW

Aufgabe 4.4. Zeigen Sie: fiir ¢ < m = dimV, Ay,..., A, € AlV* = V* sind genau dann
linear abhéngig, wenn Ay A ... A Xy =
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4.3 Das Differential einer Funktion als 1-Form

Sei M < R™ eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine Funktion
von der Klasse C*, mit 1 < ¢ < k. Diese Funktion bestimmt eine 1-Form df € Q} (M), ihre
sogenannte Differential. Die kiirzeste Definition davon basiert auf die Idee der Kettenre-
gel: fiir p € M und X € T, M wéhlen wir einen stetig differenzierbaren Weg 7 : (—¢,€) — R"
mit Bild in M und v(0) = p, 7/(0) = X, dann definieren wir (df), : T,M — R durc

(df)p(X) := (f 27)"(0).

Dies ist aus dem folgenden Grund wohl definiert. Sei ¢ : Y — V eine Karte um p und sei
fz : W — R die dadurch bestimmte Koordinatendarstellung von f (siehe §2.1J), die durch
fz(t) = fop (t,0) fiir (£t,0) € W x {0} = V = R" gegeben ist. Fiir ¢ > 0 hinreichend
klein ist das Bild von v : (—€,¢) — R™ in M n U enthalten, und ¢ o« hat dann die Form

por(t)=(B(t),0) e Wx {0} cVcR"

fiir eine C'-Funktion § : (—e,e) — W, deren Ableitung in ¢t = 0 linear von 7/(0) = X
abhéngt. Dann gilt, f(v(t)) = f(B8(t)), und die Ableitung davon in ¢ = 0 héngt auch
linear von X und sonst nicht von der Wahl von ~ ab.

Aufgabe 4.5. Beweisen Sie die folgende Leibnizregel fiir das Differential: fiir zwei C'1-
Funktionen f,g: M — R gilt
d(fg) = fdg + gdf.

4.4 Die Koordinatendarstellung einer Differentialform

Fiir einen Punkt p € O < M < R™ im Definitionsbereich eines Koordinatensystems
M > O 55 W < R™ betrachten wir jetzt die einzelnen Koordinaten z, ...,z : O — R,
die als Komponentenfunktionen von = : @O — R™ definiert sind. Diese sind reellwertige
Funktionen von der Klasse C¥, sie haben also Differentiale,

dxy,. .. de, € QL (0),

wobei die offene Teilmenge O < M selbst als m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R"™ betrachtet wird; man kann hier nicht annehmen, dass die 1-Formen dx; iiberall auf
M wohl definiert sind, denn sie héingen von den lokalen Koordinaten ab. Dazu gibt es die
sogenannten Koordinatenvektorfelder ey, ..., e, auf O, die wie folgt definiert sind{1]
fir jedes p € O und i € {1,...,m} ist e;(p) ein Tangentialvektor in T, M, definiert als
die entsprechende partielle Ableitung der von x bestimmten Parametrisierung ¢ := 2~ :
W — O, d.h.
ei(p) == i (x(p)).

Dass dies in T, M liegt, folgt davon, dass 0;¢(z(p)) auch die Ableitung in ¢ = 0 vom Weg
~(t) := Y(z(p) + te;) € M, wobei ey, ..., e, die Standardbasis von R™ bezeichnet.

1Man sieht oft auch die Notation d,f anstelle von (df),.

"Tn der Literatur iiber Differentialgeometrie und z.B. in [AF10] werden die Vektorfelder e; gern mit %
bezeichnet. Diese Notation wird durch die nicht ganz triviale Tatsache motiviert, dass es eine kanonische
Bijektion zwischen dem Raum von Vektorfeldern und dem Raum von Differentialoperatoren erster Ordnung
auf Funktionen f : M — R gibt, wobei e; mit der partiellen Ableitung nach der Koordinate z; identifiziert
wird. Diese Korrespondenz ist in der Differentialgeometrie wichtig, aber eine genauere Erklarung wiirde
an dieser Stelle zu viel Zeit in Anspruch nehmen, deswegen verwenden wir die Notation hier lieber nicht.
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Lemma 4.6. Fir jeden Punkt p € O ist e1(p),...,em(p) eine Basis von T,M, und ihre
Dualbasis ist (dz1)p, ..., (d2y), € ATFM.

Beweis. Die Vektoren ej(p),...,en(p) sind die Bilder der Standardbasis e, ..., e, € R™
durch die lineare Abbildung D (x(p)) : R™ — R", die injektiv ist und Bild 7}, M hat, also
ist e1(p), . . ., em(p) auch eine Basis von T,,M. Man muss dann zeigen, dass fiir 1 < 7,5 < m,

1 falls i = j,

(dz;)p (ej (p)) = {

0 sonst.

Wenn man e;(p) als Ableitung in ¢ = 0 vom 7(t) = ¢ (z(p) + te;) présentiert, dann folgt
dies sofort. O

Mit dieser Basis wenden wir jetzt Proposition an und bekommen eine lokale Koordi-
natendarstellung fiir eine beliebige Differentialform:

Korollar 4.7. Jede q-Form w von der Klasse C* auf M mit £ < k — 1 kann im Definiti-
onsbereich des Koordinatensystems M > O —> W < R™ in der Form

w = Z fil...iq dmil VANRSNPRAN dmiq

11<...<ig

fiir eindeutige C*t-FPunktionen fir..ig + O — R geschrieben werden. Diese Funktionen sind

durch

fir.ig(0) = wp(ei (), - -, €i, (D))
gegeben. [
Beispiel 4.8. Fiir eine C'-Funktion f : M — R und ein Koordinatensystem M > O

W < R™ wird die partielle Ableitung von f nach x; in einem Punkt p € O als die
Richtungsableitung von f in Richtung e;(p) definiert:

oif(p) == of

o 895@

(p) := (df )p(ei(p))-

Dies ist genau die entsprechende partielle Ableitung der Koordinatendarstellung f, : W —
R im Punkt z(p). Auf O impliziert Korollar .7 also die Relation

d.%'i.

Sie werden jetzt etwas Interessantes bemerken, wenn Sie Korollar [£.7] mit unserer Koor-
dinatenformel in 3] fiir das lokale Integral einer m-Form vergleichen. Eine m-Form w ist
im Koordinatenbereich O ¢ M durch w = fdxi A ... A dx, fiir eine eindeutig bestimmte
Funktion f := f1. ., : O — R gegeben. Laut Korollar .7 kann f bzgl. der Parametrisie-
rung ¢ := = : W — O durch

f(’l/)(t)) = Wy(t) (81¢(t), e ,am’l/J(t)) fir teW

bestimmt werden; ihre Koordinatendarstellung f, : W — R ist also genau die Funktion,
die in der lokalen Definition von SM w integriert werden muss:
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Korollar 4.9. Sei M < R™ eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und M >
O 5 W < R™ ein lokales Koordinatensystem, das von einer orientierten Karte bestimmt
wird. Fiir eine stetige Funktion f : M — R mit kompaktem Trdager in O betrachten wir
fdxy A ... Adey, als m-Form auf M, die auflerhalb von O verschwindet, und bezeichnen
mit fp : W — R die Koordinatendarstellung von f bzgl. x. Dann gilt:

f fdxl/\.../\dxm:f fo(x1, o xm) day ... dey,.
M w
l

Nebenbei bemerkt, wir haben jetzt eine sinnvolle Interpretation fiir Symbole wie “dx dy”
in Lebesgue-Integralen wie SRQ f(z,y) dx dy gefunden: wenn die Koordinaten = und y als
reellwertige Funktionen auf R? betrachtet werden, dann sollte “dx dy” eigentlich als die
2-Form dx A dy verstanden werden, wir haben nur das Symbol “A” in der Notation weg-
gelassen. Der einzige Makel bei dieser Interpretation ist, dass wir die Reihenfolge von dx
und dy jetzt beachten miissen, denn dz A dy = —dy A dz. Diese Anderung ist aber auch
sinnvoll, wenn man iiber Orientierungen nachdenkt. Als Mannigfaltigkeit hat R? eine ka-
nonische Orientierung, mit der die Identitéitsabbildung ¢ := Id : R? — R? als orientierte
Karte betrachtet wird. In Aufgabe 317 haben wir gesehen, dass die Orientierung einer
Mannigfaltigkeit M immer umgekehrt werden kann, und fiir das resultierende orientierte
Mannigfaltigkeit “—M” gilt §{ , w = —{, w. Es gilt also,

f fdx/\dyzf fdy A dz,
R2 —R2

was richtig scheint, wenn man bedenkt, dass (z,y) — (y, ) ein orientierungsumkehrender
Diffeomorphismus R? — R? ist, und kann also auch als orientierungserhaltender Diffeo-
morphismus R? — (—R?) betrachtet werden!

Aufgabe 4.10. Wir betrachten die 2-Mannigfaltigkeit M := {(z,y) € R? |z < 0 oder y # 0}
mit kartesischen Koordinaten z,y : M — R und Polarkoordinaten r,0 : M — R, die durch
x = rcosf und y = rsinf miteinander verwandt sind. (Das Bild von 6 : M — R ist
ein offenes Intervall mit Linge 2m; genau welches Intervall ist fiir diese Aufgabe egal.)
Beweisen Sie die folgende Relation zwischen 2-Formen auf M:

dx A dy =rdr A df.

Bemerkung 4.11. Mit Berechnungen wie in Aufgabe 410 kann man die Transformati-
onsformel umgehen und trotzdem Integrale bzgl. verschiedener Koordinatensysteme be-
rechnen. Die Transformationsformel liegt natiirlich trotzdem im Hintergrund, denn sie ist
der Hauptgrund, warum das Integral einer Differentialform von keiner Koordinatenwahl
abhingt.

5 Die duflere Ableitung

5.1 Existenz und Eindeutigkeit
Wir haben in §4.3] gesehen, dass das Differential einer Funktion eine 1-Form definiert. Die

duflere Ableitung dw einer g-Form w ist ebenfalls eine (¢+ 1)-Form, die am besten durch
eine Verallgemeinerung der Leibnizregel in Aufgabe charakterisiert werden kann.
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Satz 5.1. Sei M < R" eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k = 2. Fiir ¢ =0 und 1 < £ <
k — 1 gibt es eindeutige lineare Abbildungen

d: QIM) — QIt1 (M),
so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Fiir f e QY(M) = CY(M) ist df € Q}_,(M) das Differential von f.
2. Fir alle a € Qy(M) und € Q3 (M) gilt

dlanB)=danB+(—1)"ands.
3. Fiir alle f € C*(M) gilt d(df) = 0.

Des Weiteren hingt (dw), € AqHT;‘M fiir jeden Punkt p € M nur in einer beliebig kleinen
Umgebung um p von w ab, und im Fall k = 3 gilt auc

d(dw) =0  fiir alle w e QI(M).

Bemerkung 5.2. Die Produktregel in der zweiten Bedingung wird oft als graduierte Leib-
nizregel bezeichnet. Falls Sie das Vorzeichen in dieser Formel beim ersten Blick als stérend
empfinden, wire jetzt vielleicht eine gute Zeit, sich mit dem folgenden allgemeinen Prinzip
von duflerer Algebra anzufreunden: jedes Objekt ist entweder “gerade” oder “ungerade”,
und wenn die Reihenfolge von zwei ungeraden Objekten vertauscht wird, wechselt immer
ein Vorzeichen. Wir haben das beim Dachprodukt schon gesehen: fiir zwei Differentialfor-
men « und S gilt @ A 8 = +8 A «, wobei das Vorzeichen genau dann Minus ist, wenn beide
Formen ungeraden Grad haben. Die Unterscheidung zwischen gerade und ungerade gilt
auch dem Operator d : Q4(M) — QIT1(M), der als Objekt mit Grad 1 (daher ungerade)
betrachtet wird, weil er den Grad einer Differentialform um 1 erhoht. Das Vorzeichen in
der Leibnizregel kommt also davon, dass die Reihenfolge von d und « vertauscht wird. Es
ist leicht zu sehen, dass die Formel ohne ein solches Vorzeichen nicht immer richtig sein
konnte: z.B. im Fall o € QY (M) und 8 € Q*>(M) gilt a A3 = fraund dar B = B Ada aber
andf = —df A a, also kénnen d(aA ) =danf+andfund d(fAa) =dBAna+ S Ada

nicht gleichzeitig stimmen, denn

danfB+andB#dB8 Aa+ B Ada.

Beweis von Satz[5.1. Unter der Annahme der Existenz einer Abbildung d mit den genann-
ten Eigenschaften werden wir zuerst in einem lokalen Koordinatensystem M > O — W c
R™ arbeiten, um eine explizite lokale Formel fiir dw herzuleiten. Wir schreiben

w = i1..4 dxl-/\.../\dxl-EQqO
Z f1 q 1 q )4

11<...<ig

fiir C*-Funktionen fir..ig © O — R. Die Koordinatenfunktionen z; : O — R sind per
Annahme von der Klasse C?, weil k > 2, also gilt d(dz;) = 0, und durch induktives
Anwenden der Leibnizregel findet man

d(dwi1 A /\dxiq) = 0.

2Die Beschriinkung auf den Fall k > 3 liegt daran, dass der Raum QF (M) nur fiir Mannigfaltigkeiten
von der Klasse C**! definiert werden kann.
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Es folgt, wieder wegen der Leibnizregel und der Formel fiir df in Beispiel [4.8]

dw = Z dfiy.ig A dziy A oo A dg,
11<...<iq
m 17
B Ofiveiy ] (17)
_Z Z pry xj Adegy AL A da,,

j=li1<...<iq

also ist die Eindeutigkeit von d bewiesen. Wenn wir jetzt diese Formel als Definition
von d in der Region O < M nehmen, bleibt nur noch zu zeigen, dass die Leibnizregel
und d(dw) = 0 erfiillt sind; es folgt dann wegen Eindeutigkeit, dass die Definition von
d nicht von der Koordinatenwahl abhéngt. Den Beweis der Leibnizregel lassen wir als
Ubungsaufgabe. Fiir d(dw) = 0 beweisen wir zuerst den Spezialfall d(df) = 0 fiir eine
C?-Funktion f: M — R. Es gilt,

d(df) = d (Z %dw) =22
i=1 """ j=1li=1

was verschwindet, weil jeder Term in der Summe von einem entsprechendem Term

?f
aCCj é’:cl

dx; A dx;,

2 2
ﬂdxi/\dxj: f dzr; A dz;

axiaCCj B ax]é’xz

gecancelt wird; hier ist natiirlich wichtig, dass 0;0; f = 0;0; f, weil f von der Klasse C? ist.
Der allgemeine Fall von d(dw) = 0 folgt jetzt mittels Leibnizregel von diesem Spezialfall.
O

5.2 Das Poincaré-Lemma

In Analysis II haben wir gesehen, dass jede stetige Funktion auf einem Intervall eine
Stammfunktion von der Klasse C! hat. In der Sprache der Differentialformen heifit das:
jede stetige 1-Form A € Q}(M) auf der 1-Mannigfaltigkeit M := (a,b) = R ist das Dif-
ferential einer C-Funktion f € CY(M) = QY(M). Um das zu sehen, betrachtet man die
Identitétsabbildung (a,b) — (a,b) < R als Koordinatensystem x : M — R und schreibt
A = gdx fiir eine stetige Funktion ¢ : (a,b) — R; dann kann f : (a,b) — R durch

o= | Zg<s> ds

fiir einen beliebig gewéhlten Punkt ¢y € (a,b) definiert werden, und es folgt,

dfzﬁdngd:c:)\.
dx

Ist eigentlich jede 1-Form auf einer Mannigfaltigkeit M das Differential einer Funktion?
Im Fall dim M > 2 sehen wir von Satz[B.1] dass das nicht immer so sein kann: wenn \ = df

fiir f € C?(M), dann folgt d\ = d(df) = 0.

Definition 5.3. Eine Differentialform w € QI(M) ist geschlossen, falls dw = 0, und
we QI(M) ist exakt, falls w = d fiir ein A € QY (M),
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Mit dieser Terminologie ist eine 1-Form A genau dann exakt, wenn sie Differential einer
Funktion ist. Wenn wir nur stetig differenzierbare Differentialformen betrachten, dann
folgt aus Satz [5.1], dass nur geschlossene Differentialformen exakt sein kénnen, also kann
A € Qi(M) insb. kein Differential sein, wenn d\ # 0. Im Fall M = (a,b) war dies kein
Thema, denn d\ = 0 ist automatisch fiir eine 1-Form auf einer 1-Mannigfaltigkeit: es
gibt ndmlich keine nichttrivialen 2-Formen auf M, denn laut Korollar [4.3] ist AQT;‘ M ein
trivialier Vektorraum, wenn dim7,M = dim M = 1. Aber im Fall dim M > 2 kann man
sehr leicht Beispiele von nichtgeschlossenen 1-Formen finden:

Beispiel 5.4. Wir betrachten die kartesischen Koordinaten z, 7 : R? — R auf R? und eine
durch C'-Funktionen f, ¢ : R> — R bestimmte 1-Form \ := fdz + gdy. Es gilt:

d\ =df ndx +dg Andy = (0pfdx + 0y f dy) A dx + (Ozgdx + Oygdy) A dy
= 0yfdy Adx+ Opgdax A dy = (09 — 0y f) dx A dy,

also \ ist geschlossen genau dann, wenn 0,9 = 0 f.

Aufgabe [5.4] zeigt, dass z.B. die 1-Form ) := x dy auf R? nicht Differential einer Funktion
sein kann, denn d\ = dx Ady # 0. Die Bedingung 0d,g = 0, f in diesem Kontext hat mit der
Kommutativitét der partiellen Ableitungen 0, und dy zu tun: falls A = fdx + gdy = dh
fiir eine C?-Funktion i : R*> — R, dann bedeutet das f = d;h und g = d,h, also folgt
029 = 0,0yh = 0y0;h = 0y f. Wir werden unten sehen, dass die Bedingung 0,9 = 0, f auch
hinreichend ist: jede 1-Form A = fdx + gdy auf R?, die diese Bedingung erfiillt, ist ein
Differential.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die notwendige Bedingung dA = 0 fiir ein Differential
auch nicht immer hinreichend ist.

Beispiel 5.5. Wir betrachten die Mannigfaltigkeit M := R?\{0} mit der glatten 1-Form

A= ——2 de

— d
x2 + 92 Y

T2 + 92

die

0 x 0 y
== < dz A dy =
A (é’:c:c2+y2+é’y:c2+y2) vAdy=0

erfiillt. Die Bedeutung dieser 1-Form ist viel leichter in Polarkoordinaten zu verstehen:
wir definieren ¢ := (0,00) x {0} € M und ¢_ := (—0,0) x {0} = M, und betrachten auf
Uy = M\l die Koordinatensysteme

MU P 0,00) x (0,2m) < B2, M ou- P (0,00) x (=m1) < R?,

die eindeutig durch x = rcosf+ und y = rsinf; bestimmt werden. Auf Uy kénnen wir
jetzt x und y als Funktionen der Koordinaten (r, ) betrachten, und es folgt

dx =rd(cosf) + (cosOi)dr = —r(sinfy)dfy + (cos by )dr

dy =rd(sinfy) + (sinfy)dr = r(cosy)df+ + (sinby) dr,

und daher,
rsin @ . rcosf .
A=— 3 = [—r(sinfy) dy + (cos ) dr]+ 2 L [r(cos 0+) dO+ + (sin ) dr] = db-+.

Aus diesem Grund wird X oft als “A = df” geschrieben, aber diese Schreibweise téuscht,
denn obwohl die Einschrankungen von A auf die offenen Teilmengen U+ < M tatséchlich
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durch Differential der Funktionen 64 : U+ — R gegeben sind, existiert doch keine C'-
Funktion f auf ganz M mit df = A\. Wenn es so eine Funktion f : M — R geben wiirde,
dann hitte f iiberall auf U, die gleiche Ableitung wie 6., und da U, zusammenhingend
ist, konnten wir dann eine Konstante mit f addieren und ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit fly, = 0 annehmen. Aber f miisste auch auf £, wohl definiert und stetig
sein, und 4 kann bestimmt nicht von U = M\l auf M als stetige Funktion fortgesetzt
werden, denn z.B.

lim 64 (cost,sint) =0 # 2r = lim 6, (cost,sint).
t—0+ t—0—

Das Phénomen in Beispiel ist topologisch: die Existenz einer geschlossenen aber nicht
exakten 1-Form auf R?\{0} hat damit zu tun, dass R*\{0} ein “Loch” hat. In der alge-
braischen Topologie kann man die Existenz solcher Locher in einer Mannigfaltigkeit durch
algebraische Invarianten messen, z.B. die De Rham Kohomologie, die als Quotient des
Raumes von geschlossenen Differentialformen durch den Raum von exakten Differential-
formen definiert wird. Da dies keine Vorlesung iiber Topologie ist, werden wir hier nicht
weiter auf solche Themen eingehen, insb. werden wir nicht versuchen, allgemeine Bedin-
gungen fiir die Exaktheit einer geschlossenen Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit
zu formulieren. Durch Analysis kann das Problem aber rein lokal gelost werden:

Satz 5.6 (Poincaré-Lemma). Sei M < R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k > 2, und
sei w € QI(M) eine geschlossene g-Form von der Klasse C*, mit1 < {<k—1 und g > 1.

Dann gibt es fiir jeden Punkt pe M eine Umgebung U < M von p und eine (q — 1)-Form
A€ QITNU) mit d\ = w aufU.

Weil die Aussage des Poincaré-Lemmas lokal ist und Koordinaten auf hinreichend kleinen
Umgebungen immer gewéhlt werden kénnen, wird es reichen, wenn wir das Lemma fiir
den Spezialfall

M := Q= (a1,b1) X ... X (am, by) € R™

beweisen. Wir werden tatséchlich zeigen, dass jede geschlossene ¢-Form auf @, fiir ¢ > 1
exakt ist. Im Fall m = 1 ist das Problem schon geldst, denn fiir jede 1-Form A auf (a1,b1)
findet man durch Integration eine Funktion f mit df = A, und ¢-Formen auf (a,b;)
mit ¢ = 2 sind sowieso trivial. Wir gehen also induktiv vor, indem wir eine Konstante
to € (a1,b1) wihlen und annehmen, das Problem sei auf

mel = {(ml,... ,CEm) € Qm | T = to} = (a2,b2) X ... X (am,bm)

schon gelost. Im Folgenden benutzen wir die kartesischen Koordinaten (z1,...,z,) :
Qm — R™und (29, ...,2Zm) : Qm_1 — R™ ! als Koordinatensysteme auf Q,, bzw. Q,_1,
und wir schreiben auch

X = (21,...,2p) = (£1,X) e R x Rt = R™,

so dass Funktionen f : @,,—1 — R als Funktionen der Variablen X = (z3,...,x,,) betrach-
tet werden. Die Tangentialrdume Tx@,, sind alle R™, also kénnen g-Formen w € QZ(Qm)
von der Klasse C¢ genauso gut als C*-Funktionen auf @Q,, mit Werten im Vektorraum
AZ(R™)* betrachtet werden. Gleichfalls sind alle Tangentialrdume von @Q,—1 der feste
Unterraum {0} x R™~! = R™, also gibt es eine natiirliche lineare Abbildung

1T : QZ(Qm) - QZ(Qm—l)y (Hw);((Xl, ce 7Xq) = W(t07§)(X1, e ,Xq).
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Aufgabe 5.7. Beweisen Sie: fiir alle w € Q4(Q,,) gilt II(dw) = d(Tw).

Um die allgemeine Konstruktion ein bisschen zu motivieren, betrachten wir zuerst den
Spezialfall ¢ = 1: gegeben ist also eine geschlossene 1-Form w € Q%(Qm), und wir suchen
nach einer Funktion f € C*(Q,,) mit df = w. Laut Aufgabe 5.7 ist Tlw € Q(Qm-1) auch
geschlossen, also liefert die Induktionsvoraussetzung eine C*-Funktion fy : Qmu—1 — R mit
dfy = Tlw. Wenn eine C*-Funktion f : Q,, — R mit df = w und flom_1 = fo existiert,
dann ist sie jetzt eindeutig bestimmt, denn fiir alle x € Q,,, gilt

1
hf(x) = (df)x(e1) =wx(er) = f(x)= fo(X) +J W) (e1) dt,
to
wobei e, . .., e, wie immer die Standardbasis von R bezeichnet. Aus der Voraussetzung

dw = 0 kann jetzt df = w bewiesen werden.

Eine analoge Konstruktion fiir ¢-Formen mit ¢ > 1 findet man mit Hilfe der folgenden
algebraischen Struktur.

Definition 5.8. Sei w eine g-Form auf M und X ein Vektorfeld, d.h. X ist eine Zuordnung,
welche in jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor X (p) € T, M auszeichnet. Das innere
Produkt von X mit w ist die (¢ — 1)-Form ¢xw gegeben durch

(LXw)p(Yly cee ,Y;J_l) = wp(X(p), Yl, cee ,Y;J_l).
Sei w € QY (Qy,), also hat w eine Koordinatendarstellung

w = Z Gis...ig dml A dxiQ Ao A dxiq + Z hil...iq d:l?l'l Ao A d:l?l'q (18)

1<io<...<ig 1<iy...<iq

mit C*-Funktionen Gin..ig> Niy iy * @m — R. Da T5xQp, = R™ fiir jedes x € Qp,, kénnen
wir den Basisvektor e; auch als (konstantes) Vektorfeld auf @, betrachten.

Lemma 5.9. Jedes w € Q}(Qn) erfiillt
w=dr) A leyw +

fir ein B € QY (Qm) mit te, S = 0.

Beweis. Dies sieht man aus der Koordinatendarstellung (I8]), denn wegen Aufgabe [L1}(5)
folgt
le (giQ,niq dry Adxi, Ao A dxiq) = Gig.ig ATiy A ... A dwy,

und fiir 1 <i4; < ... <1y,
leq (hil...iq dmil VANRIIRRVAN dmiq) =0.

O

Jetzt nehmen wir an, w sei geschlossen, und auf @,,—1 < @,, wurde eine (¢ — 1)-Form
Ao € ngl(Qm_l) mit d\g = Ilw schon gefunden. Wir kénnten A\g auch als (¢ — 1)-Form
auf (), betrachten, mit einer Koordinatendarstellung, in der alle Funktionen unabhéngig
von x7 sind und dz; nie erscheint; Letzteres ist dquivalent zur Bedingung te, A\g = 0.
Suchen wir jetzt nach einer (¢ — 1)-Form A auf Q,,, die te; A = 0 und dA = w erfiillt und
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in Qm—1 © @Qm mit A\g tibereinstimmt. Die Bedingung te, A = 0 bedeutet, dass A eine
Koordinatendarstellung der Form

A= fzz,dxz /\.../\d.%'i
1--2g—1 1 q

1<iyp <. <ig—1

mit Funktionen f;, ;, : @ — R hat, und es folgt,

w=d\= Z é’lfl-lml-q_l dri A d:l?l'l Ao A dCCZ'q + B

I<ii<..<ig—

fiir eine g-Form 3 mit te, 8 = 0. Die Ableitungen 01 f;;..;,_, werden also durch die (g —1)-
Form (e, w eindeutig bestimmt, und es folgt,

1
M= Qols+ | o)z di e ATIRMY,
to
wobei das Integral nicht als Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit son-
dern als Integral einer Funktion auf einem Intervall mit Werten im Vektorraum A9—!(R™)*
zu verstehen ist.

Soweit die Motivation; wir miissen jetzt beweisen, dass diese Idee tatsdchlich Losungen A
zur Gleichung d\ = w liefert. Fiir den Beweis wird es hilfreich sein, auch nichtgeschlossene
g-Formen w betrachten zu diirfen. Im Fall m = 1 ist das egal, denn alle g-Formen auf ¢
mit ¢ > 1 sind geschlossen, also definieren wir lineare Abbildungen

T

PLIUQ) » 247 (@) (Rle)(@)i= | (it

to

wobei Py fiir ¢ > 2 natiirlich trivial ist. Die Funktion f := Plw ist dann eigentlich von
der Klasse C**! und erfiillt df = w. Fiir m > 2 definieren wir dann induktiv,

x1

POl Qm) = N (Qm),  (Phw)x = (PL_ TIw)z + L (te1w) a,z) dt:
0

Satz ist nun eine direkte Konsequenz des folgenden Resultats:
Lemma 5.10. Fiir alle m,q,¢ > 1 und w € Q}(Qn) gilt (P, + P,%Hd)w T

Beweis. Fiir m = 1 ist die Aussage nur bei ¢ = 1 nichttrivial, und da dw = 0 automatisch
in diesem Fall, folgt es von dPjw = w. Fiir m > 2 nehmen wir jetzt induktiv an, die Aussage
sei fiir P! | mit allen ¢ > 1 schon bewiesen. Weil dP}, + Pitlg . QHQm) — Q_1(Qm)
eine lineare Abbildung ist, reicht es, wenn wir nur alle Spezialfille der Form

w=gdry A...ndr;, fiir 1<i1<...<iq<mundgeCé(Qm)

betrachten. Dabei gibt es zwei qualitativ verschiedene Félle zu unterscheiden:

Fall 1: i1 = 1.

Wir schreiben dx® := dz;, A ... Adrg,, also w = gdry A dx® und te,w = gdx®. In diesem
Fall ist Ilw trivial, denn dx; ist 0 auf jeden Vektor in 7%Q,,_1 = {0} x R™~! = R™. Es
folgt,

(Pgeone = ([ ateR)ar) axe

0

131n der Vorlesung wurde der Beweis deises Lemmas aus Zeitgriinden weggelassen.
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und daher
m 1
(dPLw)x = g(x)dxy A dx“ + Z (f 0;9(t,Xx) dt) dzj A dx®. (19)
j=2 o

Andererseits gilt dw = dg A dry A dx® = 310, 0j9dxy A doy A dx® = =3, djgdar A
dr; A dx?®, also II(dw) = 0 und te,dw = — 371", 0jg dx; A dx®, und daher

(P,anrldw)x - _ Z (L @-g(t,fi) dt) d:Cj A dx®. (20)
Jj=2 0

Die Summe von (I9) und 20) ist gdz; A dx* = w.

Fall 2: i1 = 2.

Wir schreiben dx® := dwz;; A ... A dz;,, also w = gdx®, und jetzt gilt te,w = 0 aber
Hw = (g9/q,, ,) dx*. Es folgt, (Phw)x = (P! _,Iw)z, und da diese (¢ — 1)-Form auf Q,,
unabhéngig von z7 ist und keinen Term mit dxq hat,

(dPiw)x = (dP] _Tw)x. (21)

Andererseits gilt dw = dg Adx® = 01gdx1 A dxa—l—ZT:2 g dxz; Adx®, also e, dw = 019 dx®
und (nach Aufgabe B.7) I1(dw) = d(Ilw), und daher

Tl

(PEM dw)y = (P dlw) + < a1g(t, X) dt) dx®. (22)

to
Laut Induktionsvoraussetzung ist die Summe von (2I]) und (22]),

1 1

(dP%w + P dw), = (Hw)z + ( 019(t,X) dt) dx® = (g(to,ﬁ) + 019(t,X) dt) dx®

to to

= g(x) dx” = wx.

O

6 Der Satz von Stokes

6.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Die Mannigfaltigkeiten, die wir bisher in dieser Vorlesung betrachtet haben, waren alle
“ohne Rand”. Das gilt sogar Beispielen wie dem offenen Halbraum

H" = {(z1,...,2n) eR" | 3y < 0},

der als offene Teilmenge von R™ automatisch auch eine (n-dimensionale) Untermannigfal-
tigkeit davon ist (s. Beispiel [L13]). Der offene Halbraum ist das Innere des abgeschlossenen
Halbraum

H" := {(:cl,...,:cn)ER” | 1 <0},

4Man findet in verschiedenen Quellen leicht verschiedene Definitionen vom Halbraum H" < R"™, z.B. oft
als {z, = 0} oder {z1 > 0} statt {z1 < 0}. Fiir die wichtige Definition des Begriffes “Mannigfaltigkeit mit
Rand” ist es egal, welche Variante man nimmt, aber unsere Version der Definition wird besonders fiir die
Diskussion von Orientierungen gut geeignet sein.
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und H" ist ebenfalls der Abschluss von ]ﬁln; als Teilmengen des metrischen Raumes R"™
haben beide also den selben Rand (s. [Baul2l, Definition 2.6])

JH" = OH" := HM\H" = {(z1,...,2,) eR" | z1 = 0}.

Im Kontext von Mannigfaltigkeiten wird aber das Wort “Rand” ein bisschen anders als
bei metrischen Rédumen definiert: der Rand dM einer Mannigfaltigkeit M soll in der Dif-
ferentialgeometrie immer eine Teilmenge von M sein, und weil JH" disjunkt von H" ist,
sagt man also, dass H" keinen Rand hat["] Bei H" sieht das anders aus, aber H" erfiillt
unsere bisherige Definition vom Begriff Untermannigfaltigkeit nicht; insb. haben Punkte
p € JH™ < H"™ keine Umgebungen, die Karten mit den in Definition [I.7] beschriebenen
FEigenschaften zulassen. Um dieses Beispiel betrachten zu kénnen, muss unsere Definition
von Untermannigfaltigkeit jetzt verallgemeinert werden.

Definition 6.1. Es seien n = m > 0 ganze Zahlen und k € N u {o0}. Eine Teilmenge
M < R” heifit eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R"” mit Rand
(oder kurz: Mannigfaltigkeit mit Rand), falls es zu jedem Punkt p € M eine Umgebung
U < R™ von p und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V nach einer offenen Teilmenge
Y < R™ gibt, so dass

M AU =@ HH™ x {0}).

Der C*-Diffeomorphismus ¢ : i — V wird weiterhin eine Karte um p genannt. Der Rand
von M ist die Teilmenge

oM = {p eM ‘ pE gp_l(ﬁHm x {0}) fiir eine Karte ¢ um p} .

Bemerkung 6.2. In der obigen Definition darf es fiir eine gegebene Karte ¢ : i — V sein,
dass das Bild von ¢ nur das Innere H™ x {0} und nie den Rand dH™ x {0} beriihrt; das wird
némlich so sein, wenn die Umgebung U keine Punkte im Rand dM enthilt. Jede Unterman-
nigfaltigkeit ohne Rand (also nach unserer bisherigen Definition) kann von Karten dieser
Art iiberdeckt werden, denn fiir eine gegebene Karte ¢ : U — Vmit UM = o~ (R™ x{0})
und einen Punkt p € ¢ kann man immer eine kleinere Umgebung U’ < U von p finden
und das Bild von ¢|;; mit einer Translation in R™ schieben, damit ¢(U’ n M) nach dieser
Translation in H™ x {0} liegt. Aus diesem Grund erfiillt jede Mannigfaltigkeit nach der
bisherigen Definition auch die neue Definition: die bisher betrachteten Mannigfaltigkeiten
M waren genau die, die 0M = ¢J erfiillen.

Sowie bei unserer fritheren Definition bestimmt jede Karte ¢ : &4 — V auf einer Mannig-
faltigkeit M mit Rand ein Koordinatensystem M > U n M =: O % W < H™, wobei
das Bild z(O) = W jetzt eine offene Teilmenge vom Halbraum H™ ist, und deswegen
nicht unbedingt offen in R™, z.B. Punkte t € W n 0H"™ haben keine in R" offenen Um-
gebungen, die auch in W enthalten sind. Ebenfalls bestimmen zwei Koordinatensysteme
M>0, 5 W, c H" und M o Oy N W, < H™ genau wie bei Definition einen
Karteniibergang

op—1
H™ 5 (0 0 Oy) 5 y(0p 0 O,) c H™,
und man kann wie in Proposition 2.3] zeigen, dass Karteniibergéinge immer von der Klasse

C* sind. Da (O, n O,) und y(O, n O,) offene Teilmenge von H™ aber nicht unbe-
dingt offen in R™ sind, gibt es bei dieser Aussage noch etwas Erklarungsbedarf. Fiir eine

15Die unterschiedliche Terminologie liegt zum Teil daran, dass abstrakte Mannigfaltigkeiten in der Regel
nicht als Teilmengen eines grofieren metrischen Raumes wie R™ prisentiert werden, sondern metrische (oder
besser: topologische) Rdume an sich sind.
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beliebige Teilmenge E < R™ sagt man, eine Funktion f : £ — RY? sei von der Klasse
Ck, falls f sich als Funktion von der Klasse C* auf eine offene Umgebung von E — R™
fortsetzen ldsst, und analog ist eine Abbildung f : £ — F zwischen zwei beliebigen Teil-
mengen E, F c R™ ein C*-Diffeomorphismus, falls sie sich als C*-Diffeomorphismus
zwischen offenen Umgebungen von E und F' fortsetzen ldsst. Wenn Sie den Beweis von
Proposition 2.3 nochmal anschauen, werden Sie sehen, dass die Karteniibergéinge fiir eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand genau diese Bedingung erfiillen.

Lemma 6.3. Es seien U,V < H™ offene Teilmengen von H™ mit m =2 und ¢ : U — V
ein C*-Diffeomorphismus mit k = 1. Dann, gilt: p(UOH™) = VAOH™, die eingeschrinkte
Abbildung

U~ OH™ 25V A JH™ (23)

ist auch ein C*-Diffeomorphismus (zwischen offenen Teilmengen des Vektorraums 0H™ =
R™ 1) und er ist orientierungserhaltend genau dann, wenn 1 auf einer Umgebung von
U n dH™ < U orientierungserhaltend ist.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt x € U n 0H™ mit (x) € V N H™. Dann folgt
vom Umkehrsatz, dass ¢»~! eine Umgebung von 1(x) surjektiv auf eine in R offene Um-
gebung von x abbildet, was unmdglich ist, weil keine in R" offene Umgebung von x in
H™ enthalten ist. Dies beweist (U n 0H™) < V n dH™, und das gleiche Argument fiir
die Umkehrabbildung beweist ¢ ~1(V n dH™) < U n dH™, also definiert ¢ eine Bijetion
Un H™ — V n dH™. Als Einschrankung einer auf einer in R™ offenen Umgebung von
UNOH™ definierten C*-Abbildung ist diese Bijektion auch von der Klasse C*, und die Um-
kehrabbildung gleichfalls, also ist die eingeschrinkte Abbildung ein C*-Diffeomorphismus.

Jetzt betrachten wir die Determinante der Jacobimatrix in einem Punkt x = (0,X) €
UNIH™ < RxR" 1. Da 1 die Teilmenge {x; = 0} in sich selbst abbildet, sind die partiellen
Ableitungen nach xz; fiir j = 2,...,m alle in {0} x R™~1, also hat diese Jacobimatrix die

Form
Ds0.%) - (4 )

wobei a € R und B € R("~1)*(m=1) dje Jacobimatrix der eingeschrinkten Abbildung 23)
im Punkt X ist. Es folgt, DetD1(0,X) = a - DetB. Diese Determinante darf nicht 0 sein,
denn 1 ist ein Diffeomorphismus, also folgt a # 0. Falls a < 0, dann hat der Vektor
1(0,X) = 0u)(t,X)|,_o € R™ eine negative z;-Koordinate, aber dies ist nicht moglich,
weil 1(t,X) € H™ fiir ¢ < 0. Daher gilt a > 0, also haben DetD(0,X) und DetB das
gleiche Vorzeichen. O

Lemma 6.4. Wenn p e M, dann gilt ¢(p) € JH™ x {0} fir alle Karten ¢ : U — V um p.
Beweis. Sonst gibt es zwei Koordinatensystem M > O, > W, < H™ und M > Oy N

W, < H™ um p mit z(p) € JH™ aber y(p) € H™, also bildet der Karteniibergang y o 2~
einen Punkt in JH" nach einem Punkt in H™, was Lemma widerspricht. U

Proposition 6.5. Fiir eine m-dimensionale C*- Untermannigfaltigkeit M < R™ mit Rand
ist der Rand OM < R™ eine (m — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit ohne Rand,
d.h. 0(0M) = .

Beweis. Sei p € 0M und ¢ : U — V eine Karte um p. Nach Lemma ist ein Punkt
p' € U genau dann in dM, wenn p(p') € JH™ x {0}. Wir definieren o : R" — R" durch
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o(x1,29,...,2,) := (T2,...,Tp,x1), dann ist gy 1= cop : U — Vs := o(V) ein Ck-
Diffeomorphismus mit der Eigenschaft, dasstd noM = wgl(Rm*1 x {0}) fiir den Unterraum
R™—1 % {0} c Rm—1  Rp—m+1 — R |

Aufgabe 6.6. Sei 2 € R" der Abschluss einer in R" offenen Menge Q) mit der Eigenschaft,
dass der (im Sinne von metrischen Réumen) Rand Q\Q c R™ eine (n — 1)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie, dass © < R” dann eine n-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit mit Rand o) = Q\Q ist.

Hinweis: Fiir Punkte p im Inneren von 2 reicht die Identitdtsabbildung auf einer kleinen
Umgebung als Karte um p. Fiir p € 02 kann man durch die gleiche Idee wie in Propositi-
on [6.5 aus einer Karte fiir 0S) um p eine passende Karte fiir 2 um p bauen.

Der bisherige Definition der Tangentialrdume 7, < R™ muss fiir den Fall p € dM auch
leicht modifiziert werden.

Definition 6.7. Fiir M < R” eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und p € M definieren
wir den Tangentialraum

T,M = {X e R" | X =+/(0) fiir ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion
7 : (—€,€) — R"™ mit 4(0) = p und ([0,€)) = M oder ~v((—¢,0]) < M}.

Der Sinn dieser Definition ist, dass ein Weg v : (—¢,€) — R™ mit v(0) = p € M durch
den Rand aus M entkommen oder von auflen in M einfahren kénnte, und wir méchten
Geschwindigkeitsvektoren solcher Wege auch im Tangentialraum mit einschlieen.

Aufgabe 6.8. Zeigen Sie, dass fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M < R™ mit
Rand, T, M < R"™ immer ein m-dimensionaler linearer Unterraum ist, und fiir einen Rand-
punkt p € 0M ist T,(0M) immer ein linearer Unterraum von T, M.

6.2 Orientierungen

Fiir eine Mannigfaltigkeit M von Dimension m > 2 mit Rand ist die Definition des Begriffs
Orientierung genau wie bei Mannigfaltigkeiten ohne Rand: wichtig ist nur, dass man fiir
Karteniibergénge zwischen offenen Teilmengen in H™ zwischen orientierungserhaltenden
und orientierungsumkehrenden Diffeomorphismen unterscheiden kann. Wir wollen jetzt
zeigen, dass eine Orientierung auf M auch eine natiirliche Orientierung auf 0M induziert.
Dies wird durch die folgende sofortige Konsequenz von Lemma ermoglicht:

Lemma 6.9. Sei M < R" eine Untermannigfaltigkeit mit Rand, mit Dimension m = 2,
und sei {Qa : Us — Vataer ein orientierter Atlas auf M. Sei {5 : Uy — Vi}ges ein Atlas
auf OM , der dadurch gebaut wird, dass man aus jeder Karte ¢, mit U, N OM # & eine
entsprechende Karte fiir OM so wie im Beweis von Proposition 6.4 definiert. Dann ist der
Atlas {tpg : Uy — Vi}pey fiir OM auch orientiert. O

Fiir eine orientierte Untermannigfaltigkeit M < R™ von Dimension m > 2 definieren wir
nun die Randorientierung von dM, indem wir einen orientierten Atlas fiir M wihlen
und durch Lemma daraus einen orientierten Atlas fiir 0M bauen.

Im Fall m = 1 gibt es ein paar Besonderheiten. Der Rand JH!' ist jetzt ein einzelner
Punkt, und das Analogon von Lemma fiir diesen Fall ist die Aussage, dass fiir zwei
offene Teilmengen U,V < H!, ein C*-Diffeomorphismus 1 : i/ — V den Punkt 0H' nach
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sich selbst abbilden muss, und in einer Umgebung dieses Punktes muss ¥ immer orien-
tierungserhaltend sein. Es ist nédmlich klar, dass es z.B. keinen orientierungsumkehrenden
Diffeomorphismus ¢ : (—1,0] — (—1,0] mit ¢(0) = 0 gibt. Aber dies stellt fiir uns ein
kleines Problem dar, denn z.B. das Intervall [0, 1] ist freilich eine 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit Rand, aber nach der aktuellen Definition kann kein Atlas fiir [0, 1] orientiert
sein. Die Losung ist, dass wir etwas mehr Freiheit in der Gestalt einer Karte erlauben. Im
Folgenden schreiben wir

H) :=[0,0) cR, H!:=H'=(-mw,0]cR.

Definition 6.10. Eine (positive/negative) Randkarte fiir eine 1-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit M < R™ mit Rand ist ein C*-Diffeomorphismus ¢ : i — V zwischen
offenen Teilmengen U,V = R", so dass U n M = o L(H! x {0}) im positiven Fall und
UnM = L (HL x {0}) im negativen Fall['¥ Ein orientierter Atlas auf M ist dann ein
System von Karten und Randkarten {¢q : Uy — Vataer, so dass M < |J,.; U und alle
daraus entstehenden Karteniibergéinge orientierungserhaltend sind.

Mit diesem erweiterten Begriff von orientiertem Atlas fiir eine 1-Mannigfaltigkeit mit Rand
wird der Begriff Orientierung auf so einer Mannigfaltigkeit genau so wie frither definiert.
Auf einer orientierten 1-Mannigfaltigkeit M ist nun fiir jeden Punkt p € M zu beach-
ten, dass alle orientierten Randkarten um diesen Punkt entweder positiv oder negativ
sind; beide kann es in einem orientierten Atlas nicht geben, denn der daraus entstehende
Karteniibergang kénnte nicht orientierungserhaltend sein.

Die zweite Besonderheit ist, dass wir noch nie eigentlich diskutiert haben, was der Begriff
“Orientierung” fiir eine 0-Mannigfaltigkeit bedeuten soll. Es ist nicht ganz offensichtlich,
denn eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit M < R"™ ist nichts anderes als eine diskre-
te Teilmenge, und Karteniibergénge dafiir sind nur Bijektionen zwischen diskreten Men-
gen; es gibt keine bedeutende Unterscheidung zwischen orientierungserhaltend und ori-
entierungsumkehrend fiir solche Bijektionen. Man muss 0-Mannigfaltigkeiten einfach als
Sonderfall betrachten und sich eine Definition ausdenken, die fiir weitere Anwendungen
funktioniert. Die néchsten zwei Definitionen kénnten also beim ersten Blick etwas seltsam
aussehen, aber sie sind genau das, was man fiir die Formulierung des 1-dimensionalen Falls
vom Satz von Stokes braucht.

Definition 6.11. Eine Orientierung auf einer 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M < R" ist eine Funktion o : M — {1, —1}.

Definition 6.12. Sei M < R" eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Die
Randorientierung von ¢ M wird durch

() 1 falls alle orientierten Randkarten fiir M um p positiv sind,
o(p) :=
b —1 falls alle orientierten Randkarten fiir M um p negativ sind

definiert.

Beispiel 6.13. Ein kompaktes Intervall M := [a,b] € R mit b > a ist eine 1-Mannigfaltigkeit
mit Rand 0M = {a, b}, und hat eine kanonische Orientierung, so dass die Identitétsabbildung
auf einer Umgebung eines beliebigen Punktes ¢ € (a,b) als orientierte Karte betrachtet
wird. Orientierte Randkarten um a bzw. b miissen dann Bild in H}r bzw. H! haben, die
Randorientierung o : 0M — {1, —1} ist also durch o(b) = 1 und o(a) = —1 gegeben.

18Dije Vorzeichen in dieser Definition sind richtig; es ist kein Schreibfehler.
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6.3 Integration

Zur Definition des Integrals SMw einer m-Form mit kompaktem Tréger iiber einer m-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit Rand ist nichts hinzuzufiigen: den einzigen Unter-
schied sieht man in der lokalen Formel bzgl. einer Parametrisierung v, : W, — O, < M,
da W, im Allgemeinen jetzt eine offene Teilmenge von H™ (oder im Fall m = 1, H}_r) ist
und nicht unbegingt offen in R™. Haupsache: W, ist auf jeden Fall messbar, also kann man
das lokale Integral noch definieren und durch das gleiche Argument wie vorher zeigen, dass
es unabhéngig von der Wahl der (mit der Orientierung vertriiglichen) Parametrisierung
ist.

Wir erweitern die Definition auf den Fall m = 0 wie folgt. Eine 0-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M < R” ist eine diskrete Teilmenge, und eine 0-Form ist eine Funktion
f : M — R; hier muss nichts iiber Stetigkeit oder Differenzierbarkeit gesagt werden, weil
M diskret ist. Jeder Punkt in p € M hat eine Umgebung in R", die nur p und keine ande-
ren Punkte aus M enthélt. Fiir eine gegebene Teilmenge K < M kann man aus solchen
Umgebungen eine offene Uberdeckung von K bauen, womit klar wird, dass K genau dann
kompakt ist, wenn sie endlich ist. Die Funktion f € QY(M) hat also genau dann kompakten
Tréger, wenn f in hochstens endlich vielen Punkten nichttrivial ist. Aus diesem Grund ist
die Summe in der folgenden Definition endlich.

Definition 6.14. Sei M < R” eine 0O-dimensionale Untermannigfaltigkeit, o : M —
{1,—1} eine Orientierung von M und f € Q°(M) eine 0-Form auf M mit kompaktem
Trager. Das Integral von f iiber M ist dann

fo =Y o) f(p).

peM

Beispiel 6.15. Sei M := [a,b] < R mit der kanonischen Orientierung versehen, wie in
Beispiel [6.I3lerwéhnt, also ist die Randorientierung von 0M durch o(b) = 1 und o(a) = —1
gegeben. Sei f : M — R eine C'-Funktion. Wir betrachten die Identititsabbildung als
Koordinate z : (a,b) — R und schreiben das Differential df € Q}(M) auf M\OM als
df = f'dz. Da das Bild von dM in beliebigen Koordinatensystemem eine Nullmenge in
R ist, diirfen wir Satz B.I8] anwenden, um beim Integrieren 0M wegzulassen und nur die
eine Karte x : (a,b) — R zu beriicksichtigen: es folgt,

fdf: fe)de=fO) — flay = | f
M

(a,b) oM

In Beispiel [B.15]sieht man den ersten Spezialfall des Satzes von Stokes, der als weitgehende
Verallgemeinerung vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu betrachten
ist. Fiir die Aussage muss man verstehen, dass jede Differentialform w € Qf(M) durch
Einschrinkung auch eine Differentialform auf dem Rand bestimmt; wir werden es weiterhin
mit w € QJ(0M) bezeichnen.

Satz 6.16 (Stokes). Sei M < R" eine m-dimensionale orientierte C?-Untermannigfaltigkeit
mit Rand, m € N, und w € Q" 1(M) eine stetig differenzierbare (m — 1)-Form mit kom-
paktem Triger. Es sei OM mit der Randorientierung versehen. Dann gilt:

J dw:J w.
M oM
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Bemerkung 6.17. Die Aussage ist auch im Fall M = ¢F sinnvoll, und ihr Inhalt ist dann
SM dw = 0. Man nennt eine Mannigfaltigkeit M geschlossen, falls M kompakt ist und
oM = L] Der Satz von Stokes impliziert also, dass das Integral einer exakten m-Form
iiber einer geschlossenen m-Mannigfaltigkeit immer verschwindet.

Beweis von Satz[6.16. Man kann das Problem wie folgt auf den Spezialfall M = H™ redu-
zieren. Per Annahme hat w € QT‘l(M ) kompakten Tréger K < M, und fiir eine gegebene
offene Uberdeckung {Us}aer von K kann man eine dieser Uberdeckung untergeordnete
Zerlegung der Eins {p,, : M — [0, 1]}aer withlen, so dass

w= Z Wa, I wq = pow € QT_l(M),

wobei jedes w, kompakten Triager in M n U, hat. Wenn die Gleichung SM dws = Sa M Wa
fiir jedes « € I bewiesen werden kann, dann folgt aus der Linearitdt der dufleren Ableitung
und des Integrals,

L[5 L5 gl Tl 5oL

ael M qer

Bei w, diirfen wir durch Wahl einer geeigneten Uberdeckung annehmen, dass der Triiger
im Definitionsbereich eines einzelnen Koordinatensystems M > O, 2o W, < H™ ent-
halten ist, wobei im Fall m = 1 beide Varianten H} beriicksichtigt werden miissen. Aus
Korollar 4.9 folgt nun, dass SM wq einfach das Inteéal der entsprechenden Koordinaten-
darstellung von w, iitber H™ bzw. HY ist. Aus diesem Grund lassen wir jetzt a aus der
Notation weg und betrachten nur den folgenden Spezialfall: w ist eine (m — 1)-Form von
der Klasse C! auf H™ (oder HY) mit kompaktem Triger. Wir nehmen zuerst m > 2 an,
damit zwischen H}r und H! nicht unterschieden werden muss.

Bzgl. der kartesischen Koordinaten z1,...,x,, : H™ — R hat w die Form

w=ijdxl/\dxg/\.../\gm\j/\.../\dxm

=1

fiir C'-Funktionen f; : H™ — R mit kompakten Triigern, wobei der Hut auf dz; signali-
sieren soll, dass dx; nicht in diesem Dachprodukt erscheint (aber alle dx; fiir @ # j doch).
Die 1-Form dz; verschwindet auf Tangentialvektoren zum Rand JH™, die eingeschrinkte
Form w € Q" 1(0H™) ist also

wlogm = frdzo A ... A dxy, € QPTHOH™),

wobel (xg,...,Zy) als Koordinatensystem auf 0H™ verwendet wird; dies ist nach der
in §6.2] gegebenen Definition vertrdglich mit der Randorientierung von 0H™. Die duflere

177u diesem Punkt hat die deutsche Terminologie einen Vorteil im Vergleich mit dem Englischen: “ge-
schlossene Mannigfaltigkeit” heifit auf Englisch natiirlich “closed manifold”, aber das gleiche Wort wird
im Begriff “closed subset” verwendet, der auf Deutsch nicht “geschlossene” sondern “abgeschlossene Teil-
menge” heif3t. Diese Unterscheidung ist richtig, denn “geschlossene Mannigfaltigkeit” und “abgeschlossene
Teilmenge” sind tatsédchlich verschiedene Begriffe, die in verschiedenen Kontexten sinnvoll sind. Ich habe
sehr oft Verwirrung zu diesem Punkt erlebt bei Studierenden, die entweder nur die englische Terminologie
gelernt oder (es passiert nun mal) die deutsche Terminologie vergessen hatten.
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Ableitung von w ist
dwzdej/\d:cl/\.../\d/x;/\.../\dxmzZé’jfjdxj/\d:cl/\.../\d/x;/\.../\dxm
j=1

j=1
= Z(—l)j_lajfj dry A ..o A dxy,
j=1
also laut Korollar 4.9,
f dw = Z:(fl)j_1 0ifi(x1,. .., xm)day ... dey,.
Hm™ i1 Hm™

Fiir j > 2 zeigt man durch den Satz von Fubini und den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, dass das Integral auf der rechten Seite verschwindet: wéhlen wir R > 0
groB, so dass der Tréger von f; in [—R, R]™ enthalten ist, dann gilt

j 8jfj(x1,...,mm)dx1...dmm:f (j ajfj(xl,...,mm)dxj> dxl...cjm\j...dmmzo,
Hm™ R

Hm—1

denn nach dem Hauptsatz,

R ;=R
f 8jfj(x1,...,xm)dxj=f 8jfj(x1,...,xm)dxjzf(xl,...,mm) ! = 0.
R -R rj=—R
Nur bei j = 1 sieht die Lage anders aus, denn
0 z1=0
f 51f1($1,---,$m)d$1=f ofi(@, .. xm)dey = fi(xn,. .. @)
(~00,0] R z1=—R

= f1(07x27"'7xm)7

also
81f1(x1,...,xm)dx1...dxmzf (J 81f1(x1,...,mm)dx1> dm'g...d.%'m
H™ Rm—1 (—00,0]

Rm—1 omm

Im Fall m = 1 muss zwischen einer positiven bzw. negativen Randkarte unterschieden
werden. Im positiven Fall ist w eine Funktion f : H! — R mit kompaktem Triger, und
der Hauptsatz fithrt zum Resultat

le_ af = fooo floyde = £0) = | 1,

OHY

wéhrend im negativen Fall,

[La= [ rean-—so-[ r
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7 Anwendungen in der Vektoranalysis

Ein Vektorfeld X auf einer C*-Untermannigfaltigkeit M < R™ ist eine Funktion X :
M — R™ mit X(p) € T,M fiir alle p € M. Bzgl. eines Koordinatensystems M > O —
W < R™ hat jedes Vektorfeld eine Koordinatendarstellung der Form

X(p) = Y. Xi(p)ei(p)
i=1

auf O, wobei X; : O — R Funktionen und ¢; : O — R"™ die in §4.4] eingefiihrten Koor-
dinatenvektorfelder sind. Die Koordinatenvektorfelder sind von der Klasse C*~1, also fiir
0 <?¢<k—1ist X von der Klasse C* genau dann, wenn die Komponentenfunktionen
X; : O — R alle von der Klasse C* sind. Der Vektorraum aller Vektorfelder auf M von
der Klasse C* wird oft mit

x4, oder im Fall k = oo, (M) := X°(M)
bezeichnet.

Wir kénnen jede offene Teilmenge U < R™ als glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit be-
trachten, mit 7,R" = R" fiir alle p € U, also ist ein Vektorfeld auf ¢/ nichts anderes als eine
Funktion X : i/ — R™. Die Erforschung von Vektorfeldern, ihren Ableitungen und daraus
entstehenden Integralen in diesem Kontext heifit Vektoranalysis, und das Gebiet umfasst
die klassischen Integralsitze, die in §I] kurz skizziert wurden. Wir wollen jetzt sehen, wie
diese Satze als Korollare der inzwischen bewiesenen Resultate iiber Differentialformen
entstehen.

7.1 Gradient

Wir befassen uns zuerst mit der folgenden Frage: welche Vektorfelder X : ¢4 — R™ auf
einer offenen Teilmenge U < R™ kénnen Gradienten von Funktionen sein? Dieses Problem
ldsst sich in eine Frage {iber Differentialformen iibersetzen, denn

X=(X1,...,.Xn)=Vf < df =Xydxy+...+ X, dz,.

Die 1-Form auf der rechten Seite lisst sich kiirzer mittels der sogenannten musikalischen
Isomorphismen hinschreiben: mit dem euklidischen Skalarprodukt ( , ) auf R” definieren
wir
R™ 2 AL (R™)*, vio v = (v, ),

oder in anderen Worten, fiir jeden Vektor v wird das Funktional v’ : R® — R durch
v’ (w) := (v,w) definiert. Die Abbildung b : R — A'(R™)* ist linear und injektiv; da
dim A}(R™)* = (Tf) =n = dimR", ist sie daher ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung
davon wird mit

AR SR ANRY)* 34 M eR”
bezeichnet. Beide Isomorphismen kénnen auch punktweise zu einer Korrespondenz zwi-
schen Vektorfeldern und 1-Formen auf U4 < R" {ibertragen werden, z.B.

XU > hu),  Xo(w) = (X(p),w) fiir pe .

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie: fiir ein Vektorfeld X = (X1,..., X,,) € XY(U) auf einer offenen
Teilmenge U < R” gilt X? = X dxy + ... + X, dz,,.
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Im Poincaré-Lemma (Satz[b.6]) haben wir bewiesen, dass eine geschlossene Differentialform
immer lokal exakt ist—konkreter hat unser Beweis eigentlich gezeigt, dass eine geschlossene
Differentialform auf einem Quader (aj,b1) x ... X (an,b,) < R™ immer exakt ist. Jetzt
impliziert das:

Korollar 7.2 (des Poincaré-Lemmas). Sei U = R™ eine offene Teilmenge. Ist X € X1 (U)
der Gradient einer C?-Funktion f : U — R, dann erfillt die 1-Form X° € Q}(U)
d(X") = 0.

Umgekehrt gilt: falls U < R™ ein Quader (a1,by) X ... x (an,b,) und X € X' (U) ein
Vektorfeld ist, das d(X") = 0 erfillt, dann existiert eine C2-Funktion f : U — R mit
V=X 0

Bemerkung 7.3. Dass die Funktion f : &/ — R im zweiten Teil der Aussage von der Klasse
C? ist, folgt nicht direkt vom Poincaré-Lemma, ist aber leicht zu sehen, denn Vf = X €
XY(U) impliziert dann, dass alle partiellen Ableitungen von f stetig differenzierbar sind.

Bemerkung 7.4. Der zweite Teil der Aussage ist im Allgemeinen falsch fiir beliebige offene
Teilmengen U < R", denn nicht jede geschlossene 1-Form auf einer offenen Teilmenge U
R™ ist exakt (siche Beispiel 5.5, und im Kontext von Vektorfeldern, Ubungsaufgabe 13.2).

7.2 Rotation

Im Fall n = 3 ist eine Ubersetzung von Korollar moglich, die keine Differentialformen
erwéhnt.

In §5. 2l wurde das innere Produkt eines Vektorfeldes X mit einer ¢g-Form w eingefiihrt: dies
ist eine (¢ — 1)-Form txw, gegeben durch

(LXw)p<Y17 cee ,Y;J_l) = wp(X(p),Yl, cee ,Y;J_l) fiir pE M, Yl, cee ,Y;J_l S TpM.
So definiert das innere Produkt eine bilineare Abbildung

xH(M) x QUM — QM.

Auf einer offenen Teilmenge U < R™ definieren wir die glatte n-Form
wi=dry Ao A day,

die als Standardvolumenform von R" bekannt ist, weil |p,(vy,...,vy)| immer das
Lebesgue-Mafl des von vy,...,v, € T,M aufgespannten Parallelepipeds ist. Um das zu
sehen, muss man nur die Relation

tp(Vi,...,vp) =Det (vi ... vy) (24)

verifizieren, wobei auf der rechten Seite die Vektoren vq,...,v, € T,i{ = R" als Spalten
einer n-mal-n Matrix betrachtet werden. Die Relation folgt, weil beide Seiten Elemente
des 1-dimensionalen Vektorraums A™(R™)* definieren, und beide sind freilich gleich, wenn
die Standardbasisvektoren ey, ..., e, € R™ eingesetzt werden.

Fiir jedes Vektorfeld X € X‘(U) betrachten wir nun die (n — 1)-Form txpu € Q) (U).
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Aufgabe 7.5. Zeigen Sie: fiir X = (X1,...,X,) € X{(U) gilt

n
IXp = Z(—l)jlej dxi A ..o ~ndxy Ao A day,
j=1

wobei mit d/x\J signalisiert wird, dass alle dz; mit ¢ # j im Produkt erscheinen aber dx;
nicht.
Hinweis: fiir jedes j = 1,...,n gilt dvy A...Adxy = (—1)7 " VdzjAdzy A Andzj A A dy,.

Von der Aufgabe folgt, dass die durch X ~ txu gegebene lineare Abbildung X(U) —
Q) 1Y) ein Isomorphismus ist.

Im Fall n = 3 mit kartesischen Koordinaten z,y,z : Y4 — R konnen wir jetzt X =
(Xe, Xy, X2), p=dx A dy A dz und

ixpph = Xpdy ndz+ Xydz ndx + X, dx ~dy

schreiben, wobei aus der Formel in Aufgabe die Reihenfolge von dz und dz ver-
tauscht wurde, um das Minuszeichen vor X, zu beseitigen. Fiir ein zweites Vektorfeld
V = (V,,, Vi, Vo) € XY (U) gilt jetzt V° =V dx + V,, dy + V. dz und daher,

AV’ = dV, A dz + dVy A dy + dV, A dz
= (0yVody + 0,V dz) A dax + (0, Vydx + 0.V, dz) A dy + (0, V. dx + 0,V. dy) A dz
= (0yV. — 0.Vy)dy ndz+ (0,Vy — 0,V.)dz A dx + (0,Vy — 0, Vy) dz A dy.

Vergleichen wir das jetzt mit der Definition der Rotation eines Vektorfeldes in §I.1] so
finden wir die ziemlich kurze Formel

dVb = lrot(V)H- (25)

Da V — V’ und X > ixp Isomorphismen X‘(U) — Qp (U) bzw. X:U) — Q2 (U) sind,
konnte (25) genauso gut als Definition der Rotation eines Vektorfeldes verstanden werden.
Insbesondere gilt fiir X € X! (U),

dX’=0 < rot(X)=0.
So sieht die Bedingung bei Korollar im Fall n = 3 jetzt aus:

Korollar (vgl. Satz [L5). Ein C'-Vektorfeld auf einem Quader in R? ist genau dann der
Gradient einer Funktion, wenn seine Rotation verschwindet. ]

7.3 Divergenz

Wir haben gesehen, dass der Gradient einer Funktion und Rotation eines Vektorfeldes zum
Differential einer Funktion bzw. zur dufleren Ableitung einer 1-Form &quivalent sind. Die
Divergenz lisst sich auch als duflere Ableitung interpretieren, wenn man ein Vektorfeld
auf einer offenen Teilmenge U < R™ mit einer (n — 1)-Form identifiziert.

Proposition 7.6. Fiir Y = R" offen und V = (Vi,..., V) € XX U) gilt

d(v i) = div(V) - .
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Beweis. Mit der Formel aus Aufgabe berechnen wir:

d(vvp) (=17 rdV; Adzy Ao A Em\j Ao nday,

I

<
Il
—

(_1)j*18j1/jdmj Adzi A ..o A gm\j A ... ANdzy,

Il
1=

<.
Il

Il
(_\
(e

6J-Vj> dzi A ... Adxy, = div(V) - p.

Il
—_

O

Korollar 7.7. Fir eine offene Menge U = R™ und Vektorfeld V e X*(U) gilt div(V) =0
genau dann, wenn die (n — 1)-Form vvu geschlossen ist. O

Im Fall n = 3 kann die Relation div(rot(V)) = 0 nun als Ubersetzung von d(dV?) = 0
angesehen werden, denn wegen (25]) gilt

0= d<dvb) = d(Lrot(V)M) = diV(I‘Ot(V)) a2

Andererseits ist ein Vektorfeld X € X! (/) mit div(X) = 0 dquivalent zu einer geschlossenen
2-Form txp € Q3(U), die dann wegen des Poincaré-Lemmas lokal exakt ist: konkreter, falls
U = R? ein Quader ist, dann existiert eine 1-Form \ € Q}(U) mit d\ = txp. Definieren
wir ein C'-Vektorfeld V := X, dann gilt A\ = V” und daher

AV’ = bot(V)l = 1xpt = r1ot(V) = X.

Korollar (vgl. Satz [LH). Ein C'-Vektorfeld auf einem Quader in R? ist genau dann die
Rotation eines anderen Vektorfeldes, wenn seine Divergenz verschwindet. O

7.4 Volumenformen

Wir mochten als Néchstes klaren, wie man das m-dimensionale Volumen einer m-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M < R™ berechnet. Wie oft in der Analysis muss zuerst eine Art
Linearisierung dieses Problems gelost werden: wie berechnet man das m-dimensionale
Lebesgue-Maf eines durch m linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v,, € R aufgespannten
Parallelepipeds? Sei V' < R" der m-dimensionale Unterraum, der durch diese Vektoren
aufgespannt ist. Die Antwort auf die Frage dndert sich nicht, wenn wir durch Wahl einer
orthonormalen Basis V' mit R™ identifizieren, so dass das Skalarprodukt auf V mit dem
euklidischen Skalarprodukt auf R™ identifiziert wird. In diesem Kontext kennen wir die
Antwort schon: fiir linear unabhéngige Vektoren vq,...,v,, € R™ ist das Lebesgue-Maf}
des dadurch aufgespannten Parallelepipeds ‘Det (v1 vm)’ Da dim A™(R™)* = 1
kann man das auch so formulieren: es gibt genau zwei Elemente w € A™(R™)*, nidmlich
W(Vi, ..., Vi) = £Det (v1 Vm), die die geometrische Bedeutung von Volumen ei-
nes Parallelepipeds haben kénnen. Ubertragen auf einen beliebigen m-dimensinalen Un-
terraum in R"™ heifit das:

Lemma 7.8. Sei M < R"™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir
jedes p € M genau zwei Elemente w € A™T M, so dass das m-dimensionale Volumen eines
durch Xi,..., Xy € T,M aufgespannten Parallelepipeds immer durch |w(Xq,..., Xy)|
gegeben ist. O

45



Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Definition 7.9. Eine stetige m-Form w € Q*(M) auf der m-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M < R" heifit eine Volumenform, falls fiir jedes p € M, w), eins der zwei in
Lemma [Z.§ erwiihnten Elemente von A™T7 M ist[19

Aufgabe 7.10 (vgl Aufgabe 16.A auf Ubungsblatt 16). Sei V ein endlich-dimensionaler
reeller Vektorraum, und V* := A'V* sein Dualraum. Beweisen Sie:

(a) Fiir jedes k € N ist die multilineare Abbildung

V¥ x ..ox VE o ARV, ALy s M) = AL A A N
—_———
k
antisymmetrisch.
(b) Sei eq,...,e, € V eine Basis und e7,..., e} € V* ihre Dualbasis. Dann gilt fiir alle

n-Tupel A\i,..., A\, € V¥,

Aler) o Ailen)
AL A A A, = Det : : efA.oner. (26)
An(er) -+ Anlen)
Hinweis: Definieren Sie ein Element von w € A™(V*)* durchw(\y, ..., Ay) = AAnAg

el A...nen

Jetzt betrachten wir eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit M — R™ mit Rand,
mit lokalem Koordinatensystem M > O 5 W < H™ und entsprechenden Koordinaten
Z1,...,Tm : O - R. Esseien fi,..., fn: O — R C'-Funktionen.

ofi of
(c) Zeigen Sie: dfi A ... A dfp, = Det : . : dxi A ... Adxy,.
Ofn Ofn
Bemerkung: Als wichtiger Spezialfall nimmt man fiir f1, ..., f,, ein zweites Koordinatensy-

stem y = (y1,...,yn) : O — H™. Dann sind beide Seiten in jedem Punkt p € O garantiert
nichttrivial, und die Matrix wird die Jacobimatrix des Karteniibergangs yox~! im Punkt
z(p) € W. Im Grunde ist dieses Resultat #quivalent zur Berechnung, mit der wir in §3.2]
die Koordinateunabhéngigkeit des lokalen Integrals gezeigt haben.

Proposition 7.11. Auf einer orientierten C*-Untermannigfaltigkeit M < R™ von Di-
mension m € N existiert eine eindeutige Volumenform w € Q' | (M) mit der Eigenschaft,
dass w in jedem durch einer orientierten Karte bestimmten lokalen Koordinatensystem
1y T 2 O > Rdurchw = fdxy n... Adzy, fir eine positive Funktion f : O — (0,00)
gegeben ist. Falls M < R™ nicht orientierbar ist, existiert auf M keine Volumenform.

18Tn der Differentialgeometrie hat das Wort Volumenform eine etwas allgemeinere Bedeutung: es darf
eine beliebige (stetige oder glatte) m-Form w mit w, # 0 fiir alle p € M sein. Der Unterschied liegt daran,
dass auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit normalerweise kein Skalarprodukt oder Begriff von Volumen auf
Tangentialrdumen gegeben ist.
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Beweis. Seix : O — R™ ein lokales Koordinatensystem auf O ¢ M. Da dzx1 A. .. Adxy, auf
O nirgendwo verschwindet, gibt es wegen Lemma [(.§ genau zwei Volumenformen auf O,
wovon einer die Gestalt fdxy A ... A dz,, fiir eine positive Funktion f : O — (0,00) hat,
und die Andere —fdx; A ... A dxy,, ist. Die wesentliche Tatsache ist nun Folgendes: ist
y : O — R™ ein zweites Koordinatensystem auf der gleichen Teilmenge O, dann folgt
aus Aufgabe LI dy; A ... A dym = gdz1 A ... A dxyy fiir eine nirgendwo verschwindende
Funktion g : O — R\{0}, die aus der Determinante des Karteniibergangs y o 2! herge-
leitet wird, und genau dann positiv ist, wenn der Karteniibergang orientierungserhaltend
ist. Wenn also beide Koordinatensysteme durch orientierte Karten definiert sind, dann
existiert auf O eine eindeutige Volumenform, die als Produkt von positiven Funktionen
mit sowohl dz1 A ... Adxy, als auch dyy A ... A dy, geschrieben werden kann. So kann man
eine Volumenform w auf M definieren, indem man um jeden Punkt p € M eine orientierte
Karte wihlt und w auf dieser Umgebung in Koordinaten hinschreibt. Die resultierende m-
Form auf M ist von der Klasse C*~! und héngt von keiner Koordinatenwahl ab, sondern
nur von der Orientierung.

Die Korrespondenz geht in beiden Richtungen: falls M eine Volumenform w hat, dann
wird eine eindeutige Orientierung dadurch bestimmt, dass in orientierten Koordinaten
immer w = fdx; A ... A dr, mit f > 0 gilt. Falls ndmlich um einen gegebenen Punkt
p € M in einem gegebenen Koordinatensystem die Funktion f negativ ist, kann man so
wie in Aufgabe B.I7 die Koordinaten &ndern, so dass f positiv wird. Es folgt, dass eine
Volumenform auf M genau dann existiert, wenn M orientierbar ist. O

Definition 7.12. Sei M — R" eine m-dimensionale orientierte C’*-Untermannigfaltigkeit
und w € Q)" (M) die durch die Orientierung bestimmte Volumenform. Wir bezeichnen
mit vol,,, das Mafl auf M, das fiir Borelmengen E < M durch

vol,, (E) = J w
E
definiert wird.

Diese Definition ist natiirlich ein bisschen faul, denn wir haben weder die Definition des
Integrals {, w iiber einer beliebigen Borelmenge E < M erkliirt noch bewiesen, dass voly,
die Bedingungen eines Mafles erfiillt. Das werden wir hier auch nicht tun, denn zum Be-
greifen der klassischen Integralsitze ist es nicht unbedingt notwendig, aber der wichtigste
Spezialfall sollte sofort klar sein: wenn M kompakt ist, konnen wir ihr Volumen jetzt durch

vol, (M) = f w
M
berechnen. Das Volumen héngt auch nicht von der Orientierung ab: wie in Aufgabe B.1I7]
kann man eine Orientierung immer umkehren, aber dann wird w mit —w ersetzt, und das
Integral dndert sich insgesamt nicht.

Bemerkung 7.13. Sie fragen sich jetzt vielleicht, ob man nicht auch das Volumen ei-
ner nichtorientierbaren Untermannigfaltigkeit berechnen kann. Das kann man, aber nicht
durch Integration einer Differentialform (was immer von einer Orientierung abhéngt),
sondern durch Integration eines sogenannten Volumenelements. Wir haben in §3] gesehen,
dass §,, |w| € [0,00) auch im Fall einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit definiert wer-
den kann. Analog kann man ein Volumenelement als nichtnegative Variante des Begriffs
Differentialform definieren, ohne zwischen den zwei (sich durch ein Vorzeichen unterschei-
denden) Méglichkeiten in Lemma [7.8 unterscheiden zu miissen.
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Im Fall einer Untermannigfaltigkeit M < R"™ von Dimension m = n — 1 kann eine Vo-
lumenform auch etwas direkter konstruiert werden. Ein Normalenvektorfeld fiir eine
solche Mannigfaltigkeit ist eine stetige Funktion v : M — R"™ mit der Eigenschaft, dass
v(p) fiir jedes p € M ein Einheitsvektor orthogonal zu T),M ist.

Proposition 7.14. Sei M c R™ eine (n — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit und
v: M — R" ein Normalenvektorfeld fiir M. Dann ist

w = typ € QU1 (M)

eine Volumenform auf M, wobei p:=dxi A ... A dzy,.

Beweis. Fiir einen gegebenen Punkt p € M wéhlen wir eine orthonormale Basis Y7, ...,Y,_1
von T, M, also hat das durch Y7, ... ,Y,,_ aufgespannte Parallelepiped (n—1)-dimensionales
Volumen 1, und v(p),Y1,...,Y,_1 ist ebenfalls eine orthonormale Basis von R". Es folgt

wegen (),
w(Yl"",Ynfl) :lu(y(p)’yla---,ynfl) = Det (V(p) Y1 ---Ynfl) = =£l1,
denn die Matrix ist orthogonal. O

Bemerkung 7.15. Aus Proposition [T.14] folgt: jede (n — 1)-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit M < R"™, die ein Normalenvektorfeld zulésst, ist orientierbar. Das geht umgekehrt
auch: so kann man z.B. sehen, dass das Mobiusband (s. Beispiel BI0) nicht orientierbar
ist.

7.5 Beweise der klassischen Integralsitze

Die folgende Aufgabe dient als Vorbereitung auf einige Orientierungsfragen, die in den
Beweisen der klassischen Integralséitzen auftreten.

Aufgabe 7.16 (vgl. Aufgabe 16.B auf Ubungsblatt 16). Es seien m € N, M < R” eine
orientierte m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und w € QF*(M) die von
der Orientierung bestimmte Volumenform. Auf R” selbst wihlen wir die kanonische Ori-
entierung, fiir die die Identitéitsabbildung (z1,...,2,) : R" — R™ eine orientierte Karte
ist, und bezeichnen mit

pi=dxry A ... Aday

die Standardvolumenform auf R”. Fiir einen Punkt p € M und eine Basis Xi,... X, €
T,M gilt immer w(X7,...,X,,) # 0; wir nennen diese Basis positiv bzw. negativ ori-
entiert, falls w(Xq,...,X,,) positiv bzw. negativ ist. Wichtig zu beachten ist, dass diese
Definition von der Reihenfolge der Basisvektoren abhéngt, z.B. wenn Xi,..., X, eine
positiv orientierte Basis ist, dann ist Xs, X1, X3,...,X,, eine negativ orientierte Basis.
Beweisen Sie:

(a) Im Fall m > 2 betrachten wir 0M mit der Randorientierung. Es sei v € T, M\T,(0M)
ein auswirts gerichteter Tangentialvektor in einem Punkt p € JM. Eine Basis
Xi,...,Xm—1 von T),(0M) ist genau dann positiv orientiert, wenn v, Xi,..., X1
eine positiv orientierte Basis von T,,M ist.

(b) Wir betrachten den Fall m := n — 1 und w = ¢, fiir ein Normalenvektorfeld v :
M — R"™. Eine Basis X1,..., X, _1 von T,M ist genau dann positiv orientiert, wenn
v(p),X1,...,X,—1 eine positiv orientierte Basis von T,R" ist.
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(c) Im Fall n = 3 mit M := U < R3? eine offene Teilmenge ist fiir jeden Punkt p € U und
zwei linear unabhingige Vektoren v,w € Tl = R3 das Tripel v,w,v x w immer
eine positiv orientierte Basis von T, = R3.

Hinweis: Das Kreuzprodukt auf R? kann durch die Relation v
rakterisiert werden.

PA W = Lvxwit cha-

Hier nochmal die zwei Integralsitze aus §I.11

Satz 7.17 (Divergenzsatz von GauB-Ostrogradski). Sei U < R™ eine offene Teilmenge,
X e X' U), Q < U eine n-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und v :
0 — R™ ein Normalenvektorfeld fiir 02, so dass v(p) fir jedes p € 0 auswirts gerichtet
ist. Dann gilt:

f divX dvol, = f (X,v)dvol,_;.
Q o0

Beweis. Die linke Seite ist das Integral der n-Form d(tx i), also laut dem Satz von Stokes
ist es auch Sm X 14, wobei 002 mit der Randorientierung versehen ist. Fiir diese Orientierung
folgt aus Aufgabe [[I6(a) und (b), dass ¢, pu die dazu gehdérende Volumenform ist, und
das Integral auf der rechten Seite wird dann SaQ<X’ v) . Der Satz folgt dann aus der
folgenden Behauptung:

X, vypp =1xp auf 0.

Da dim A"_lTI;“(@Q) = 1 reicht es, beide Seiten auf einer beliebigen Basis Yi,...,Y,_1 €

T,(092) fir beliebige Punkte p € 02 auszuwerten. Falls X(p) = cv(p) fiir ein c € R ist die
Behauptung sowieso klar. Falls nicht, dann gilt

X(p) ={X(p),v(p)v(p) + Y1

fiir einen nichttrivialen Vektor Y7 € T,,(092), die wir als erster Vektor in der Basis Y1,...,Y;,,_1 €
T,(0€2) nehmen diirfen. Wegen Multilinearitét und Antisymmetrie folgt:

(LX/’[/)p(Y17 R 7Yn—1) = ,up(X(p), Yi,... 7Yn—1) = Mp(<X(p), I/(p)>l/(p) +Y,Y,... 7Yn—1)
= <X<p)7 V(P)>Mp('/(]9)7 Y17 s 7Yn—1) = <X(p), V(p)>LI/M(Y17 s 7Yn—1)7

wie behauptet. ]

Satz 7.18 (Integralsatz von Stokes). Sei U < R? eine offene Teilmenge, X € X'(U),
¥ < U eine kompakte 2-dimensionale C?- Untermannigfaltigkeit mit Rand, und v : ¥ — R3
ein Normalenvektorfeld fiir . Wir bezeichnen mit t € X2(0X) das eindeutige Vektorfeld
auf 0%, so dass [t(p)|| = 1 und t(p) x v(p) in Richtung auswdirts bzgl. ¥ fir jedes p € 0%
deutet. Dann gilt:

f {rot X, v) dvoly = f (X, t)dvol;.
by ox

Beweis. Nach dem gleichen Argument wie im Beweis von Satz [[.17] kann die linke Seite
als {s, Lrot(X) 1+ geschrieben werden, wobei 3 mit der durch das Normalenvektorfeld v be-

stimmten Orientierung versehen ist. Da oy x)pt = dX” kénnen wir dann den allgemeinen
Satz von Stokes anwenden,

f {rot X, v) dvoly = f dx’ = X,
% % [
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und es bleibt noch zu zeigen, dass das Integral auf der rechten Seite auch S62<X, t) dvol; ist.
Letzteres ist per Definition (X, t)w, wenn w € Q7(0%) die durch die Randorientierung
bestimmte Volumenform ist. Da [t(p)| = 1 fiir jedes p € 0% gilt w,(t(p)) = 1.

Wir behaupten: das Vorzeichen ist hier positiv, oder in der Sprache von Aufgabe
ausgedriickt, t(p) ist eine positiv orientierte Basis von T},(0%). Laut Aufgabe [Z.16](c) ist
t(p),v(p), t(p) x v(p) eine positiv orientierte Basis von R3; nach einer geraden Permutation
wird dies v(p), t(p) x v(p), t(p), die also auch eine positiv orientierte Basis ist. Dann folgt
aus Aufgabe [[I6(b), dass t(p) x v(p), t(p) eine positiv orientierte Basis von T,,% ist, und
weil t(p) x v(p) aus ¥ nach auBlen deutet, impliziert dann Aufgabe [[16|(a), dass t(p) eine
positiv orientierte Basis von T),(0X) ist.

Jetzt folgt
X0 (t(p)) = (X(p), t(p)) = (X(p), t(p))w(t(p)).

Da dim AlT;‘(&E) = 1 folgt davon, dass die 1-Formen X’ und (X,t)w auf 0% gleich
sind. 0

Bemerkung 7.19. Sétze [[. 17 und [T.I8 lassen sich auch ohne grofie Anstrengungen verall-
gemeinern, indem man die Rinder 09 bzw. 0% erlaubt, keine C2-Untermannigfaltikeiten
sondern nur stickweise von der Klasse C? zu sein. Ein einfaches Beispiel wire, dass man
fiir Q in Satz [[17 eine Produktmenge wie BY x B < R"™ mit k + ¢ = n nimmt, wo-
bei B die abgeschlossene Kugel von Radius r > 0 in R" bezeichnet. Der Rand dieser
Menge ist (0BF x B%) U (BF x 0B%), der im Komplement von 0BF x 0B% eine glatte
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist, aber eine “Ecke” in der Teilmenge
8B,’? X 6Bf% hat. Hauptsache, diese Ecke ist auch eine Nullmenge und kann zum Zweck von
Integration deswegen ignoriert werden. Man kann in der Praxis solche Verallgemeinerun-
gen von Satz [[.T7] beweisen, indem man € mit anderen Mengen 2. approximiert, fiir die
der Rand 09 glatt ist—ebenfalls Satz [[.18]
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