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Kapitel 1
Ringe

1.1 Definition & Grundlagen

1.1.1 Definition (Ring). Ein Ring R ist eine Menge mit 2 Operationen:

+:RxR5SR, (a,b)—a+beR
:RxR—R, (ab)—a-beR
und den Eigenschaften:

(i) (R, +) soll kommutative Gruppe sein
neutrales Element: O = 0
inverses Element: a € R — —a € R

(i) Multiplikation soll assoziativ sein: a(bc) = (ab)c

(iii) Distributivitit: (a+Db)c =ac+bc und a(b+c)=ab+ac

Zusatz. e Ringmit Einselement ,1g” d.h. es existiert ein Element:

l-r=r-1=r V reR

e kommutativer Ring: ab=ba,Va,bec R

e Ring heifst nullteilerfrei, fallsab = 0 < a = 0oder b = 0, d.h.
mindestens ein Faktor ist Null. Dann gilt die Kiirzungsregel:

ac=bc,c#0=a=b

Beispiel (Matrizenring tiber Kérper). K**" sind Matrizen vom quadrarischem

Format n x n mit Eintrdgen im Korper K.
e nicht kommutativ

e hat Nullteiler: (33) (33)

(69)

, Eintrdge = ¢;;

1 0
e Einselement: I, = ( )

0 1
1 firi=j

—_———

Kronecker-Symbol: §;; := 0 .
sons
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vom 20.10.2003



2 Ringe

1.1.2 Satz (Rechenregeln). Sei R ein Ring. Dann gilt:
(i) 0ca=a-0=0,VaeR
(ii) a(—b) = (—a)b = —(ab)
(iii) (—a)(—b) =ab

(iv) Wenn 1g existiert, dann ist es eindeutig bestimmt, und:
(-1)a=—a
(-D(-1) =1

Beweis. (i)/(ii): Fixiere a € R. x € R — ax € R ist ein Homomorphismus
von (R, +) in sich. (Fiir Hom. von Gruppen gilt: 0 — 0 und vertauschbar mit
Inversenbildung)

(i) = (iii) —(—a) = a

(iv) Annahme: 1,1’ € R.

r-l=r Vr, r=1 ,
, =1 =1
1"-r=r Vr, r=1

der Rest folgt aus (ii). O
Definition (Nullring). Ein Ring mit einem Element heifit Nullrin g (0-Ring):
r+r=r, r-r=r, dh1=0
1.1.3 Definition (Teilring). Ein Teilring S C Rist eine Teilmenge, so dass

(i) (S,+) ist Untergruppe von (R, +) = 0 = Og
(ii)) a,be S=abes,
Bemerkung. D.h. S ist ebenfalls Ring, aber es kann sein, dass:
(i) 1g ex., aber 1g ex. nicht
(i) 1r # 15
Beispiel. R = Z, S = 2Z ist ein Ring ohne Einselement.

1.1.4 Beispiel (Matrizenring tiber Ring). R ein beliebiger Ring. Dann kénnen
wir dariiber den Matrizenring R"*" aufbauen. A, B € R"*™:
(A+ B)i]' = A,‘j + B,‘j
(A-B)ij =) AiByj (%)
k

Wenn R nicht kommutativ ist, dann in (x) genau auf die Reihenfolge achten.

(Rnxn)mxm ~ anxnm

vergiss die Blockeinteilung,

BlOCkmLﬂtlp likation benutze Késtchenmultiplikation
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1.1.5 Definition (Zentrum). Sei R ein nicht kommutativer Ring. Das Zentrum
Z(R) :={s € R;sr =rsVr € R}
ist ein kommutativer Teilring von R, und es gilt:
1R € R= 1 € Z(R)
s,s’ € Z = s+s' € Z (Distributivitit anwenden!)

= —s € Z, wegen 1.1.2

= 5.5 € Z,da:ss'r =s(s'r) = s(rs') = (sr)s’ = (rs)s’ = r(ss')

1.1.6 Beispiel (Ubung). R = Ring mit 1-Element. Das Zentrum Z(R"*") des
Matrizenringes besteht aus allen Matrizen z - I,, wobei z € Z(R). Fiir n = 2:

(o) () = (o) # (o) = (o) ()

D.h: Z(R) - I, C Z(R™™)
Eintrag 1z fur (iOIjO)
Eintrag 0 falls (4,7) # (io, jo)

a;;, fallsj=jp
A€R™, (A Eiojo)if - {01 " falls j # jo

Umbkehrung: Betrachte E;;; = {

d.h. Spalte SjO(A - EiﬂjO) B Sio.(.A?
S](A . Eiﬂjo) =0 fur] ;é ]O
Zi (Eji-A)=27Z; (A
entsprechend Zeile i (i~ A) jo(A)
i(Ejyj, - A) = 0 sonst

a 0
A im Zentrum heifit: AE;;; = E; ;) A Vi, jo gilt gdw. A = ( )
0 a

1.1.7 Definition (Einheit). R sei Ringmit1.r € Rheiffit Einheit, fallseins € R
existiert, so dass rs = sr = 1.

Folgerung. Natiirlich ist 1 Einheit.

Folgerung. Die Einheiten eines Ringes R (mit 1-Element) bilden beziiglich Multipli-
kation eine Gruppe (= R*, ,R mal”).

Beweis. Esist1 € R*. Wenn r € R*, dann existiert ein s mit: sr = rs = 1 =
s € R*, invers zu r.

rs=sr=1

/
n'eR*=
rs =sr =1

} = (r')(s's) = (s's)(rr) =1
Also ist 77 eine Einheit und (/)= = (+¥/)~1- (r71). O
Beispiele. e Z ganze Zahlen, Z* = {+1}

e K Korper, K[X]* = K — {0}, konstante Polynome
1 € K[X] ist das konstante Polynom mit Koeffizienten = 1.
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o (K™M)* = GL,(K) allg. lineare Gruppe, d.h det # 0 < Rang = n
1.1.8 Definition (Potenzen im Ring R). r € R,n > 1:

Mmi=r.r und setze =1z
——

n-mal

Negative Potenzen von r kann man nur bilden, falls r € R*, n < 0:

= (r )"

1.1.1 K-Algebren
Erinnerung. Ein Ring R heifit Kdrper, falls:
(i) R ist kommutativer Ring mit1 # 0
(ii) R* = R — {0}, jedes von 0 verschiedene Element hat ein Inverses.

Wenn R wie oben, aber nicht kommutativ, dann spricht man von einem
Schiefkorper.

Beispiel (Schiefkorper der Quaternionen IH). Nach WILLIAM R. HAMILTON.
K =, Korper der komplexen Zahlen. z = a+bi,z = a—bi. C 3 z —
z € C entspricht Spiegelung an der reellen Achse, und ist vertraglich mit allen
Korperoperationen. Es ist Z = z (Involution), und Z = z < z reell. Schreibe H
als 2 x 2-Matrizen mit Eintrdgen aus C:

H:—{(Zl _ZZ>;21,22€C}
Z2 71

Weil C = 2-dim. R-Vektorraum = H = 4-dim. R-Vektorraum.

Behauptung: H ist abgeschlossen bei Addition und Multiplikation von Ma-
trizen. (Die Multiplikation ist aber nicht kommutativ, d.h. H ist ein Schiefkor-
per.)

(2 ;2) = A € H hat Inverses, weil det A = z1Z; + z2Z» = Summe von 4
Quadraten, und det A =0« z; =z, = 0.

_ N -1 _ > _ _
- 1 ® -
(2 z?) = deta (22 2) - (2 yfz) = %1 = (gia) = qeta (da

detA € R = detA = detA) und x, = — 3224

1.1.9 Definition (K-Algebra). Sei K ein Korper. Eine Menge A heifit K-Alge-
br a, falls:

(i) Aist ein K-Vektorraum
(ii) A ist ein Ring, d.h. wir konnen fiir 2 Vektoren ein assoziatives Prdukt bilden.
(iii) A €K,a,b € A = A(ab) = (Aa)b = a(\b)

Wir nennen die K-Algebra A endlichdimensional, falls dimg A < co.

IWILLIAM R. HAMILTON(1806-1865), Mathematiker und Physiker in Dublin. Entdecker des
Assoziativgesetzes. Er beschrieb die Quaternionen als Erster 1853.
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Beispiele. a) K"*" = Matrizenring (nicht-kommutative Algebra)
(iii) gilt: A € K, A = (a;;) € K,AA = (Aa;j); A(AB) = (AA)B = A(AB).
dimK(Knxn) = n2

b) Polynomring K[X] (kommutative Algebra): a = Y, 4, X' € K[X],a; € K
A€ K:Aa =Y (Aa;) X!, dimg (K[X]) = co.

c) die Quaternionenalgebra H ist eine 4-dim. R-Algebra:

MeRoA( T2) 2 (M1 Az oy
Zn Z1 )LZZ )\21

Sei h(zy,27) == (Zl 722),01]', bj € R,zj = aj +ibj:

Zy Zl

h(ay + iby, ap 4 iby) = h(ay +iby,0) + (0, ap + iby)
= 611]/1(1, 0) + blh(i, 0) + dzh(o, 1) + bzh(O, i)

d.h. 1(1,0),h(i,0),h(0,1),h(0,i) ist ein Erzeugendensystem.

Bemerkung. Sei A ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis
b = (by,...,by). Eine Algebra-Struktur auf A ist erklart, sobald eine Multipli-
kation der Basis erklart werden kann. Wobei die Assoziativitdt gelten muss,
d.h. (b;bj)bx = b;(bjbx) € A. Dann ergibt sich aufgrund der Distribuitivitats-
forderung eindeutig eine Algebra-Struktur auf A: (Y A;b;) (X p;b;) € A.

Beispiel (Basen von H). (Esisti = —i.)

h(1,0) = ((1) (1)) =e 1(0,1) = ((1’ —01) .
h(i,0) = <(’) Bl> =i 1(0,i) = <(l’ 6) _k

Multiplikationstafel: (Zeile x Spalte)

e i j Kk
e e 1 j k
i i —e —k j
j i kK —e —i
k k —j i —e

Bemerkung. Die Elemente +e, +i, £j,+k € IH bilden beziiglich der Multi-
plikation eine nicht-kommutative Gruppe der Ordnung 8. Sie heifit Qua-
ternionengruppe Q.Wir kennen bereits eine nicht-kommutative Grup-
pe der Ordnung 8, ndmlich die Diedergruppe D, (Symmetrien des Quadrats:
Drehungen und Spiegelungen). Q und Dy sind nicht isomorph. Q wird durch
2 Elemente der Ordnung 4 erzeugt, D, durch zwei Elemente der Ordnung 2.

Bemerkung. Wenn die K-Algebra A ein Einselement 1 4 hat, dann konnen wir
den Skalarkorper K in A einbetten, vermittels A — A - 14. Damit haben wir K
als einen Teilkorper von A, der im Zentrum von A liegen muss.

Beispiele. e K" K 35 A Al, (Skalarmatrizen)
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e A =K[X],1g = 14+YX0X = 1,A-14 = A+ Y0X' = A (konstante
Polynome)

1.1.10 Satz. Sei A eine endlich-dimensionale und nullteilerfreie K-Algebra. Dann hat
A ein Einselement und ist ein Schiefkorper. (Man spricht auch von einer Divisio-
nalgebra iiber K.)

Beweis. Betrachte x # 0, € A und die Abbildungen!l,: A — A,a — xaundry :
A — A,a — ax. Die Abbildungen I, und ry sind beide K-linear und injektiv,
weil A nullteilerfrei ist. Daraus folgt, dass die Abbildungen sogar surjektiv sein
miussen, weil A endlichdimensinal ist.

Existenz der 1:

a) Fixiere irgendein x # 0. Dann gibt es genau ein ap mit x = xap und genau
ein by mit box = x = xagx = x> = xbyx = ag = by.
Zwischenergebnis: Wenn xag = x dann gilt auch apx = x und umgekehrt.
b) Betrachte xap = x = apx und yby = y = bpy. Dann zeigt man ay = by, dh.
ag ist gut fiir alle x, also a9 = 14. Denn: x = apx = xy = apxy = xy =
xyagy, wegen Zwischenergebnis und xyby = xy = xyay.

c) Existenz des Inversen: Gegeben sei x # 0.

finde y mit xy =14
finde z mitzx =14

}:>z—zlA—zxy—1Ay—y—x1

1.1.2 Charakterisierung von Z

Definition (geordneter Ring). Ein Ring R heifit g e ordnet, wenn es darin eine
Teilmenge R4 von so genannten Positivelementen gibt, mit:

(i) a,b € Ry —a+b,a-be Ry (Monotonie der Addition/Multiplikation)
(ii) Fiir jedes a € R tritt genau einer der folgenden Fiillen ein (Trichotomie):

a€Ry, a=0, —acRy

Folgerung. R = R U{0}U—R ist eine disjunkte Vereinigung.
Folgerung (Eigenschaften). R sei geordneter Ring. Dann gilt:
(i) Fiir jedes a # 0 gilt: a®> € Ry Insbesondere 1 = 12 € R
(ii) R ist Nullteilerfrei, weil Ry - Ry C R4.
(iii) R enthilt einen zu Z isomorphen Teilring, nimlich die Vielfachen der 1.
(iv) Es kann niemals ein Vielfaches der 1g gleich Og sein.

Folgerung (Existenz einer Ordnung). Auf einem geordneten Ring R kann man
eine Ordnung einfiihren mittels:

a>b <= a—-beRy
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(i) fiira,b € R trifft genau einer der Fillea < b,a > b, a = b zu.

(i) a>bsa+c>b+c VeeR
a>b,ce Ry = ac>bc

(ii) a #0 = a> >0
(iv) a>bb>c=a>c
Nach Definition: Ry = {a € R,a > 0}.

Definition (wohlgeordneter Ring). Ein geordneter Ring heifst wohlgeord -
net, falls jede nichtleere Teilmenge M C R ein (eindeutig bestimmtes) kleinstes
Element hat.

1.1.11 Satz (Charakterisierung von Z). Bis auf Isomorphismen ist Z der einzige
wohlgeordnete Ring mit 1-Element.

Beweis. R sei wohlgeordnet => R besitzt ein kleinstes Element. Dieses muss
notwendigerweise 1 sein (denn 0 < a < 1= 0 < a?> < a < 1 = a kann nicht
kleinstes Element sein). Durch Verschiebung folgt: 1 + a ist das kleinste aller
Elemente welche grofier als a sind. = konstruiere R induktiv, es entsteht Z.
Noch zu zeigen: die positiven Vielfachen der 1 schopfen R aus. Annahme:
es gebe positive Elemente, welche nicht Vielfache der 1 sind. Dann folgt: Die
Menge M aller dieser Elemente muss ein kleinstes Element m # 1 haben. Aber:
m>1l=m—-1¢M=>m—-1=n-1=m=(mn+1)-14 O

1.1.12 Folgerung (Division mit Rest in Z). Seien a,b € Z. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte Darstellung a = gb +r mit 0 < r < |b|.

Beweisidee. Wenn b | a, dann ist nichts zu zeigen. Wenn b { a, dann betrachte
die Menge a + bZ = S. Zeige S (positive Elemnte in S) ist # ©@. Wohlordnung
= S, enthilt kleinstes Element 7. O

1.2 Ideale, Faktorringe und Homomorphiesatz

1.2.1 Definition (Ring-Homomorphismus). Eine Abbildung f : R — S zwischen
zwei Ringen heifft Homomorphismus, falls:

fritrr2) = f(r1)+sf(r2)
flrirr2) = f(r1) s f(r2)
= f(0r) = 0g, weil f Homomorphismus zwischen den additiven Gruppen
ist. In Bezug auf die Einselemente, falls sie {iberhaupt existieren, kann man nur
sagen: 1z - 1g = 1g = f(1g)- f(1r) = f(1g), d.h.s = f(1r) ist ein sogennantes
Idempotent(dh.s® =s).

Anwendung. Betrachte R = Z/nZ > [a], und S = Z/mZ > [a],,. Wann kann
ein Homomorphismus [a],, — [a],, existieren?

Notwendig ist:
0-Klasse  +— 0-Klasse
S—— ~—
alle Zahlen, welche alle Zahlen, welche
durch n teilbar sind durch m teilbar sind

Also muss gelten: nn | x = m | x Vx € R. Das ist genau dann wenn m | .
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Folgerung. Der natiirliche Homomorphismus Z /nZ — Z/mZ existiert gdw. m |
n.

1.2.2 Definition (Ring-Isomorphismus). Ein Homomorphismus f : R — S sei
zusdtzlich bijektiv. Dann gilt:

(i) die Umkehrabbildung f~1(s) = r ist wohldefiniert, und

(ii) f~1 ist ein Ringhomomorphismus von S — R mit f~1o f = idg und f o
f71 = idg.

Dann nennen wir die Ringe Rund S isomorph und feinen Isomorphis-
m u s. Schreibweise: R = S, R = S.

Die Isomorphie von Ringen ist eine Aquivalenzrelation (d.h. Existenz von
Isomorphismen).

(i) (Reflexivitit) R =R, f=idg
(i) (Symmetrie) f:R =S = f~1:5 5 R
(iii) (Transitivitit) R % S % T=gof:R>5T
Beispiel (Chinesischer Restsatz). Der chinesische Restsatz gibt ein nicht trivia-

les Beispiel fiir einen Isomorphismus. Sei a = a; - - - 2, Produkt von paarweise
teilerfremden ganzen Zahlen:

$:Z/aZ = Z/aZ x - X Z]anZ

1.2.3 Satz (Eigenschaften von Kern und Bild). Sei f : R — S Homomorphismus
von Ringen. Dann gilt:

(i) Bild f ist Teilring von S

(ii) ker f ist Teilring von R
(iif) Sei I :==ker f. Dann gilt: R-1 C I, I-RC L.
(iv) f ist injektiv gdw. ker f = {0}.

Beweis. f ist Homomorphismus von Ringen. Insbesondere ist f: (R,+) —
(S, +) ein Homomorphismus von kommutativen Gruppen. = (iv). Aulerdem
ist Bild(f, +) eine Untergruppe von (S, +) und f(r1)f(r2) = f(r1r2) € Bild f,
also ist das Bild stabil bei Multiplikation. Die Distributivgesetze iibertragen
sich = Bild f ist Teilring von S =(i).

(ii)/(iii): Zunéchst haben wir (I,+) := (kerf,+) Untergruppe von (R, +).
Behauptung: R-I1 C I D I-R.Seix € I, f(x) = 0, r € R beliebig = f(xr) =
Os - f(r) = 0= xr € I; ebenso rx. (Es folgt natiirlich I - I C I). O

1.2.4 Definition (Ideal). Eine Teilmenge I eines Ringes R heifst 1deal falls:
(i) (I,+) ist Untergruppe von (R, +)

(ii) Es gilt: R - I C I (Linksideal)
I - R C I (Rechtsideal)
I-R C 1D R-I(Zweiseitiges Ideal)
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Im kommutativen Fall gibt es nur einen Idealbegriff, im nicht kommutati-
ven drei.

Beispiel (Hauptideale). Einfachstes Beispiel eines Ideals: sei @ € R beliebig.
Dann ist:

e R.adas von a erzeugte Linksideal
e a- R das von a erzeugte Rechtsideal

e RaR das von a erzeugte zweiseitige Ideal. (Vorsicht im nicht kommutati-
ven Fall: Nicht alle Elemente aus RaR haben die Form rjary. Beispiel:
riary + s1asy liegt in dem von a erzeugten zweiseitigen Ideal, ohne dass
eine Relation ryary + sjasy = tjaty gelten muss.)

Die von einem Element erzeugten Ideale heifien Hauptideale.
(Ra, +) ist Gruppe wegen Distributivitit:

ra—+roa = (ry+1r)a
Es gilt R - (Ra) C Ra wegen Assoziativitit der Multiplikation:
ri(ra) = (rir2)a
Hilfssatz. Im Ring Z sind alle Ideale Hauptideale.
Beweisskizze. Sei I C Z ein Ideal:
xel=—x=(-1xel

Wir betrachten in I das kleinste positive Element 4. Dann ist I = Za wegen der
Division mit Rest (Rest wire kleiner als a). O

Charakterisierende Eigenschaft des 2-seitigen Ideals I C R ist die Tatsache,
dass die Faktorgruppe (R/I,+) von R die Ringstruktur erbt. Genauer:

1.2.5 Satz. Sei R ein Ring, I C R ein zweiseitiges Ideal. Aquivalenzrelation:
rH~ry & rp—rnel
R/ I bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen.
a€Rw— [a] €R/I, [a] =a+1

Dann erbt R/I von R die Ringstruktur und die Multiplikation [a][b] := [ab] ist
wohldefiniert.

Beweis. Zunichst ist (R/I,+) wieder kommutative Gruppe.
Zu zeigen:a ~a',b ~ b = ab ~ a'l'":

ab—ad't' =(a—d)b+d(b-b)el
weil I ein 2-seitiges Ideal. O

Definition (Faktorring). Ist R ein Ring, und I C R ein zweiseitiges Ideal, so nennt
man R/1:= {a+ I;a € R} (wie oben) den Faktorring R modulo L
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1.2.6 Satz (Homomorphiesatz in der Ringtheorie). Sei f : R — S ein Homo-
morphismus von Ringen, und sei I der ker f. Dann induziert f einen Isomorphismus
zwischen dem Faktorring R/ I und Bild f, d.h.

£ R/I S Bild f

Beweis. Betrachte f : R — S als Abbildung von Mengen. Fiihre auf R folgende
Aquivalenzrelation ein:

ri~ry & f(r) = f(r)
= f induziert Bijektion f, : R/~ «— Bild f.
Jetzt sei f ein Homomorphismus von Ringen. Dann folgt:
r o~ 12 f(n) = f(r) < f(n) = f(r2) = 0s
<:>f(7’1 *7’2) =05

Sr—mnel

In diesem Fall bekommen wir R/~ = R/I als Ring. Also: f. ist bijektiv zwi-
schen 2 Ringen. Noch zu zeigen: f. ist Homomorphismus.

fe(la] + [b]) = fi([a +b]) = f(a+Db) = f(a) + f(b)
= f([a]) + £([])

Entsprechend f, ([a][b]). O

1.2.7 Bemerkung. Sei I ein Ideal im kommutativen Ring R. Dann hat man eine
nattirliche Bijektion:

Ideale von R . Ideale im
welche I enthalten Faktorring R/ I
IC] — J:=]/I

Sei ¢ : R — R/I,a +— [a] die natiirliche Abbildung. Wir definieren zwei Abbil-
dungen: Sei ] Ideal in R mit ] O I. Dann bilde dazu | = J/I (Idealin R/I). Um-
gekehrt sei A ein Ideal in R/I. Dann bilde dazu ¢~!(A) := {a € R;[a] € A}.
Dies ist ein Ideal von R, welches I = A~1(0) enthalt. Die Abbildungen | +— |
und A +— ¢~ 1(A) sind zueinander invers.

1.2.8 Satz. R sei ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist folgendes dquivalent:
(i) R hat aufler {0} und R keine weiteren Ideale.
(ii) R ist ein Korper.

Beweis. (i)=(ii): Sei x # 0 € R. Betrachte Rx. Dann ist x = 1x € Rx # {0} =
Rx = R = yx = 1list1osbar = R ist Korper.

(i))=-(i): Sei x # 0, € R = Korper. Betrachte Rx. Findey mityx =1 =1 ¢
Rx = R=R1 C Rx = R = Rx. O

1.2.9 Satz. Sei R kommutativ mit Eins und I C R ein echtes Ideal, d.h. I # R und
I # {0}. Dann ist I maximal (im Sinne von Inklusion) genau dann, wenn R/I ein
Korper ist.
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Beweis. Zwischen I und R gibt es keine weiteren Ideale < I maximal ist < in
R/1 gibt es keine nicht trivialen Ideale < R/ ist Kérper (1.2.7 anwenden). O

Bemerkung. Durch Anwendung des Zornschen Lemmas folgt: zu jedem Ideal
I C R, I # R existiert ein maximales Ideal ] mit der Eigenschaft: I C | C R.

1.3 Teilbarkeit in Ringen

R sei immer kommutativ mit Eins.

1.3.1 Definition (Teiler, Vielfaches). Fiir zwei Elemente a,b € R sagen wir ,,a teilt
b“ oder ,b ist Vielfaches von a”, ,,a | b” falls ein ¢ € R existiert mit b = ca.

Spezialfille. (i) a | b,b t a (b teilt nicht a). Dann nennen wir a einen ech -
ten Teiler vonb.

(ii) a | b,b | a. Dann nennen wir die Elemente a,b ass o zier t und schreiben
a ~ b, weil das eine Aquivalenz-Relation ist.

1.3.2 Satz (Mengentheoretische Charakterisierung der Teilbarkeit). Fiira, b € R
gilt: a | b <= Rb C Ra. (Umgekehrte Inklusion fiir die Hauptideale.)

Beweis. ,=":a | bb = ca € Ra = Rb C Ra. ,<": Rb C Ra. Dann gilt
insbesondere:b =10 € Rb CRa=b=ca=a|b. O

Sonderfille. (i) 0 | a <= a = 0, sonst RO = 0 C Ra, andererseits a | 0 ist
immer richtig, weil Ra O R0 = 0.

(i) a | xfirallex € R < a |1 < a € R* eine Einheit <= Ra = R,
d.h. die Einheiten eines Ringes sind genau die Elemente, welche jedes
Ringelement teilen. = Die Teilbarkeitslehre in einem Ring ist umso un-
interessanter, je mehr Einheiten der Ring hat.
Es folgt: xist gemeinsamer Teilervon
ai,...,a; < Rx D Ray; + -+ -+ Ray
xist gemeinsames Vielfachesvon
ai,...,ap < Rx C RagN---NRay
4. Vorlesung
1.3.3 Ein Ziel. In Z gilt der Hauptsatz der Arithmetik: Jede ganze Zahl n vom 10.11.2003

schreibt sich eindeutig als

n = sgn(n) - Produkt von Primzahlen
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Thema I: Irreduzible Elemente & Primelemente

1.3.4 Definition (Irreduzibles Element, Primelement). a € R, a keine Einheit,
d.h. Ra # R.

(i) a heift irreduzibles Element, falls a keine echten Teiler hat (d.h.
wenn b | a = b ~ a (assoziert) oder b ist Einheit).

(ij) Nennea € R Primelement, falls a | bc bedeutet = a teilt wenigstens
einen Faktor.

1.3.5 Hilfssatz. (i) a € R ist irreduzibel < Ra ist ein maximales Hauptideal in
R.

(ii) 0 € R ist irreduzibel < R ist Korper.
(iii) 0 € R ist Primelement < R ist nullteilerfrei.
(iv) a € Rist Primelement < R/ Ra ist ein nullteilerfreier Ring.

Beweis. (i) 0irreduzibel < R0 = {0} C R ist maximales Hauptideal < b #
0, Rb = R < b ist Einheit < R Korper.

(ii) aistirreduzibel < a hat keine echten Teiler < es existieren keine Haupt-
ideale Rb mit R D Rb 2 Ra < Ra ist maximales Hauptideal

(iii) Oprim< (0 |ab<a=b=0)<0]|aVvV0|bsa=0Vb=0<« Rist
nullteilerfrei. a | 0 gilt immer, weil 0 = 0a; a Nullteiler bedeutet: 0 = ba
mit b # 0 (0 ist echtes Vielfaches von a).

(iv) a Primelement heilt: a | bc < a | bVa | ¢. In R/aR: Ra D Rbe, d.h.

[bl[e] = [be] = [a] = [0].

a|lbsbeRas [b]=][0]
alceceRas ] =0

Alsoa | bc < a | bodera | c. Bedeutet im Restklassenring R/ Ra:
[b][c] = [0] < [b] = [0] oder [c] = [0]

d.h. R/ Ra ist nullteilerfreier Ring.
O

Bemerkung. Die Eigenschaft a ist irreduzibel bzw. Primelement kann ausge-
driickt werden nur unter Benutzung von Ideal Ra. D.h.:

(i) airreduzibel <= alle assozierten Elemente irreduzibel
(ii) a Primelement <= alle assozierten Elemente Primelemente

1.3.6 Satz. (i) Ring R sei nullteilerfrei. Dann ist jedes Primelement (# 0) auch
irreduzibel.

(ii) R sei Haupidealring (d.h. jedes Ideal hat die Form | = Ra). Dann ist jedes
irreduzible Element auch Primelement.
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Beweis. (i) Sei a # 0 Primelement. Annahme: a ist reduzibel (= nicht irre-
duzibel) = a hat echten Teiler b, d.h. R 2 Rb D Ra. Schreibe a = bc, a
Primelement und a | bc = b ist echter Teiler von a oder a | c. Also folgt
a|c=c=ad = a=bc="bad = a(1—bd) = 0. Wegen Nullteilerfrei-
heitunda # 0 = 1 —bd = 0 = bd = 1, d.h. b Einheit 4(weil b echter
Teiler)

(ii) a seiirreduzibel (# 0) = R D Ra ist echtes Maximalideal = R/Ra ist ein
Korper = nullteilerfrei = a ist Primelement
O

Bemerkung. Z ist nullteilerfrei und Hauptidealring. Also gelten in Z beide
Richtungen des Satzes. D.h. Fiir a # 0, € Z : a irreduzibel < a prim.

Thema II: Teilerketten
Absteigende Teilerketteim Ring R ist eine Kette der Form:
arla, aylm, az|ay,
Idealtheoretisch bedeutet das:
Ra C Ra; C Ray C Raz C...
ist eine aufsteigende Kette von Hauptidealen.

1.3.7 Definition (Teilerkettensatz). (i) Wir sagen im Ring R gilt der Teiler-
kettensatz fur Elemente, falls es keine unendlichen echten abstei-
genden Teilerketten gibt.

(ii) Wirsagen, dassin Rder Teilerkettensatz fiir Ideale gilt, falls
es keine unendlichen echt aufsteigenden Idealketten in R gibt.

Folgerung. Offensichtlich: Wenn in R der Teilerkettensatz fiir Ideale gilt, dann erst
recht fiir Elemente.

1.3.8 Satz (Satz von Euklid?). Wenn im Ring R der Teilerkettensatz fiir Elemente
Qilt, dann kann man jedes a € R,a # 0,a ¢ R*,a kein Nullteiler, als Produkt von
endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben.

Beweis. Wenn a irreduzibel, dann a = a, trivial. Betrachte

B x € R; x #0; x kein Nullteiler; x ¢ R*
| nicht darstellbar als Produkt endlich vieler irreduzibler Faktoren

Behauptung: M = @. Annahme: Es existiert r € M, dann existiert auch ein
solches r, dass alle echten Teiler von r nicht mehr in M liegen (). Sei ndmlich
a | recht,a € M, und a wieder echter Teiler in M, b | a usw. Wir wiirden eine
unendliche Teilerkette finden 4.

2griechischer Mathematiker und Philosoph, 365-300 v. Chr. in Alexandria. Die Elemente: 13 Ka-
pitel Geometrie und Zahlentheorie, ca. 325 v. Chr.
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Sei r € M mit Eigenschaft (x). r kann nicht irreduzibel sein = r = rirp,
wobei r; ein echter Teiler von r ist. Behauptung: r, ist ebenfalls echter Teiler
von r. Anderenfalls: 7, | rund r | 7o, rp = ar

r=rrp=arir=r(1—ar;) =0

aber rq ist keine Einheit, d.h. 1 — ary # 0 = r ist Nullteiler 5.

Also sind in r = rirp beide Faktoren echte Teiler von r = beide Faktoren
¢ M = jedes r; ist Produkt endlich vieler irreduzibler Faktoren = r = rqr; ist
ebenfalls eine Widerspruch 4. O

Folgerung. Euklid folgend: In Z gibt es unendlich viele irreduzible Zahlen.

Beweis. Annahme: py, ..., p, seien alle irreduziblen Zahlen. Bilde py - p2 - - - pu +
1 = g1 - - - qu, ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Teiler (Teilerketten-
satz, also ist 1.3.8 anwendbar). Annahme: q; = p; = p fireini = p | n und
pln+1)=p|14 O

Thema III: Faktorielle Ringe

1.3.9 Definition (Faktorieller Ring). Sei x € R, seien x = p1---pr = 41 s
zwei Zerlegungen von x in irreduzible Faktoren.

(i) Wir nennen beiden Zerlegungen a quivalent, falls r = s und bei geeigne-
ter Nummerierung der Faktoren p; ~ q; (d.h. p; | q; und g; | p;) gilt.

(ii) Wir sagen, dass x € Reine eindeutige Zerlegung in irre-
duzible Faktoren erlaubt, falls je zwei Zerlegungen von x dquivalent
sind.

(iii) Wir nennen den Ring R faktoriell, falls R nullteilerfrei ist und jedes
x € R,# 0, ¢ R* eine eindeutige Zerlequng in irreduzible Faktoren besitzt.

1.3.10 Hauptsatz. Sei R nullteilerfreier Ring. Dann ist R faktoriell (d.h. Eindeutig-
keit der Zerlegung) genau dann, wenn in R der Teilerkettensatz fiir Elemente gilt, und
jedes irreduzible Element (# 0) auch automatisch Primelement ist.

Beweis. ,=": R sei faktoriell. Betrachte r = p;---p, € R. Sei s echter Teiler
von r = r = st und f ebenfalls echter Teiler (s keine Einheit).

faktoriell = s=g;1-qm, t=qi---q;

= r=prcPa = gne g
= Eindeutigkeit: n = m + k

Also: Wenn s echter Teiler von ¥ = s hat weniger irreduzible Faktoren als r =
echte Teilerketten miissen abbrechen.

Noch zu zeigen: Irreduzible Elemente p sind prim. Sei p Teiler des Produkts
ab = pr = ab. Zerlege r, a, b in irreduzible Faktoren. Dann:

Eindeutigkeit = der Faktor p muss bis auf Aquivalente auf der rechten Seite
vorkommen = p | a oder p | b. Also: p ist Primelement.
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~<=": Voraussetzung: in R gelte der Teilerkettensatz, und jedes irreduzible
Element ist prim. Satz von Euklid: Jedes x € R, x # 0,x ¢ R* lisst sich zerlegen
in ein Produkt x = pq - - - py, irreduzibler Faktoren.

Nun zur Eindeutigkeit: Sei x = g1 - - - g, eine zweite Zerlegung. Dann ist:

pl...pn:ql...qn (*)

Nach Voraussetzung sind alle p;, q; Primelemente. = Finde g; mit p; | g;. Da
p1 und g; beide irreduzibel sind, folgt dann p; ~ g;. O.B.d.A.: p1 ~ q3.

Hilfssatz. In einem nullteilerfreien Ring R konnen sich assozierte Elemente nur um
(vielfache) Einheiten unterscheiden.

Beweis. p1 | quund g1 | p1 = q1 = ap1t Ap1 = by = q1 = abgy. Weil R
nullteilerfrei ist, darf man kiirzen = 1 = ab = a,b € R*. (Umkehrung gilt
immer: g =ap,e ER* = g=e¢'p=p~9) O

Mit dem Hilfssatz folgt aus (x): p2 -+ pn = €42 - - qm =: §293 - - - qu. Durch
Iteration bekommen wir schliefllich n = m, und die Faktoren sind paarweise
assoziert. O

Bemerkung. Variante der Zerlegung in irreduzible Faktoren: R faktorieller
Ring, P Menge der irreduziblen Elemente von R. Auf P haben wir die Aqui—
valenzrelation ,,assoziert”. Wir wéhlen einen Schnitt S und konnen dann jedes
x € R, # 0 eindeutig schreiben als x = e p; - - - py, mite € R* und p; € S.

Beispiel. Beispiel: R = Z, Z* = {+£1}. Wir nehmen fiir S die Menge der
positiven Primzahlen = n € Z,n = sgn(n) - [T/Z,; p; (mite = sgn(n))
Thema IV: Ringe mit Teilerkettensatz

Einfacher ist die Charakterisierung der Ringe mit Teilerkettensatz fiir Ideale
(sonst nur fiir Elemente).

1.3.11 Satz. R sei kommutativer Ring mit 1. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) Jedes Ideal I von R lisst sich endlich erzeugen. Konkret: finde ay,...,a, € R,
sodass I = Ray + - - -+ Ray

(ii) In R gilt der Teilerkettensatz fiir Ideale

(iii) In R gilt die Maximalbedingung fiir Ideale. D.h.: in jeder nichtleeren Teilmenge
von Idealen aus R findet man beziiglich Inklusion ein maximales Element.

Beweis. (i)=>(ii): Seil; C I C I3 C ... eine aufsteigende Idealkette. Z.z.: Kette
bricht ab. Betrachte I = (J,>1 I,. Beh.: I ist wieder ein Ideal.

a,bel = acl,bel, (oBdA:v<7v
= abely=axbel, C
VireR:rael,CI

Nach Voraussetzung ist jedes Ideal endlich erzeugt == I = Raj + - -- + Ray.
Nach Konstruktion: Vi : a; € I, = m = max;v; = I, = I, weil I, C L, Vi
und g; € I,. Abbruch (I, = I, n > m).
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(i))=>(iii): klar. Sei M nichtleere Teilmenge von Idealen. I € M = Entweder
I maximal oder finde I’ € M mit I C I'. Dieses kann man nur endlich oft
wiederholen wegen Teilerkettensatz = (iii).

(ii))=>(i): Sei I ein Ideal aus R. Sei M die Menge der endlich erzeugten
Ideale J, mit ] C I. M # ©O,denna # 0,€ I = Ra C Iund Ra € M.
Nach Voraussetzung: M hat einen maximalen Vertreter [ und | C I. Annah-
me: ] # 1 = dael:a¢ ] = ]+ Raist maximal endlich erzeugt und
J+RaCM=]+RaeM=]=]+Ra= a+]4% Also: I = | endlich
erzeugt. O

1.3.12 Definition (Noetherscher® Ring). Ein Ring mit den dquivalenten Eigen-
schaften (i) bis (iii) heifit noetherscher Ring.

1.4 Euklidische Ringe

Generelle Voraussetzung: R ist kommutativer Ring mit 1 und nullteilerfrei. Ein
solcher Ring heifst Integritdtsbereich (Vorbild Z).

1.4.1 Definition (Euklidischer Ring). Ein Integrititsbereich R heifit ein eukli-
discher Ring, falls es in R eine Division mit Rest gibt. Das bedeutet genauer:
es gibt eine Gewichtsfunktion ¢ : R — {0} — Ny = {0,1,2,...} (nicht unbedingt
surjektiv) mit:

(i) Wenna,b € R —{0}:
g(ab) = g(a)

(ii) Seien a,b € R,b # 0. Dann besitzt a immer eine Darstellung
a=qb+r
mit r = 0 oder g(r) < g(b).

1.4.2 Beispiele. a) R =2Z,a € Z— {0} — g(a) = |a|]. Mit g(ab) > g(a).
Division mit Rest: b # 0,a = gb+7r,r =0o0der 0 < r < |b|.

b) R = K[X], Polynome mit Koeffizienten im Kérper R (dies ist sogar eine
K-Algebra). a = Y 0;X' € R : g(a) = deg(a) = max{ila; # 0} mit
g(ab) = g(a) + g(b) > g(a).Istb # 0, € K[X], so gibt es q,r € K[X] mit
a=gb+r,und r = 0 oder deg(r) < deg(b).

1.4.3 Satz. Sei (R, g) ein euklidischer Ring. a,b € R,b # 0. Dann gilt:

@ bla=g(b) <gla)

(i) b | aecht = ¢(b) < g(a)

(iii) g(1gr) < g(a)Va € R

(iv) g(a) = g(1r) < a € R*, also a ist Einheit

SEMMY NOETHER (1882-1935), Professorin in Géttingen, Begriinderin der modernen Ringtheo-
rie. IThr Schiiler BARTEL L. VAN DER WAERDEN verdffentliche 1930 Moderne Algebra, das auf den
Gottinger Vorlesungen basiert.
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Beweis. (i) klar nach Definition, dannb | a = a = bg = g(a) > g(

8(b)
(i) Seib | aecht = atb = b=ag+r,r # 0, mitg(r) < g(a). Weiter ist
a=cbdabla=r=b—qga=b—qcb=(1—qc)b=q(r) > g(b). Also
folgt: g(b) < g(a).

(iii) Denn1 | a Va € R.

(iv) ,=":g(a) < g(b),g(a) > g(b) =a|1,1|a=acR".

,&="1a ¢ R* :>1|aunda+b(—ﬁgg(1)7ég(a)
O

1.4.4 Hauptsatz. Jeder euklidische Ring ist nullteilerfreier Hauptring, und jeder null-
teilerfreier Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. (R, g) sei euklidischer Ring, und I ein Ideal von R. Suche a € I mit
g(a) = mist minimal in I. Behauptung I = Ra. Sei x € I beliebig = x = qa +r.
Annahme: x ¢ Ra = r # 0 und g(x) < g(a).Jedochistr = x —qa € I, weil
x € I'und ga € I. Dann ist g(x) < m = g(a). Aber g(a) ist minimal. 4.

Sei nun R nullteilerfreier Hauptring = R ist noethersch = Teilerkettenbe-
dingung und jedes irreduzible Element ist prim (1.3.6) = R faktoriell. O

Euklidische Ringe C nullteilerfreier Hauptidealring C faktorielle Ringe

Zusatz. R sei nullteilerfreier Hauptidealring, a1,...,4, € R. Dann existieren
ggT(ay, - ,a,) und kgV(ay,...,a,) und sind eindeutig bis auf Assozierte be-
stimmt.

d = ggT(ay,---,a,) = Linearkombination von ay,...,a,
d € Rd=Ray+---+ Ray

Wenn zusétzlich (R, g) ein euklidischer Ring ist, dann kénnen wir ¢ benutzen,
um d und eine Linearkombination d = ayay + - - - + a,a, explizit mit dem eu-
klidischen Algorithmus auszurechnen.

Fiir einen beliebigen Hauptidealring R ist die Existenz einer Gewichtsfunk-
tion g, so dass (R, g) ein euklidischer Ring wird, ein offenes Problem.

1.5 Quotientenkdrper und der Satz von Gauf3
1.5.1 Definition und Satz (Konstruktion des Quotientenkorpers). Vorausset-
zung: R sei ein Integrititsbereich, d.h. ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1.

Betrachte alle Paare § := (a,b) € R x R\ {0} (d.h. b # 0). Dann ergibt sich eine
Aquivalenzrelation:

& ad=bdeR  (bd+#£0)

SIS
[SH

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit Quot(R) bezeichnet. Also ist [§] =
{(c,d) | (c,d) ~ (a,b)} € Quot(R) die Menge der Quotienten. Es gelten folgende

6. Vorlesung
vom 24.11.2003
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Operationen, und diese sind wohldefiniert (d.h. unabhiingig von der Wahl der Repri-
sentanten) so dass K = Quot(R) ein Korper wird:

G+ = [
Bl la = (@
wrf] el

Auflerdem existiert eine natiirliche Einbettung von R in Quot(R), die vertriglich
ist mit allen Operationen:

R>ar [a} € Quot(R)
1r

Beweis (nur zum Teil). Die Relation ist transitiv:

a cc e
ENH'ENI‘ = ad=cb,cf =de
= fad = fcb = deb
= fa=be (danullteilerfrei)
a
Reflexivitdat und Symmetrie sind klar. O

1.5.2 Satz (Der Satz von Gauf). R sei ein faktorieller Ring und R[X] sei der Ring
aller Polynome mit Koeffizienten aus R. Dann ist R[X] ebenfalls ein faktorieller Ring.

Beweis. 1. Rist Integritatsbereich = R[X] ist ebenfalls Integritdtsbereich.

(Zap(l) (Z ij1> =+ apb X" £ 0
i=1 j=1 D

deg=n+m

deg:n deg:m

denn a, # 0,by, # 0 = auby, # 0 = R[X] ist auch nullteilerfrei. (1'——3>6
jedes Primelement ist irreduzibel)

2. R faktoriell. Also ist p # 0 irreduzibel < p ist prim.

Behauptung: p hat als Element von R[X] (als konstantes Polynom betrach-
tet) ebenfalls diese Eigenschaft.

Beweis: Sei (p) := R[X] - p Ideal der Vielfachen von p, d.h. Polynome,
deren Koeffizienten alle durch p teilbar sind. = Faktorring R[X]/(p) ~
(R/pR)[X]. p Primelement = R/ pR ist nullteilerfrei = (R/pR)[X] eben-
falls nullteilerfrei = p ist Primelement in R[X] und damit irreduzibel.
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3. In einem faktoriellen Ring R existieren (eindeutig bis auf Assozierte) das
ggT und kgV von endlich vielen Elementen.

Beweis: a1 = p1---pn, a2 = 41 qm Zerlegung in Primfaktoren. Sei p
irgendein Primelement von R.

Setze vy (a;) = Anzahl der Faktoren in der Zerlegung, welche zu p asso-
ziert sind. Dann ist:

ggl(a,a2) = I pmin(vp(a1)vp(a2))
p€ Primelemente/ ~
kgV(ay,ap) = 1_[ pmaX(Vp(ﬁ)er(ﬂz))

p€ Primelemente/~

Bemerkung. Wenn R kein Hauptidealring ist, dann wird im Allgemeinen
d = ggT(ay,a2) nicht aus ay, a; linear kombinierbar sein, weil der Fall
Rd C Rajy + Rap moglich ist.

4. Definition (Inhalt, primitives Polynom). Sei a = Y 4;X' € R[X]. Dann
ist
c(a) :=ggT(ag,...,an) €R

der Inhalt Dann bekommen wir die Zerlegung

a—==c (a) @
mit ﬁ ein Polynom mit Inhalt ~ 1. Es heifSt dann primitiv. Die Zer-
legung ist eindeutig bis auf Assozierte (also bis auf Einheiten).

5. Bemerkung. a,b € R[X] = c(ab) ~ c(a) - ¢(b) € R. Insbesondere: wenn
a, b beide primitiv, dann ist auch ab primitiv.
Zum Beweis benutzt man: Ein Primelement p € R C R[X] teilt (in R[X])
das Polynom a gdw. p teilt (in R den Inhalt c(a).

6. Sei R C K = Quot(R) = R[X] C K[X] Einbettung der Polynomringe. Sei
jetzt f € K[X]. Dann gibt es ebenfalls eine ,eindeutige” Faktorisierung
f=c(f)- @ wobeic(f) € Kund ¢ € R[X] primitv.

f:Zﬂl‘Xi,ﬂjGK = a; = |:IZZ:|/ “i/,BiER

1

._ _1 _c(df) df
t=llb = =590 =70 qap
ER[X] :/q)-’

S o(f) = C(Zf)eK

7. Die irreduziblen Elemente in R[X]. Sei a = Y. a;X' € R[X] irreduzibel.
Dann gibt es folgende Moglichkeiten:

e Typ I: a = agp eine Konstante, a9 € R ist prim.



7. Vorlesung
vom 01.12.2003
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e Typ II: deg(a) > 0, dann ist 2 € R[X] primitiv, und a € K[X] irredu-
zibel.

Bemerkung. K[X] ist faktoriell, weil sogar ein euklidischer Ring.

Beweis. Fiir Typ 1, trivial.

Typ II: deg(a) > 0 = a keine Konstante = a = ¢(a) - ¢ mit ¢ primitiv.
Falls nicht c¢(a) ~ 1, dann hétte a echte Teiler in R 4= a muss primitiv
sein. Betrachte nun a € K[X]. Annahme: a2 = f - g ist in K[X] reduzibel.
Schreibe

f=c(f)os c(f) c(g) €K
g =c(g)pg ¢f, g € R[X]

= a=fg=c(f)c(g)rps

c(a) = c(fg) = c(fle(g) ~ 1
= a=e@spg € R[X] zerlegbar %

Also: Irreduzible Elemente miissen vom Typ I oder II sein. Umgekehrt
Jedes a € R[X] von Typ I oder Il ist auch wirklich irreduzibel. O

8. Jedes irreduzible Element aus R[X] ist Primelement.

Beweis. Fiir Typ I schon klar. Also sei a € R[X] irreduzibel vom Typ IL
Dann ist 2 € K[X] ebenfalls irreduzibel, also Primelement von K[X] (weil
dieser Ring faktoriell ist). Seien nun ¢, € R[X] und sei a | gh in R[X].
= a|ghin K[X] = InK[X] gilta | g odera | h.

OB.dAg=abmith € K[X] = ¢ =a-c(b) - mit B € R[X] primitiv.
Jedoch a ist primitiv(!) = ¢(b) ~ ¢(g) € R = b € R[X]. O

9. Um zu zeigen, dass R[X] faktorieller Ring ist, miissen wir schliefllich

noch zeigen, dass der Teilerkettensatz fiir Elemente gilt. Das folgt aus:

a € R[X],a=c(a)p,c(a) € R, ¢ primitiv. = Teiler sind inneres Produkt

aus Teilern der Inhalts c(a) in R und Teilern des primitiven Polynoms
¢(X) in R[X] = Endlich viele Moglichkeiten fiir eine Teilerkette.

O

Beispiel. R = Z = der Ring Z[X] ist ebenfalls faktoriell. Die irreduziblen Ele-
mente in Z[X] sind fiir Typ I die Primzahlen p = konstante Polynome. Fiir
Typ II die Polynome a = } !, aiXi,n > 0,4, # 0, die primitiv sind, d.h.
ggT(ag, ..., a,) = 1. In Q[X] ist a irreduzibel.

Z[X] ist ein Beispiel fiir einen faktoriellen Ring, welcher kein Hauptideal-
ring ist.

Beispiel. Sei p eine Primzahl. Dann ist das Ideal (p, X) := Z[X] - p + Z[X] - X
kein Hauptideal.
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Beweis. Wir wissen: p ist irreduzibel vom Typ I = Das Hauptideal Z[X]p ist
ein maximales Hauptideal. Jedoch:

Z[X] > (pX) 22Z[X]p
Quotient ist der Kérper
mit p Elementen

Noch zu zeigen: (p, X) ist echtes Ideal.

Z[X]/Z[X]p = Fp[X]
Ideal: (p, X)/Z[X]p =1 — Fp[X]- X

da p—0
= Z[X]/(p, X) = Fy[X]/Fp[X]X
%]Fp

Kriterium: Ideal m in einem kommutativen Ring R ist maximal genau dann,
wenn R/m ein Korper ist. Also: Z[X]p ist ein maximales Hauptideal, weil p
irreduzibel ist. (p, X) ist ein maximales Ideal im ,absoluten” Sinne, weil der
Quotientenring ein Korper ist. O

1.6 Polynomring in mehreren Variablen

und Universalitit
R sei kommutativer Ring mit 1. Wir wollen den Polynomring R[Xj, ..., X,] in
n Variablen erkldren. Dabei sei:

No:={0,1,2,...}
INg 2 1:=(i1,...,in) Vi, € Ny

n
und i := ) i,
v=1

1.6.1 Definition (Multipotenz, Grad). Die zu i € INj gehorige. Multipo-
tenz inn Variablen sei: ‘ ‘
. I .
X =X-X7-- X

Wir vereinbaren den Grad der Multipotenz:

n
deg(X') :=i| :== Y iy
v=1
1.6.2 Definition (Polynomring R[Xj, ..., Xn]). Sei R wie zu Anfang. Der Poly-
nomring R[X, ..., X,] ist durch folgende Daten erkliirt:
R[Xy,...,Xy] ist der co-dimensionale ,,R-Vektorraum™ (R ist kein Korper!) mit
den Multipotenzen X' als Basen.

a€RXy,..., Xn):a=Y aX
i€INj

(nur endlich viele beteiligte Summanden % 0)
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Addition: (a = Y. a;X',b = Y. b;X")
a+b:= Z(ﬂi + bi)Xi
Skalar-Multiplikation: (A € R)

A= Z()Uli)Xi
Multiplikation:
Xi . X] = XH_j
mit
z—|—]: (il,...,in) + (j],..-,jn)
= (i1 +j1,e e 01+ jin)
also

i+7 i1+j in+jn
XlJr]:X;l ]1___X;1 ]
Aus der Forderung der Distributivitit ergibt sich dann notwendig:

YCax) (L bx)= Y ox*

keNg

wobei ¢, = Zi—i-j:ke]Ng a;b;
Damit wird R[X] zu einer ,R-Algebra” (wie K-Algebra, nur mit Ring).

Nullelement 0=Y0 xi

i
Einselement 1 = x0 = x(0...0)
R-Basis X ie INH

Definition (m-Form). Sei m € No. Als m-Form in n Variablen Xy,..., Xy
bezeichnen wir ein Polynom Y a; X', wobei stets |i| = m, falls a; # 0.

Folgerung. Jedes a € R[Xy, ..., Xy lisst sich schreiben als Summe von Formen:
a= 3, () aX)

meNy €N
|i|=m

Beispiel. Quadratische Polynome in n Variablen = 2-Form + 1-Form + Kon-
stante.

1.6.3 Definition (R-Modul, R-Aktion). Sei R kommutativer Ring mit 1.
Ein R-Modul M ist eine Menge mit zwei Operationen:

+: MxM—>M (mq, mp) — mq + my
:RxM—>M (r,m) — rm

mit der Eigenschaft, dass (M, +) eine abelsche Gruppe ist und die die Distributivge-
setze gelten:

(r1+r)m=rim+rym und  r(my+ mp) = rmy +rmy
R-Aktion:

(rra)m = ry(ram) und  1g-m =m
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Ein Modul ist wie ein Vektorraum aufgebaut, hat aber als Skalarbereich
einen kommutativen Ring mit Einselement statt einem Korper. Hauptunter-
schied zur Theorie der Vektorrdume: R-Moduln M haben im Allgemeinen keine
Basis. R-Moduln welche eine Basis besitzen heilen frei(z.B. R[Xy, ..., Xu]).

Beispiel (nicht freier Modul). Sei I C R ein nicht triviales Ideal. Dann ist R/
ein R-Modul, welches nicht frei ist. Offensichtlich ist [1g] € R/I ein erzeugen-
des Element, denn fiir r € R gilt: r[1g] = [r- 1g] = [r]. Es ergeben sich alle
Elemente aus R/I. Aber [1g] € R/I ist kein linear unabhingiges Element:

relLr#0 = r[lg] =Ir] = 0]
[1g] ist also erzeugendes Element, aber kein Basiselement.
Definition (R-Algebra A). (i) A ist ein R-Modul.
(ii) In A gibt es eine Multiplikation, wodurch A ein Ring wird.

(iii) Vertraglichkeit der Multiplikation in A und der Multiplikation mit Skalaren
re€ R:
r(@-ab)=(ra)-ab=a-4(rb)

R-Modul = Verallgemeinerung des K-Vektoraums:

R-Modul D K-Vektorraum
R-Algebra D K-Algebra

Beispiel. R[X3, ..., X,] ist Beispiel einer R-Algebra.

Definition (Kategorie, Morphismus). Wir betrachten zu unserem Ring R die
Kategorie Cy(R) aller kommutativen R-Algebren mit 1 und n markierten Ele-
menten:

Ci(R)20=(A,a1,...,an)

wobei A eine kommutative R-Algebra mit 1 und ay,...,a, € A ein geordneten
n-Tupel von Elemente sind. Sie miissen nicht einmal verschieden sein. Sei O' =
(B,by,...,by). Ein Morphismus ¢:0 — O ist eine Abbildung ¢ : A — B
mit folgenden Eigenschaften:

(i) ¢ ist Homomorphismus von R-Algebren.
(i) ¢(14) = 1p
(iii) gb(al-) =b;Vi e {1,. . .,1’1}

1.6.4 Hauptsatz (fiir Kategorien). Das Objekt U = (R[X1,..., Xn), X1,--., Xn)
(X1, ..., Xy = Elementvektor) ist universelles Anfangsobjekt dh.
zu jedem beliebigen Objekt O = (A,ay,...,a,) gibt es genau einen Morphismus
¢ : U — O. Konkret ist pdie Einsetzabbildung:

4)(21’1-Xi) = Eriai €A

wobei a' = af ---ay € A.
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Beweis. ¢ existiert als Abbildung von R-Moduln, weil R[X3, ..., X;] ein freier
R-Modul ist, mit der Basis X;,i € INj. (Satz aus der linearen Algebra: Eine
R-lineare Abbildung ist voll bestimmt, sobald die Werte der Basis-Vektoren
gegeben sind, und hierfiir hat man freie Wahl.) Wir benotigen:
1R[X1,...,X,,,] — x(0..0) 14
Xy —a, ve{l,...,n}

Vertraglichkeit mit Multiplikation:
X=X Xl sl =gl (%)
Damit wird ¢ : R[Xj,...,Xu] — A ein Morphismus von R-Moduln. Durch

Zuriickfithrung auf () zeigt man, dass ¢ : R[Xj, ..., X,] — A ein Morphismus
von R-Algebren ist, d.h. vertraglich mit Multiplikation. O

Hauptsatz. (in anderer Formulierung) Der Polynomring R[X1,- - - , X, ist univer-
sales Anfangsobjekt in der Kategorie C,(R) aller kommutativen R-Algebren A mit 1
und n Markierungen.

Explizit: Sei A eine R-Algebra mit 1, und seien ay,--- ,a, € A fixiert (nicht
notwendig verschieden). Dann gibt es genau einen Homomorphismus

1—1

R[Xy,...,Xy) — A sodass .
xXjr—a; Vi=1,---,n
Man nennt diese Abbildung auch Einsetzabbildung.

1.6.5 Hilfssatz. Sind U, U’ zwei universelle Anfangsobjekte in einer Kategorie C
dann folgt U ~ U’ in C.

Beweis. Weil U universell ist, gibt es genau eine Abbildung U — U (Identitét ist
die einzige Moglichkeit). U’ sei ein zweites universelles Objekt

= u—u weil U universell ist

u—u weil U’ universell ist
Die Kombination beider Abbildungen muss jeweils die Indentitét sein:

=U~U

1.6.6 Folgerung. Fiir n > 2 ist
(- (RX1))[X2]) - ) [Xn]) = R[X1, ..., Xn]

ein natiirlicher Isomorphismus, welcher durch das Weglassen der Klammerung ent-
steht.
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Beweis. Zu Zeigen: Die Abbildung ist vertrdglich mit den Ringoperationen
(4, -). Beweis durch Iteration, dann geniigt es zu zeigen:

(R[Xll'”/xn—l])[xn} = R[Xlr"'/Xn] (1)

Betrachte die Kategorie C;(R[Xj,...,X,,—1]) aller R[Xj,...,X,,_1]-Algebren
mit einer Markierung. Die linke Seite von (1) ist per Definition ein universelles
Anfangsobjekt in dieser Kategorie. Es gentigt zu zeigen, dass
(R[Xy, ..., Xn], X») ebenfalls ein universelles Anfangsobjekt ist.

Sei (A,a) € C1(R[Xj,..., X;—1]. Behauptung: Es gibt genau einen Homo-
morphismus R[Xj,...,X,;] — A von R[Xj,...,X,_1]-Algebren mit der Ei-
genschaft X, — a und 1 — 1. Hochstens eine Moglichkeit, ndmlich ordne
f(Xy,...,X,) nach Potenzen von X, d.h.

f(Xl/- -~/X7’l) :fO(Xlr- . ~/anl) +f1(X1/~- -/anl)X'rl
+o (X, Xm1) X
Dann gibt es nur die Moglichkeit:
f(Xl,...,Xn) l—>f0(X1,...,Xn) ‘alg —l—fl(Xl,...,Xn) ‘Al

+oo+ (X, Xn)cad
= f(Xq,...,Xy,a) € A

Behauptung: diese Abbildung ist tatsdchlich ein Homomorphismus von
R[X3,..., Xu]-Algebren. Setze: A, := R[Xj, ..., X;]. Dann ist zu zeigen:

(f'An g)(Xl,...,Xn,ﬂ) :f(Xl,...,Xn,{Il) Ay g(Xl,...,Xn,{Il)

= (R[X1,..., Xn-1])[Xn] =~ R[Xy,...,X,] (wegen Eindeutigkeit, siehe letzte
Bemerkung) sogar als R[X3, ..., X,,_1]-Algebren = auch als R-Algebren. [

1.6.7 Hilfssatz. (i) Wenn R ein nullteilerfreier Ring, dann ist R[Xq,..., Xn] ~
(-- - (R[X1])[X2] - - - ) ebenfalls nullteilerfrei

(ii) Wenn R faktoriell, dann ist R[X, ..., X;] auch faktoriell.
Beweis. Durch Zurtickfithrung auf Adjunktion einer Variablen. O

1.6.8 Definition. Man nennt eine R-Algebra A (mit1) erzeugt durch die Ele-
mente ay, ..., ay falls die Einsetzabbildung ev : R[Xq, ..., Xu] — A, mit1 — 1 und
X; — aj, surjektiv ist.

Die Abbildung ev hat im Allgemeinen einen Kern, welcher ein Ideal im Polynom-
ring R[Xq, ..., Xn]ist. Man nenntes Relationenid eal, und erzeugende Ele-
mente dieses Ideals werden als erzeugende Relationen bezeichnet.

Folgerung. Wenn [ = ker(ev) = (f1(Xy,...,Xu), ..., fr(X1,...,Xy)), dann
sind

filar,...,a0) =0 €A

fn(al,...,an):O €A

die erzeugenden Relationen der Algebra A.
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Bemerkung. Fall R = Z. Dann ist jede kommutative Gruppe ein Z-Modul,
und jeder kommutative Ring mit 1 ist eine Z-Algebra. (G, +) kommutative
Gruppe:

Z>n>0: n-g:=9+---+g
-mal = G ist Z-Modul

Z>5n<0: n-g:=(-n)-(—g)

1.7 Moduln iiber Hauptidealringen

1.7.1 Die Smithsche Normalform einer Matrix.
Wir betrachten folgende Typen von Ringen:
a) Integritdtsbereich (nullteilerfrei, kommutativ, mit 1)
b) Integritatsbereich und Hauptidealring (jedes Ideal ist Hauptideal)

Wir analysieren Matrizen A € R™*". Spezialfall m = n = R"*" ist ein nicht-
kommutativer Ring mit tiblicher Matrizenmultiplikation. GL,, (R) := (R"*")*
ist die Einheitengruppe dieses Ringes.

1.7.1 Hilfssatz. Sei A € R"*" eine quadratische Matrix. Dann ist A genau dann
invertierbar (d.h. A € GL,(R)), wenn det(A) € R* (Einheit im Ring R).

Beweis. Wenn A invertierbar ist, dann finde B € R"*" so dass

1r 0
A-B=B-A=1I,= .
0 1r
= det(A) - det(B) = det(A - B) = detl, = 1x
= det(A), det(B) ist Einheit

Umgekehrt sei det(A) € R*. Wir bilden die Adjunkte Matrix A* (Transpo-
nierte der Kofaktormatrix, Bildung ohne Division). Wie {iblich gilt dann:

A-A* = A% A =det(A) - I,
= wenn det(A) € R* dann konnen wir det(A) ausdividieren:

1

— .A#
~ det(A) A

A*l

O

Beispiele. (i) R = Z,A € Z"™". A ist genau dann invertierbar, wenn
det A = +1. Falls det A # 0, dann ist A invertierbar als A € Q"*".

(ii) Wenn R ein Korper, dannist R* = R\{0} = A invertierbar < det A # 0.

(iii) A € R"™*": dann bedeutet det A # 0, dass die Abbildung"R”Xl — R™1
v — Av injektiv, aber im Allgemeinen nicht surjektiv ist (Ubung).
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1.7.2 Definition (Aquivalenzrelationen auf R™*"). Wir nennen A,B € R™*"
dquivalent, falls invertierbare Matrizen P € GLy,(R) und Q € GL,(R) exis-
tieren mit

B = PAQ

Beweis. Dies ist eine Aquivalenzrelation:
(i) Reflexivitit: A~ A, dannP =1, Q =1,
(ii) Symmetrie: A~B=B=PAQ=A=P 'BQ'=B~A

(iii) Transitivitit: C ~ B ~ A = C = P'BA",B = PAQ = C = P'PAQQ’ =
P'AQ" = C~ A

O

Die Smithsche Normalform ist ein ausgezeichneter Vertreter in einer Aqui-
valenzklasse.

1.7.3 Hauptsatz (Smithsche* Normalform). Es sei R ein Hauptidealring, und A €
R™ " Dann ist A stets dquivalent zu einer Diagonalmatrix

dq 0
D=(dy,...d) = T e R
0 0
mit dy | dy | -+ | dy. Dabei sind die Zahlen dy, .. .,d, eindeutig bis auf Assozierte

bestimmt. Insbesondere ist v (Anzahl der von O verschiedenen Eintrigen) eindeutig
bestimmt und heift Ran g von A.

Zur Charakterisierung der Eintrédge d;:

Definition (Minor). Sei A € R™*", und k < min{m,n}. Wiihle in A k Zeilen
und k Spalten aus, und bilde die k x k-Matrix der zugehorigen Kreuzungspunkte. Die
Determinante dieser Matrix heifst k-Minor von A.

Sei Dy = Dy(A) der ggT aller k-Minore der Matrix A (eindeutig bis auf
Assozierte). Dann gilt: d; = Dy und d; - - - dy = Dy(Vk > 2)

=d; = ggT(alle Koeffizienten von A)

g — Dr(4)
* T D (A)

Bemerkung. Jeder k-Minor ist Linearkombination von (k — 1)-Minore. Jede
Zahl, welche alle (k — 1)-Minore teilt, teilt auch alle k-Minore. Der Rang r ist
charakterisiert als Maximum aller k, so dass A einen von 0 verschiedenen k-
Minor besitzt.

4HENRY JOHN STEPHEN SMITH (1826-83), Professor in Oxford
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1.7.4 Definition (Invariante Teiler, Determinantenteiler). Man nennt d4,...,d,
die invarianten Teiler von A (manchmal auch Elementartei-
ler)und Dq,...,Dydie Determinantenteiler von A. (Dennwenn A €
R"™" = D,(A) = det(A).)

Beweis des Hauptsatzes im Fall, dass (R, g) ein euklidischer Ring ist. Fiir allgemei-
ne Hauptidealringe ist unklar, ob eine Gewichtsfunktion existiert. Deswegen
braucht man dann eine Variante (folgt spater).

Wir miissen A € R™*" durch eine Folge elementarer Zeilen- und Spalten-
operationen auf die gewtiinschte Form bringen. Elementare Zeilenoperationen
sind:

(i) Multiplikation einer Zeile von A mit einer Konstante A € R* (so dass
inverse Operation existiert)

(ii) Vertauschung von zwei Zeilen
(iii) Zeile i ersetzten durch Zeile i + A - Zeile j (i # j, A € R)

Elementare Spaltenoperationen entsprechen (i), (ii) und (iii). Sind Z und S
Zeilen— bzw. Spaltenoperationen, dann gilt:

Z(A)=Z(In) - A S(A)=A-S(I,)
Verfahren. A = Nullmatrix ist trivial. Also sei A # 0. Strategie zum Erreichen
der Form:
/al ‘ 0 ... 0\
0
PyAQo = | . , m #F0
. Al
0

1. Schritt. Suche unter Eintrdgen a;; # 0 eines mit Minimalgewicht ¢ und
bringe dieses Element durch Vertauschung der Zeile und Spalte auf Platz (1,1).

Also nun: a1 ;1 # 0, und das Gewicht von 4; ; ist minimal.

2. Schritt. Eintrag in erster Spalte: 4,7 # 0,i > 2 (sonst fertig mit Spalte).
Division mit Rest ergibt: a;1 = gay,1 + r mit

r=20 (a)
oder g(r) < g(a11) (b)

Im Fall (a) nutze Zeilenoperation (iii) um a; ; zu loschen

(b) nutze (iii) um a;; mit g(a;1) < g(a1,1) zu erzeugen. Dann zuriick zu
Schritt 1.

Da g nach unten beschréankt ist, entfallt spétestens bei a; 1 = 1 Fall (b).

3. Schritt. Entsprechend mit erster Zeile.
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Schwierigkeit: bei (b) mus man eine Spalte ganz nach vorne bringen, und
dabei kann man die erste Spalte wieder zerstoren. Aber trotzdem wird das Ge-
wicht von a; ; stetig kleiner, so dass irgendwann fiir Spalten— und Zeilenopera-
tionen Alternative (b) entfillt. (Wenn R ein Korper ist, dann benutze Division
ohne Rest, d.h. (b) entfallt immer.)

Nun: A; = Nullmatrix, dann fertig. A; # 0, dann finde:

/az ‘ 0o ... O\

0

P1A1Q1 =

denn

1] 0 1] o0 (”1 \|

usw. So wird also Diagonalform erreicht:

a 0
P'AQ =

0 ' 0
Jetzt brauchen wir noch ay | ay | - - - | ar. Alternativen:
(@) ap teilt alle iibrigen Eintrage a;
(b) Reduziere durch Vertauschung a; mit kleinerem Gewicht

Sei z.B.: a1 { ap. Durch Vertauschung konnen wir erst

glar) < glaz) <--- < glar)

erreichen. Betrachte
alowalazqgllalrsfg.ral
0 ap 0 a 0 a ay 0
mit ay = qa; +1,g(r) < g(ay1). Das vorherige Verfahren ergibt:
011 0 /
~0 o) 8@)=<g(r) <gla)

= Gewicht von a; ; wird immer kleiner

= irgendwann teilt a; ; alle a;;

Wiederhole fiir ay, fiir a3, ... (Dabei bleibt a7 | a; erhalten, da Linearkombinati-
on)
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a1 d]
Schliefslich: ( ) ~ ( ) mitdy |dy | ---d,.
ar d,

4 0

Also A ~ B d, eine Smith-Normalform

Beispiel (H.].S. Smith 1861: R = Z).

1) b) 1)
—14 10 SE‘ 10 -—-14 Sp;\llest 10 -4 S'B. 4 10
24 =24 —24 24 -24 0 0 —-24
1)
Div.

N 4 2 n 2 4\ Sp. 2 0
0 —24 —24 0 —24 48

a)

Dg-z 0
0 48

ImFall R =Z, PAQ = Dund detP = det Q € {+1}. Im quadratischen Fall ist
dann det A = £ det D. Im Beispiel:

dy = ggT(—14,10,24, —24) =2
~14 10
didy = det< Iy _24) =424
=dy=2-24=48

Variante. Wenn R ein Hauptidealring ohne geeignete Gewichtsfunktion ist.
Sei x € R. Als Ersatz fiir die Gewichtsfunktion nehmen wir:

d(x) = 0 wenn x € R*
" | Anzahl der irreduziblen Faktoren von x x & R*,# 0

Spezialfall: A = (u,v) € R'? mit der Eigenschaft u { v Behauptung: Wir konnen
(u,v)-Q = (+,0),t = ggT(u,v) erreichen.

Benutze: Ideal (1,v) = Ru + Rv = Rt ist Hauptidealring. u = ta,v = tb
und ¢ ist Linearkombination von # und v:

= t = ud—vc d,ceR
= t = tad — tbc
= 1=uad—-bc

R ist nullteilerfrei. Offensichtlich ist (u,0) = (£,0) (?%) =: (£,0) - Q" und
det Q' = 1. Also ist Q' in R invertierbar.

Verallgemeinerung: (u,%,...,%,0,%,...,%)-Q = (t,%,...,%,0,%,...,%), Wo-
bei t = ggT(u,v) und wiederum det Q = 1. SchlieBlich betrachte anstelle der
Zeile (u,*,...,%,0,%,...,%) eine Matrix A weelche (u,*,...,%,0,%,...,%) als
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erste Zeile hat. Dann erreichen wir durch AQ eine Matrix mit der erste Zeile
(t,%,...,%,0,%,...,%),denn es gilt:

Zeilel(AQ) = Zeilel(A) - Q
Wir kénnen dann noch eine vierte Elementaroperation einfiihren:
(iv) ersetze die erste Zeile von A (a1, *, a7, *) durch (ggT(a11,a1,),*,0, %)

Entsprechend kann man auch eine Sptaltenoperation (iv) einfiihren. Sie wird
realisiert durch geeignete Multiplikation P - A.
Nun Alternative: benutze Operation (iii) fiir Eintrage a;1 bzw. a;; (wenn
a11 | aj1 bzw. a1, | a1,) oder wir benutzen Operation (iv), dabei wird d(a; )
kleiner. Strategie: Verkleinere d(a;11) bis Operation (iv) nicht mehr gebraucht
wird = es liegt Teilbarkeit vor.
Bemerkung: Wir haben nur die Operationen (ii), (iii) und (iv) benutzt.
= Wir erreichen die Smithsche Form bereits mit Matrizen P, Q, welche die
Determinante +1 haben: D = PAQ. 10.,11. Vorlesung
Noch zu zeigen: Die Eintrdge dq,d», ... sind bis auf Assozierte eindeutig: vom 12.01.2004

€1
el,...,emGRX,P:< )GR’"X’”
€m

€1d1 0

PA =
crdy,
0 0

1.7.5 Hilfssatz. Sei AB € R'*" Produkt von 2 Matrizen (beachte Formatregel).
Behauptung: Jeder k-Minor ldsst sich schreiben als Linearkombination von k-Minoren
des ersten oder auch des zweiten Faktors.

k-Minor von M = Matrix. Wihle k Zeilen und k Spalten. Betrachte die Ma-
trix, welche aus den Kreuzungspunkten besteht. k-Minor := Determinante ei-
ner solchen Matrix. Anwendung des Lemmas: D = PAQ.

k-Minor von P(AQ) = Linearkombination von k-Minoren von AQ

k-Minor von AQ = Linearkombination von k-Minoren von A

= k-Minor von D = R-Linearkombination von k-Minoren von A
da: A =P 'DQ
= k-Minor von A = R-Linearkombination von k-Minoren von D

Also: Die k-Minoren von A und die k-Minoren von D erzeugen im Ring R
dasselbe Ideal (Dy) = R - Dy. Dy ist eindeutig bis auf Assozierte und hat die
Eigenschaft:
Dy = ggT der k-Minoren von A
= ggT der k-Minoren von D

Wenn der k-Minor von D zu einer Matrix gehort, welche eine von D abwei-
chende Hauptdiagonale hat, dann muss er = 0 sein.
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Beispiel. 2-Minor von D, Spalten 1 und 3, Zeile 1 und 2.

dq
D = ( dz )
ds

Es bleiben diejenigen Félle, wo der k-Minor dieselbe Hauptdiagonale hat
wie D:

0

40| _
0 =0

di, 0

= k-Minor = det =d; - dj
0 di,

= Dy = Dy(A) = ggT(dil, oo diy

mit k ausgewdhlten Indizes i1 < - -+ < ix. Jedoch:
dy|dy |- |dy=d=dy---dyteilt alle k-fachen Produkte
Ergebnis: Dy ~ dy - - - dy ~ Dy(A)

41 ~ Dy(A) @~£ﬁ%

eindeutig durch A bestimmt.
Ist R ein Korper = Wenn d; # 0 dann istd; ~ 1

1 0
:>D:(". )
1
0 0

1.7.6 Folgerung. A € R™" und m < n, dann hat das System AX = 0 nicht
triviale Losungen X € R"™ 1,

Beweis. Finde P, Q invertierbar, mit

PAQ=D = U,

0
Es gilt ¥ < min(m, n) < n. Deshalb folgt:

4 0 0
) :%
.dr 0* :D~Y:0

0 ¥

hat offensichtlich nicht triviale Losungen

P PAQY =0
AQY =0
N AX =0

mit X = QY. QY # 0, weil Y # 0 und Q invertierbar ist. O
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1.7.2 Moduln iiber Hauptidealringen
Ziele:  a) Smithsche NF = Informationen tiber R-Moduln (Anwendung)
b) Wir betrachten die Spezialfille:

e R = Z: Informationen tiber Z-Moduln = kommutative Gruppen

e R = K[X]: Aussagen iiber NF von Matrizen (insbesondere Jordan-
sche NF)

1.7.7 Grundbegriffe iiber R-Moduln. Zunéchst sei R kommutativer Ring mit
1.

1) R-Modul ist das Analogon eines K-Vektorraumes
2) M ein R-Modul = Begriffe wie:

e Untermodul NCM

e Faktormodul M/N )
(NCc M,mm'" = m—m' € N, dann: M/N = Menge der Aquiva-
lenzklassen ist in natiirlicher Weise ein R-Modul)

3) Wir konnen den Ring selbst als R-(Links)Modul betrachten = Untermo-
dule von R sind dasselbe wie Ideale von R.

4) Sei S C M eine Teilmenge eines R-Moduls M:

e Man kann wie tiblich den Spannvon S, bilden. Das ist der von S
erzeugt Untermodul.

e Die Menge S heifst linear unabhingig, falls sich0 € M nur
als die triviale Linearkombination von S realisieren lasst, anderen-
falls linear abhéngig.

e Sheiflt Basis von M, falls Sein Erzeugendensystem aus
linear unabhéngigen Elementen ist.

o Im Allgemeinen besitzt ein R-Modul keine Basis.
Beispiel: R O I = Ideal, R/ I betrachtet als R-Modul hat keine Basis.
[1] € R/I ist zwar erzeugendes Element, aber [1] ist nicht linear
unabhéngig: A € I,A # 0 = A[1] = [0]

Definition. R-Moduln M, welche eine Basis besitzen nennt man frei.

Bemerkung. Wenn M frei ist, mit Basis S, dann ist M =2 R"*1, wobei n = #S,
M
und m +— [m]g = ( :
An
1.7.8 Satz. Sei R ein Hauptidealring, und der R-Modul M habe n Erzeugende
V1, ...,Vn. Dann sind n + 1 Elemente stets linear abhingig.

Beweis. A € R"™ (1) = 3X £0: AX =0

) ist der Koordinatenvektor, falls m = Aysy +- - - + A,Sy.

(wy, ..., wpy1) = (V1,..., ) - A |- X
= (wy,...,wpa1) - X=1,...,vn) - A-X

=0
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1.7.9 Folgerung (Rang). Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Dann haben
alle Basen S von M die selbe Kardinalzahl. Rang(M) = Kardinalzahl

Unterschied zur Theorie der K-Vektorrdume: Sei V ein K-VR, dimg (V) =
m. Dann haben alle Unterrdume eine echt kleinere Dimension.

Beispiel. Z-Moduln:

Z. x Z~ freier Modul von Rg = 2

U
(5Z) x (7Z)- freier Modul von Rg = 2

1.7.10 Satz. Sei R ein Hauptidealring, und seien V, W zwei endlich erzeugte freie
R-Moduln. Dann gilt:

(i) sind B = (by,...,by) von V und C = (cq,...,cm) von W zwei fixierte Ba-
sen, dann konnen wir jeder R-linearen Abbildung ¢: V — W eindeutig eine
Koordinatenmatrix [¢|c p zuordnen. Charakterisierung von [¢]c p:

[9les - [0y = [p(v)]c VoeV
d.h.: j-te Spalte [p]c B = [P(b;)]c

(ii) zu gegebenen ¢ € Hompg(V, W) kann man die Basen B, C immer so finden,
dass
dq 0

[plcg =D = m' < min{m,n}

d.h.

die; fallsi <m’
b‘ — 1 —
#(b) {0 fallsi > m’

(iii) Sei A = [¢p]cr g, B',C’ Basen von V bzw. W, und sei P € GL;(R),Q €
GL,(R) =
P-[plcp - Q= [Plcp-1p0
C'=(c,...,cly) —C'P!
Beweis. (i) klar.

(ii)/(iii): ¢: V — W gegeben. Finde P, Q mit PAQ = D (Smith. NF). Gehe

tiber von B’,C’ zu den Basen B = B'Q und C = C’P~!. Dann gilt:

Q= [1ps Pl =g = P=[lcc

D =PAQ = [ljcc - [Plop - [Up 5 = [Plcs

O

Bemerkung. Moduln iiber Hauptidealringen sind reichhaltiger als Vektorrau-
me:
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a) es gibt Moduln, welche nicht frei sind
b) es gibt Inklusionen N C M von Moduln desselben Ranges.

Klassifizierung der endlich erzeugten R-Moduln unter Benutzung der Smith-
schen Normalform:

1.7.11 Folgerung. (i) Sei ¢: V — W R-linear, und V, W seien frei, vom Rang
n bzw. m. Dann existiert eine Basis C = (c1,...,¢m) von W und Skalare dq |
dy | -+ | dn € R, so dass Bild(¢) ein freier R-Modul mit den Erzeugenden
dlcl, ce /dm’cm’ ist.

(ii) Jeder Untermodul M eines freien Moduls W vom Rang m ist wieder frei und hat
einen Rang < m.

Beweis. (i) Finde Basen B und C, so dass

dq 0

= Bild(¢) wird erzeugt durch dycy, ..., d,c,y. Dacy, . .., cp linear unabhéngig
= Vielfache dicy, . ..,d, c,y sind auch linear unabhingig (weil R nullteilerfrei).
O

Zum Beweis von (ii) benotigen wir (ohne Beweis):

1.7.12 Hilfssatz (E). Sei R ein noetherscher Ring (jedes Ideal ist endlich erzeugt). Sei
M ein R-Modul. Dann ist jeder Untermodul N C M ebenfalls endlich erzeugt.

Bemerkung. Wenn fiir R die Eigenschaft (E) gilt, dann nimm M = R, N
ein Ideal in R, dann muss R ein noetherscher Ring sein. Umgekehrt, wenn R
ein noetherscher Ring ist, dann ist (E) immer richtig. (Hauptidealringe sind
noethersch = (E) gilt immer.)

Anwendung zum Beweis von (ii). W freier R-Modul, M C W ein Untermodul
= M wieder endlich erzeugt. Also finde my, ..., my, so dass

X1
¢: R - McwW D xamy 4 xmy,

Xn

surjektiv ist. Nun: R”*! und W sind freie R-Moduln. ¢: R"*! — W ist lineare
Abbildung mit Bild(¢) = M. Also kénne wir (i) anwenden und erhalten: M ist
freier Modul und Rg(M) < Rg(W).

1.7.13 Hauptsatz. R sei HIR. Klassifizierung der endlich erzeugten R-Moduln:

A) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M isomorph zu einer endlichen
direkten Summe
M2=R ®R/(6) @ DR/(J)
(mit 61 | o | -+ | s # 0, 8; & R*, denn sonst R/ (6;) = 0) aus einem
freien Anteil und einem Torsionsanteil Dabeisind die Zahlen r und
die Strukturinvarianten 6y,...,ds von M eindeutig (bis aus As-
sozierte) bestimmt. Man nennt dann v auch den Rang von M.
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B) Man kann den Rang und die Struktur von M ausrechnen, sofern eine Pré -
sentation von M gegeben ist.

D.h. ein Erzeugendensystem £ = (ey,...,en) von M (dquivalent dazu eine
surjektive Abbildung) f : R™1 — M, (x1,...,xm)" +— x1e1 + ... + Xmen
und ein Relationssystem R = (p1,...,pn), das ist ein Erzeugen-
densystem von ker(f) als R-Modul.

Verfahren: Schreibe p1,...,0m € R™< als Spaltenvektoren in eine Matrix
A € R™" die Relationenmatrix. Sei PAQ = D € R™*" die
Smithsche Normalform der Relationenmatrix mit m' < min(m,n) = Rang
r=Rg(M)=m—m'.

Wenn wir in dy | --- | d,, die Einheiten weglassen (alle d;,i < i), dann
bleiben die Strukturinvarianten 61 = d; 41,...,ds = d,y mit s = m' — iy von
M iibrig.

C) Herstellen der Isomorphie:
M SR @&R/(6) @ &R/ (5)

Man nehme P, Q, sodass PAQ = D (A Relationenmatrix). Sei C = (c1,...,Cm)
die Basis von R™*1 welche aus den Spaltenvektoren der Matrix P~ entsteht.
Dann ist dicy, ..., dyy ¢y eine Basis von Bild(A) = ker(f). Daraus ergibt sich
konkret die Isomorphie (m’ 4+ r = m):

(/_\1, .. .,}\m/,)Lm/Jrl,. . /)\m) — /\1C1 + -4 )\mcm

Wenn d; € R* dann ist mit d;ic; auch ¢; € ker(f) = f(c;) = 0, und man
kann die entsprechenden c; weglassen.

Beweis. Da M ein endlich erzeugter R-Modul ist, muss eine Présentation von
M, d.h. eine exakte Sequenz

R}’l><1 i> Rle i} M_)O

existieren.

Definition (exakte Sequenz). An jeder Stelle - - - R 2 st Bild P11 =

ker ¢,.

ker(f) = Bild(A) ist ein Untermodul, also endlich erzeugt. Es existiert im-
mer eine Relationenmatrix A

A~ PAQ=D  Smith.NF

V = R"*! mit Standardbasis S, (=B’)
|
W = R™*! mit Standardbasis S, (=C’)
A= [A]Smxsn = PAQ = P[A]SmXSnQ = [A]Smpfl,SV,Q



1.7 Moduln tiber Hauptidealringen 37

Also miissen wir in R**!1 = W die Basis cy, ..., ¢, nehmen, welche aus den
Spaltenvektoren von P! besteht. Dann folgt:

R™Y = {cq,...,cm} LM—o
Homomorphiesatz =

ker(f) = {dic1, ..., dmem}
R™1/ker(f) = M

= der Satz (bis auf Eindeutigkeit). Noch zu zeigen: Eindeutigkeit.
O

Beispiel. M = Z-Modul = abelsche Gruppe (+). Zwei Erzeugende (x, ), also:

ZZ><1L>M—>O (/A\;)v—w\lx—k)\zy

Eine Relation: 3x + 4y = 0. Also ker(f) wird erzeugt durch (3) (n = 1). Pré-
sentation:

z—z>"LM—o A (DA=(3)

A = (}) ist die Relationenmatrix.
()= G)—=G)— () =D=P(3)
@)= (L= (48) —(2h) =P P'=(31) =(re)

Also ker(f) wird erzeugt durch (3) (n = 1).
= Vielfache von (1) werden isomorph auf M abgebildet.
= Modul M ist frei, vom Rang 1 mit der Erzeugenden x + y.

Einfacher: 3x +4y = 0 aN 4(x+y) = x, = 3(x +y) = —y. Beide Erzeu-

gende sind als Vielfache von x + y darstellbar.
12. Vorlesung
Bevor wir in 1.7.13 A) die Eindeutigkeit beweisen, werden einige Begriffs- 0, 719.01.2004

bildungen benétigt:

1.7.14 Vorbemerkung iiber R-Moduln. Sei R ein Integritdtsbreich, M ein R-
Modul. Betrachte:

a) Torsionselemente My, := {m € M,3X # 0,€ R : Am = 0}
bilden ein Untermodul von M. Wenn My,, = {0}, dann nennt man M
einen torsionsfreien Modul. Wenn M = My,r, dann nennt man M
ein Torsionsmodul.

b) Im allgemeinen Fall kann man den Faktormodul N = M/ M;,, bilden.
Dann ist N torsionsfrei.

¢) Ein freier Modul ist immer torsionsfrei.

Beweis. a) my,my € M; A1, Ay € R: Aymy = Agmp = 0= (AMqA2)(my +mp) =0
und AjA; # 0 weil R Integritédtsbereich ist. Also my + my € Myo,. Wenn m €
Moy und p € R = um € Myyr. = Myyr ist R-Modul. O
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Bemerkung. In ¢) gilt im Allgemeinen nicht die Umkehrung, d.h. ein torsi-
onsfreier Modul muss nicht unbeding frei sein. Jedoch fiir endlich erzeugte
Moduln tiber Hauptidealringen ist das richtig, wie wir gleich sehen werden.

1.7.15 Definition (Annulator). Der Annulator eines R-Moduls M:
Ann(M) := {r € R,rM = 0}
Ann(M) ist ein Ideal im Ring R.
rMM=0,rM=0= (r1+rn)M=0

Nun kommen wir zum Beweis der Eindeutigkeisaussage 1.7.13 A). Wir ha-
ben
MX~R/61D---®R/6sDR" (R ist frei)
= Mtor = R/51 D R/és
= M/Myr = R’

r ist der eindeutig bestimmte Rang des freien Moduls M/ M;,,. Noch zu zeigen:
Die Strukturinvarianten éy, . . ., §s sind eindeutig bis auf Assozierte.

1.7.16 Hilfssatz. OBdA: M = M,y £ R/61 ® - - - ® R/ 5. Dann ist:
Ann(M) = (Js)
Beweis. Seir € Ann(M). Betrachte [1] @ --- @ [1] € M = Moy
O=r(lJ@®---@[1])=[r]@---®[r]

= [r] € R/(4;) ist die Nullklasse Vi. D.h. r € (6;)Vi.
Jedoch &1 | -+ | 6s = (61) D -+ C (bs). Alsor € (J;) Vi = r € (). Die
Umkehrung ist offensichtlich. O

Beispiel. M =Z/2Z +7Z/6Z +Z/12Z.2| 6 | 12 = Ann(M) = 12Z.

Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung im Hauptsatz. Annahme:
M=R/(61)® - BR/(d) =R/ (d1) & --- &R/ (dy)

01 |-+ | dsund dq | - -- | d¢ keine Einheiten. Behauptung: Ann(M) = (Js) =
(dt) = 5 ~ dt.

I = 1(6s) = I(d;) sei die Anzahl der irreduziblen Faktoren in &5 bzw. d;.
Beweis durch Induktion tiber I:

| = 1: 65 ~ d; sind irreduzibel = alle §; ~ J; und alle dj ~ dy ~ ds. OBdA:
0 =d; = p¥i,j, p € Rirreduzibel = R/(p) = K ist ein Korper.

s = dimg (M) =t

Das beweist den Fall [ = 1.
Induktionsschluss: Seil = 1(8s) = 1(d;) > 2. Sei p ein irreduzibler Faktor von
os und d;:
I(p~16) =1(p tdy) =1-1 (%)
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Betrachte den Modul M, = {m € M, pm = 0}, ein Untermodul von M. ()
= seien s, to die Indizes so, dass p | J; falls i > sg bzw. p | d; falls j > to.

= My 22 (p10541)/ (05,) @ -~ @ (p~105)/ (8s)
(P diys1)/ (dry) @ -~ @ (p~'ds) / (dy)

M, ist R/ (p)-Vektorraum

1%

=s—5)=1t—1tp ()
Andererseits betrachte den Faktormodul

M/Mp = R/(81) @+ ®R/(8s) DR/ (p '05p11) ® - - DR/ (p~'6s)
=~ R/(d1) @ BR/(dy) DR/ (p dyyi1) ®--- ®R/(p'dy)

I(p~16s) = I(p~'d;) = I — 1. Also kénnen wir auf (1) die Induktionvorausset-
zung anwenden.

:>(51,...,P7155 Ndl,...,pildt =s=t

(xx) = 89 = fo
=0 ~dq,.. .,550 ~ dto,p_1550+1 ~ p_ldt0+1,. . .,p_lés ~ p_ldt
O

1.7.17 Weiterverarbeitung des Hauptsatzes. Bisher: M = R" G R/(6) D -+ D
R/ (ds). Sei R/(6) ein Summand aus dem Torsionanteil. R faktoriell = § ~

plll e pi‘ Produkt verschiedener Primelementpotenzen. Chinesicher Restsatz:
= R/(O)=R/(p) &+ R/ ()

Wir kénnen die Zerlegung des Torsionsanteils M, noch weiter fortsetzten
bis in den ,,Nennern” nur noch Potenzen von Primelementen von R vorkom-
men.

Beispiel. R =7Z

M=zZ/2a Z/6) & Z/(12)
N—— N———

-

Z/2)dZ/(3) Z/(3)DZ/(4)

1.8 Normalformen quadratischer Matrizen
K ein Korper, A, B € K"*" heiflen dhnlich, falls P € GL,(K) existiert mit:
B=PlAP (Aqivalenzrelation B ~ A)

Wir wollen in jeder Aquivalenzklasse eine Normalform finden. In LAAG II
hatten wir die Fille A diagonalisierbar bzw. A triagonalisierbar, d.h. bei geeig-
neter Wahl von P wird B Diagonal- bzw. Dreiecksmatrix.

1.8.1 Hilfssatz (A). Fiir eine Menge V ist folgendes dquivalent:
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(i) V ist ein K[X]-Modul

(ii) V ist ein K-Vektorraum, X operiert auf V linear, und die Potenzen von X ope-
rieren durch wiederholte Anwendung auf X.

Beweis. (i) = (ii): V = K[X]-Modul = erst recht ein K-Modul = K-Vektorraum.
K[X] ist kommutativer Ring.

= AX = XA A €K
AXv = XAv

und fiir die Operatoren von R = K[X] gilt das Assoziativgesetz
= AMXv) = X(Mv) d.h. X operiert K-linear
X?v = X(Xv) U.8.W.
O

1.8.2 Hilfssatz (B). Seien V, W zwei K[X]-Moduln, welche als K-Vektorriume end-
lich dimensional sind. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) 'V und W sind isomorphe K[X|-Moduln
(ii) Es existiert ein K-Isomorphismus ¢: V. — W, so dass zusitzlich:

PpXyv)=X-wov) YWweV

(iii) Es gilt: dimg V = dimg W = n und fiir beliebige Basen B von V, C von W,
(geniigt fiir ausgewdihlte Basen) sind die Matrizen

[X|p =Koordinatenmatrix des linearen Op. X auf V
bzgl. der Basis B (d.h. B, B)
[X]c =entsprechend: X auf W bzgl. C

dhnliche Matrizen in K"*".
Beweis (teilweise). (i) = (ii) R = K[X], V, W sind isomorphe R-Moduln
= ex. ¢:VSW ¢(rv) =rp(v) VreR
r=A€K = ¢istK-linear
r=X = Zusatzeigenschaft
(ii) = (iii) Sei ¢: V = Wein K-Isomorphismus
= dimg (V) = dimg (W) = n

Zusatzeigenschaft bedeutet:

|

O kommutativ

-
>
<
-
>

Diagramm bilinearer Abb.

|
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Waihle Basen B von V, C von W. Als Matrizengleichung:
X-p=¢-X
(X plcs =[¢- X]cp
[X]s - [#lcs = [l - [X]c

Setze P = [$]c,p, weil ¢ K-Isom. ist= I P! = [¢p~ ]|
= P'[X]pP = [X]c
d.h. [X]p, [X]c sind dhnliche Matrizen. O

Strategie. A € K"*" dazu bilden wir einen K[X]-Modul V4 wie folgt:

Vy = K1 als K-VR
X:v— Av sei der fixierte lineare Operator, d.h. X(v) = Av

Grundidee. Fiir jeden zu V, isomorphen K[X]-Modul W, und fiir jede Basis
C von W ist die Matrix [X]c auf W dhnlich zu A = [X]s, S Standardbasis auf
K™, Dies ist eine direkte Folgerung aus den vorangegangenen Hilfssatzen:

1.8.3 Satz. Sei A € K"*". Sei V4 der K[X]-Modul mit
Vy =K' und (ZaiXi) ov:i= ZuiAiv

d.h. X operiert via A.

Sei W ein beliebiger K[X]-Modul, welcher zu V4 isomorph ist, und sei B eine
beliebige Basis von W (als K-Vektorraum). Dann ist die Koordinatenmatrix [X|p stets
dhnlich zu A.

1.8.4 Hauptsatz. Seien A,V wie bisher. Betrachte zu A die so genannte cha -
rakteristische Matrix

A=XI, — A e (K[X])""

Behauptung: Der K[X]|-Modul V4 besitzt eine Priisentation mit A als Relationenma-
trix.

Beweis. Setze R = K[X]. Das ist unser Hauptidealring. Wir suchen eine Présen-
tation

RnXl i) Rn><1 L VA N 0
mit der chrakteristischen Matrix A als Relationenmatrix. V4, = K"*! hat als
K-Vektorraum die Standardbasis e, ..., e,;. Diese Basis ist dann auch ein Er-
zeugendensytem von V4 als R-Modul. R"*! sind Spaltenvektoren, welche aus

Polynomen bestehen. R™1 5 (a(l), . ..,a(”))t, alle a(") sind Polynome alr) =

yja" X € K[X] = R.

13. Vorlesung
vom 26.01.2004
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Um diese Abbildung genauer auszurechnen, machen wir folgende Identifizie-
rung:

5n><-1/ — (K[Xanl — Knxl[X]
~ ~——
Spaltenvektor Polynome mit Spalten-
aus Polynomen vektoren als Koeffizienten

Beispiel.

R¥1 5 (%13) _ (?) X2+ (%)X+ (%3) € K¥1[X]

Polynom-Spaltenvektor, S; eine Spalte:

S=) sx 1)

i>0

Hilfssatz (Lemma A). Mit der Identifizierung (1) gilt:

f(S) =Sy +AS; +A%S5y4+--- VS e R™!
a®)

Beweis. S = | : |.Nach Defintion gilt:
a(m

f(S)=aVoe,+---+aMoe, = (Za](-l)Xl) oep+---+ (Za](.")X”) oey
]
n

— (1) 1 (n) (v)
Z X'oeg+---+a a; "oey) ZX]O Za. ey)
j=>0 j>0 v=1

—_———
j-te Spaltenvektor

- XIS = YA

j=0 j=0

Betrachte A = XI, — A € R"*" = (K[X])"*".
Hilfssatz (Lemma B). Fiir einen Polynomvektor T = Y ;> T; X! € K™1[X] gilt:

f(T)=0 & 3S=Y8X":T=AS

Beweis. SeiT = AS, d.h.

m m
(XTI, — Z S X" gslxi - ;)(Asi)xl
= i=

—ASg+ (Sg— AS))X + (S1 — AS)) X2 4 - 4 5, X"
Ty + T X+ TX? 4 -+ T X"

Nun: f(T) = EAiTi = —ASg+ A(So— AS))X+---+ Sme+1 -0
i>0
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ist eine Teleskopsumme, — 0. Wenn f(7) = 0, dann finde S, so dass 7 = AS
gilt. Anfang:

fT)=Ty+ ATy +---+ A"T" =0
=Ty=—A(Ty + AT + - - + A" 1Ty,
nimm Sy = Ty + ATy + -+ -+ A" 'T),

etc. Die Berechnung der weiteren S; ergibt sich aus dem Ansatz:

Y TX = (XL, — A)(Y §;)

i>0 >0
O
= Hauptsatz O

1.8.5 Folgerung. Sei A € K" — A = XI, — A € R™" = (K[X])"*L. Finde zu
A die Smithsche Normalform D:

d1(X) 0
D= mit: dy(X) | da(X) | -+ | du(X)
0 d(X)

Wir lassen die Polynome d;(X),...,d;,(X) welche Konstanten sind (€ R*) unbe-
riicksichtigt. Dann schreibe 6,(X) = dj,4+(X).

(i) Dann gilt:
Va = R/(61(X)) @ - @ R/(55(X))

V4 als K[X]-Modul, wobei ig + s = n,

(ii) das Hauptideal (0s(X)) = (d, (X)) ist der Annulator von V.

(iii) Genauer heisst das: Sei a(X) = Y a;X' € K[X] ein beliebiges Polynom. Bilde
dazu die Matrix a(A) = agl, + a1 A + ay A% + - - - € K", Dann gilt:

a(A) = Nullmatrix < a(X) ist teilbar durch d,,(X)

Deswegen heifit d,(X) auch Minimalpolynomfir A.

Beweis. (i), (ii) klar aus der allgemeinen Theorie der R-Moduln, weil A die Re-
lationenmatrix ist. '
(iii): Was bedeutet es, dass ein Polynom a(X) = Y 4,X' im Annulator von
Va liegt? D.h. Vo € Vg:
0=a(X)ov=ayw+mAv+---+a,A"v
= (agly + a1A+ - +anuA")o =0 Vo e K1
=:a(A)eKmxn

= a(A) =0 = (iii) O
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1.8.6 Folgerung. (i) Satz von Cayley-Hamilton: Das Minimalpolynom von A €
K"*" jst Teiler des charakteristischen Polynoms x a(X). D.h.

xa(A) =0 (Nullmatrix)
(ii) Zwei Matrizen A, B € K™*" sind ihnlich < die charakteristischen Matrizen
A, B € R"" sind dquivalent im Sinne von 1.7.2.
Beweis. (i):
d1(X) 0
A— A— D=
0 dy(X)
R™™ 3D =PAQ

det P, det Q sind Einheiten in R = det(PQ) = ¢ # 0, Konstante
=di(X) - dy(X) = detD = det(P) det(.A) det(Q) = c- xa(X)
= dn(X) | xa(X) = Satz von Cayley-Hamilton.

(ii): B= P~'AP, P € GL,(K)

B=XI,—B=XI,—P AP =P Y(XI, - A)P =P AP

= A, B sind dhnlich, insbesondere dquivalent im Sinne von 1.7.2.
Umkehrung: B dquivalent zu A (in R"*"), B = PAQ = A, B haben diesel-
be Smithsche Normalform D.

Hauptsat
R V4 =2 Vpistdurch D bestimmt
K[X]

Und A = [X]s in V4, B = [X]s in V (S Standardbasis in V4 oder Vj)

Ve = Ve 1.8é§izi)
K[X]

A, B sind dhnlich

O

1.8.7 Satz (Jordansche Normalform). Betrachte A € K"*", xo(X) = det(A) €
K[X] zerfalle in Linearfaktoren (z.B. wenn K = C). Seien A1, . .., A, die verschiedenen
Eigenwerte von A, m; die Vielfachheit von A (= x4 (X) =TT;(X — A;)™i). Sei D =
Diag(1,...,1,61(X),...,65(X)) die Smithsche NF von A = 61(X)---6s(X) =
XA (X). Deswegen gehirt zu jeder Vielfachheit m; eine Partition

m; = Mjs+Mjg_1+ - +M
mit m; , = Vielfachheit von X — A; im Polynom ;.

= Mjg 2 Mijs 1 2+ 2 My

weil d1(X) | -+ | ds(X). Zu m; , bilden wir den sogenannten Jordan-Block:
A 0
=t € Kmir<mis
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Dann ist [ = Diag(J;,) V(i r)

Ja = 0 I : Jordanblocks

0 O

die Jordansche Normalform von A eindeutig bis auf Vertauschung der
Jordanblocks. | 4 ist dhnlich zu A.

Hilfssatz. Sei V = U & W ein K-Vektorraum, ¢ € Endg (V) linearer Operator auf
V,p(U) C U, (W) C W. Wiihle Basis B = C U D von V, welche sich zusammem-
setzt aus Basen der Unterridume U und W. Behauptung: Dann gilt:

_(lplule |0
[(P]B_\ 0 | [¢lwlp)/

ist eine Diagonalblockmatrix.

Beweis. Nach Def. ist j-te Spalte von [¢p]p = [¢(b;)]p mit b; j-ter Basisvektor.
Wir unterscheiden zwei Falle. Fall A: b; € C aus Basis von U = ¢(bj) € U
= im Koordinatenvektor [¢(b;)]p kommen nur Koordinaten vor, welche zu C
gehoren. D.h.:

*

C

[9(b))]p = nur C-Anteil

o

Fall B: b; € D entsprechend

}D
[‘P(bj)]B = 2 nur D-Anteil
}D

= Behauptung O
Entsprechend: V=V @ --- @ Vi, ¢(V;) CV; Vi,B=BjU---UBy,.
[¢]p = Diagonalblockmatrix
= Diag([¢[v,]p,, -/ [¢[v,]B,)
Nun zur JNF:

Beweis von Satz 1.8.7.

A€ K™ — Ae R SNF D = Diag(1,...,1,6/(X),...,6:(X))
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Weil A eine Relationenmatrix fiir V4 ist.
= Va = K[X]/(01(X)) & - - - @ K[X]/ (55(X)) (%)

sind isomorphe K[X]-Moduln. x 4 (X) zerféllt in Linearfaktoren (nach Voraus-
setzung)

= 6(X) = (X = Ap)™ir

i

Zerlegung von J,(X) in Potenzen irreduzibler Polynome

KIX]/ (6,(X)) = @ K[X] /(X = 2;)" (9

mit dem Chinesichen Restsatz. Also: () kann man verbessern mit (xx):

Va = @ KX/ (X = A;)"

ist Isomorphie von K[X]-Moduln. Wir diirfen auf der rechten Seite eine belie-
bige Basis wahlen und den linearen Operator X beziiglich dieser Basis aus-
driicken. Dann erhalten wir immer eine Matrix, die zu A dhnlich ist.

Jeder Summand K[X]/ (X — A;)™ir ist fiir sich genommen ein K[X]-Modul.
D.h. X fiihrt jeden Summanden in sich tiber. Damit ist das vorhergehende Lem-
ma anwendbar, wenn wir eine K-Basis wihlen, welche sich aus K-Basen der
einzelnen Summanden zusammen setzt. Im Weiteren sei oBdA:

Vi ZK[X]/(X=A)"
Wir nehmen die K-Basis
B: bi=[], bb=[X-A], ... by=[X-A)""]

Wegen Division mit Rest hat V4 die Dimension m, also B als eine mogliche Ba-
sis. Wir fassen X als linearen Operator auf K[X]/ (X — A)™ auf, und berechnen
die Koordinatenmatrix [X]p:

(X—A)by =by = Xb = [X'bl]B:)\bl+b2
(X—/\)bz =b = Xby = Aby + b3
(X = A)by = 0 - Xbyy = Abm

Durch Auswerten: j-te Spalte von [X]p = [X - bj]p

A 0
1 A

= [X]p = o
0 1 A

ein Jordan-Block = Gesamtmatrix ist eine JNF. O



Kapitel 2

Korpererweiterungen

. 14. Vorlesung
2.1 Grundbegriffe vorm 02.02.2004

2.1.1 Definition (Korper, Charakteristik). Der K 6 r p e r F ist definiert durch:
(i) Kommutativer Ring mit 1 # 0
(i) F* = F\{0}
= in F gibt es keine echten Ideale. Charakteristik von F: Betrachte Z — F,
1 +— 1f. Induziert einen Ringhomorphismus
¢:Z — F

Weil F nullteilerfrei ist, muss ker(¢) ein Primideal in Z sein. Die Charakteristik von
F = 0 bedeutet ker(¢p) = 0 = F enthiilt eine isomorphe Kopie von Q. Charakteristik
von F = p, Primzahl, bedeutet ker(¢) = Zp. D.h. Der Korper F enthilt ein iso-
morphe Kopie des Korpers F, = Z/pZ mit p Elementen. Die Korper Q bzw. Fp, (p
Primzahl) werden als Primkorper bezeichnet.

2.1.2 Definition (Kérpererweiterung). Eine Korpererweiterung istdie
Inklusion K C L von zwei Korpern, so dass die Operationen (+, -) auf der Teilmenge
K dieselben sind wie in L. D.h.:

(K, +) ist die Untergruppe von (L, +),0x = 0r,

(K*,-) ist die Untergruppe von (L*,-),1x = 11,

Schreibe L/ K, sage ,,L tiber K”.

2.1.3 Hilfssatz. Sei L/K ein Korpererweiterung. Dann ist insbesondere L eine K-
Algebra (K-Vektorraum mit Multiplikation und entsprechenden Eigenschaften).

Sei 6 € L. Universalitit = wir haben genau einen Homomorphismus von
K-Algebren:
evg: K[X] =L, 1—1 X0

Zwei Félle:  a) evy ist injektiv, d.h. alle Potenzen von 0 sind tiber K linear
unabhédngig. Dann heifit0 transzendent tber K.
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b) ker(evy) # 0, d.h. 0 ist Nullstelle mindestens eines Polynoms. D.h. Po-
tenzen von 6 sind linear abhingig tiber K. Dann heifst algebraisch
tiber K.

Beispiel. C/Q: z € C heifdt transzendente bzw. algebraische Zahl.

# alg. Zahlen sind abzéihlbar} iiberabzéhlbar viele

# C ist tiberabzihlbar transzendente Zahlen

Berithmte transzendente Zahlen:
[ee]

e=)_

n=0

Fall b): K[X] HIR = ker(ey,) = (f(x)) Hauptideal f(x) € K[X], da
K[X]/ ker evy nullteilerfrei ist. = f(x) ist prim und damit irreduzibel, d.h.
K[X]/ ker evy ist ein Korper, welcher unter evy isomorph abgebildet wird auf
einen Teilkorper von L.

| —

Kreisumfang
= -
! Kreisdurchmesser

(LUDOLF)

3

Bild(evy) = der kleinste Korper in L, welcher K und
das Element 6 enthalt
= der von 6 tiber K erzeugte Teilkorper

Das irreduzible Polynom f(X), kann so normiert werden, das der hochste Ko-
effizient = 1ist mormiertes Polynom). Dadurchist f(X) € K[X] ein-
deutig bestimmt und heiflt das zu 6 gehorige Minimalpolynom (f(X) =

fo(X)).

2.1.4 Definition (Grad). Die Korpererweiterung L/K heift endlich, falls L
aufgefasst als K-Vektorraum endliche Dimension hat. Dann schreibt man

[L: K] :=dimg(L)
und nennt dies den Grad der Erweiterung L/K.

2.1.5 Hilfssatz. Sei 6 € L algebraisch iiber K (L/K). Sei K(6) C L, der von 6
erzeugte Teilkorper. Sei fo(X) das Minimalpolynom von 6 iiber K. Dann gilt:

[K(9) : K] = deg fo(X)

d.h. K(0) /K ist eine endlich erzeugte Erweiterung. Man bezeichnet diese Zahl als den
Grad von 0 iiber K und schreibt dafiir auch deg, ().

Beweis. Wir haben bereits gesehen:
evy: K[X]/fg(X) 1) K(G)

Wegen der Division mit Rest in K[X], haben wir als K-Basis der linken Seite die
Polynome 1, X, X?,..., X"~!, mit n = deg fp(X) = dimg = n. O

Beispiele. e V-1€C/QhatdenGrad?2, f —(X) = X% +1
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2mi
e p Primzahl, e 7 = ¢ eine primitive p"-te Einheitswurzel, hat {iber Q das
Minimalpolynom

X' -1

1 $(X)  dego(@) =p"(p—1)

2.1.6 Definition und Satz. Die Korpererweiterung L/K heifit algebraisch,
falls jedes 8 € L algebraisch iiber K ist. Jede endliche Korpererweiterung ist algebra-
isch.

Beweis. 6 € L/K endlich, d.h. L ist endlich dimensionaler K-Vektorraum = die
Potenzen von 6 miissen iiber K linear abhingig sein = kerey, # (0) O

2.1.7 Hilfssatz. Sei L/K/F ein so genannter Kérperturm,dh L D KD F.
Sind L/ K und K/ F beide endlich, dann ist auch die Gesamterweiterung L/ F endlich,
und es gilt:

[L:F]=[L:K][K:F]

Beweisidee. Sei B = Bp/k eine Basis von L/K, und C = Cg/,r eine Basis von
K / F. Bilde alle Produkte b - ¢, mit b € B,c € C = das ist eine Basis von L/F.
(Ubung) O

2.1.8 Folgerung. Sei [K : F] = n, sei 0 € K. Dann ist degp(0) = [F(0) : F] ein
Teiler von n.

Beweis. Wegen K D F(6) D F. O

2.1.9 Satz. Eine Korpererweiterung K/ F ist endlich < K/ F ist algebraisch, und wird
durch endlich viele Elemente erzeugt.

Beweis. Folgt aus 2.1.6 - 2.1.8. O

Beispiel. Sind py,...,pn € Z endlich viele Primzahlen, dann ist
Q(\/P1,---,+/Pn)/Q eine endliche Erweiterung vom Grad 2".

2.1.10 Satz (Stammkorper eines irreduziblen Polynoms). Sei K ein Korper, und
¢(X) € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann existiert eine Korpererweiterung L/K
mit folgenden Eigenschaften:

(i) [L: K] = deg(¢)
(ii) @(X) hat in L eine Nullstelle 6
(iii) Betrachte ¢(X) als Polynom aus L[X] > ¢(X). Dann gilt: (X) = (X —0) -
$(X)
Beweis. (i) und (ii): Betrachte den Faktorring K[X]/(¢(X)). ¢(X) irreduzibel
= L = K[X]/(¢(X)) ist ein Kérper mit der K-Basis 1, X, X?,..., X" 1, n =
deg(¢). Nimm in L das Element 6 = [X] (Restklasse von X). Offensichtlich gilt

¢(0) = [0] € L. Also hat ¢(X) in L die Nullstelle 6.
(iii) wohl bekannt. O

2.1.11 Folgerung. Sei f(X) € K[X] ein beliebiges Polynom. Dann existiert eine
endliche Erweiterung L/K, in welcher f(X) in Linearfaktoren zerfillt.
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Beweis. Durch Induktion. Beginne mit einem irreduziblen Faktor von f(X).
O

2.1.12 Satz. Sei K ein Korper, H C K* eine endliche Untergruppe (der multiplikati-
ven Gruppe ,,-*), und #H = n. Dann ist H zyklische Gruppe, welche aus den n-ten
Einheitswurzeln in K besteht.

Beweis. #H = n,a € H = «" = 1 € K = a ist Nullstelle von X" — 1 aus K[X].
Jedoch hat X" — 1 hochstens n Nullstellen. Also: diese Nullstellen miissen ge-
nau die Elemente von H sein. Noch zu zeigen: H ist zyklisch. Aus der Theorie
der Z-Moduln:

H=Z/(d)®---®Z/(dy) und dy|---|dg

#H = dqd, - - - d = n, aber der Annulator von H ist genau Z - di. Da wir H als
multiplikative Gruppe auffassen, heif$t das:

atk =1 Vo € H

= Va € H sind Nullstellen von X% — 1 mit d; | n. X% — 1 hat hochstens dy
Nullstellen = dy = n (weil #H = n) = alle anderen d; = 1 = H ist zyklisch.
O

Folgerung. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers ist immer zyklisch.
Beweis. Als Ubung O

2.1.13 Hauptsatz (Satz vom primitiven Element). K/F sei Korpererweiterung,
a,B € K algebraisch iiber F, und w, p sind Nullstellen der Polynome f(X) bzw.
2(X) € F[X]. g(X) habe keine mehrfachen Nullstellen. Behauptung: Es existiert
v € K, sodass F(a, ) = F(y) C K.

Beweis.  a) #F < oo = L = F(a, p) ist ebenfalls endlicher Korper
#L = #FILT]

L endlicher Korper = L* ist zyklische Gruppe mit erzeugendem Ele-
ment y = L = F(y).

b) #F = oo: Betrachte (3/K/F, so dass die Polynome f(X),g(X) in Q in
Linearfaktoren zerfallen.
ap =w; a,...,as € Q Nullstelle von f(X)
B1=p P2 ..., Bt € O Nullstelle von g(X), alle verschieden

#F = oo = Finde ¢ € F* mit: ¢ # gfﬁ";Vi,j # 1. Dann betrachte v =
a+cB € F(a, B). Betrachte h(X) := f(y —cX) € F(y)[X]:

Y — &

¢(X) hat die Nullstellen B
h(X) und g(X) wire B; =
(y=a+cph).

B1,...,Bt. Gemeinsame Nullstellen von

=%, Nur moglich: «; = «, j = B

Z
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= Z = f einzige gemeinsame Nullstelle von h(X), g(X) € F(y)[X]

= ggT(f(y —cX),8(X)) = X — B
= X — B ist Linearkombination der beiden Polynome in F(7)[X]

=BEF(y)=a=y—cBEF(y)

Komplikationen im Charakteristik-p-Fall:

2.1.14 Satz. Sei f(X) € K[X] ein irreduzibles Polynom und sei L/K eine endliche
Erweiterung, in der f(X) in Linearfaktoren zerfiillt. Dann ist folgendes iiquivalent:

(i) f(X) hat in L mehrfache Nullstellen
(ii) char(K) = p # 0 und f(X) lisst sich schreiben als f(X) = ¢(XP), wobei
¢ € K[X].
Beweis. ,=": Wenn f(X) € K[X] eine mehrfache Nullstelle « € L hat, dann
folgt:
e (X —«) ist gemeinsamer Teiler von f(X) und f'(X)
e nach Voraussetzung: f ist irreduzibel

= Wenn f'(X) # 0, dann folgt ggT(f(X), f'(X)) ~ 1. Wann kann f'(X) = 0
sein? Wenn char(K) = p und f(X) = ¢(X?):

Kl pr(x) = o/ (XP) - p- XPL =0
weil 0 = pin K.
,<=":Sei f(X) = ¢(X”) und a € L/K eine Nullstelle von f.
=aP ist Nullstelle von ¢(X)
=¢(X) = (X—a?)p(X)inL/K
=f(X) = ¢(XF) = (XV — a”)yp(XP) in L[X]

Weil char(K) = p gilt p | (¥)Vi # p,0

Py = in
() =oin
=f(X) = (X —a)Pyp(XF)

=« ist p-fache Nullstelle von f
O

Es kann tatsédchlich (abhéngig von K) irreduzible Polynome f(X) von der
Form f(X) = ¢(X") geben. Dann ist der Satz vom primitiven Element u.U.
nicht anwendbar. Wenn f(X) irreduzibel und f(X) = ¢(X*), dann muss ¢
auch irreduzibel sein.

2.1.15 Definition (separabel). Polynome ohne mehrfache Nullstellen heifflen se -
p arab el, anderenfalls inseparabel.

Entsprechend heifen « € L/K separabel tiber K, falls sein Minimalpo-
lynom (das Polynom kleinsten Grades mit Nullstelle o) separabel ist.

Die algebraische Erweiterung L/Kheifit separabel, falls
jedes & € L separabel iiber K ist.

15. Vorlesung
vom 09.02.2004
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Bemerkung. Im Charakteristik 0 Fall sind alle algebraischen Erweiterungen
separabel.

2.1.16 Satz. (i) Eine algebraische Korpererweiterung L/ K ist separabel gdw. sich
L iiber K durch separable Elemente erzeugen lisst. (ohne Beweis)

(ii) Jede endliche separable Erweiterung L /K lisst sich durch ein einziges Element
erzeugen, d.h. L = K(vy). (Iteration des Hauptsatzes 2.1.13).

Sei L = K(y), und sei f(X) das Minimalpolynom von v iiber K. Dann gilt:
L =2 K[X]/(f(X)). Im separablen Fall lassen sich alle endlichen Erweiterungen
des Korpers K in dieser Form realisieren.

2.2 Korperisomorphismen, normale Erweiterungen
und der Hauptsatz der Galoistheorie

2.2.1 Bemerkung. Sei f: K; — Kj eine Abbildung zwischen Korpern mit der
Homomorphieeigenschaft:

fla+Db) = f(a) + f(b)
fla-b) == f(a)- f(b)

(i) Dann folgt f(0k,) = Og, und f(—a) = —f(a).
(i) und f(1x,) € {0,1},.

(iii) Falls f(1) = 0 gilt f = 0.

(iv) Falls f(1) = 1ist f injektiv, und es gilt f(a~!) = f(a)~'Va # 0.

Dann ist f ein Isomorphismus f: K; — Bild(f). Insbesondere ist Bild(f) wie-
der ein Korper.

Beweis. (i) klar

(:1-1=1= f(1)- f(1) = f(1 e {0,1}

(iv): = ker(f) ist echtes Ideal (Korper haben aber nur die trivialen Ideale)
= ker(f) =0 = f injektiv.

Rest: selber machen. O

K3 nulltejlerfrei
)= (1)

2.2.2 Definition. Zwei Erweiterungen Ky /F und Ky / F heifen F-isomorph, falls ein
Isomorphismus o: Ky — Ky existiert, der auf F die Identitit ist.

Dadurch sind die Moglichkeiten fiir F-Isomorphismen stark eingeschrankt,
denn:

2.2.3 Bemerkung. o: K; = Kj sei ein F-Isomorphismus und « € Kj sei Null-
stelle eines Polynoms f(X) € F[X]. Dann muss ¢ («) Nullstelle desselben Poly-
noms sein. Insbesondere haben & und o («) tiber F dasselbe Minimalpolynom.
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Beweis. f(x) =0, f(X):= Y ayX*,a; € F

=0= Zakock
= 0=0(0) = (Y aa®) 2 Y o (ap)o ()t
= Zaka(zx)k weil o|p = id
O]

Ziel. Hauptsatz der Galoistheorie: Sei K/F eine ,geeignete” Korpererweiterung.
Dann bilden die F-Automorphismen (Isomorphismen K — K) eine Gruppe G = Gy
mit folgenden Eigenschaften:

(i) #G = [K : F]

(ii) Die Untergruppen U C G entsprechen eineindeutig den Korpererweiterungen
L/ F innerhalb von K.

Weg. Existenzsitze fiir Isomorphismen, denn diese sind wegen 2.2.3 grofien
Einschrankungen unterworfen.

2.2.4 Satz. Sei o: Fy = F, ein Korperisomorphismus, und sei p(X) = Y a Xk €
Fy[X] irreduzibel. Sei ¢” (X) := Y. o(a;)X* € F>[X]. Dann gilt:

(i) ¢”(X) ist wieder irreduzibel.

(ii) Seien Ky/F,, Ky /F, Korpererweiterungen, und ay € Ky, ap € Ky Nullstellen
der Polynome ¢(X), ¢” (X).

Dann setzt sich o eindeutig fort zu einem Isomorphismus &: Fy(a1) — Fx(ap)
mit 7(aq) = ap.

p(X) e i ———=h 3 ¢’(X)

| |

Fi(a) ——— B(a)

Beweis. (i) F; — F, induziert einen Isomorphismus
(%

o:A[X] = RB[X], f(X)— f(X)

(ii) Betrachte:

R[X]/(9(X)) B[X]/(97(X))

ist ein Korper, weil & Korper, weil

~

¢(X) irreduzibel ¢ irreduzibel
eV, iw eV, |~
Fi(ap) Y FZ(“)

Alle Abbildungen sind Isomorphismen, also auch &. O
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2.2.5 Folgerung. Seien F(a)/F und F(B)/F zwei einfache Korpererweiterungen.
Dann ist folgendes dquivalent:

(i) Es existiert ein F-Isomorphismus o: F(x) — F(B) mit o(a) = B.
(ii) a und B haben das selbe Minimalpolynom.

Beweis. (i) = (ii) ist klar (2.2.3)
(ii) = (i) Spezialfall von 2.2.4: Nimm in 224 Fy = F, = Fund o =idr O

2.2.6 Definition (Zerfallungskorper). Sei f(X) € F[X]. Eine Korpererweiterung
K/F heiit Zerfallungskorper von f(X), falls gilt:

(i) f(X) zerfillt in K[X] in Linearfaktoren
F06) = 11X~ ) € KIX)

(ii) K= F(aq,...,an), d.h. Kist minimal.

2.2.7 Satz (Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers). Sei o: F; — F, ein Isomor-
phismus mit
R[X] > f(X) = f7 € B[X]

Sei Fy(ay,...,an) ein Zerfillungskirper von f(X) und Fy(B1,...,Bn) einer von
f7(X). Dann liisst sich o fortsetzen zu einem Isomorphismus

o: Fl(Dél, .. .,Dén) — Fz(ﬁl, PN ,ﬁn>
wobei G (a;) = Br(;) mit einer eventuellen Permutation 7t der Indizes.

Beweis. Durch Iteration von 2.2.4:

F 4(7)5

RN ~ N

F(X)=(X~a1)e1(X) FllizFl(“l)LFz(ﬁl)::Fﬂ FX)=(X=B1)9] (X)

T |

«y Nullstelle von ¢ B2 Nullstelle von ¢f

Fy(a1,87) ———> B(B1,62)

Iteration

Fy (o stn) AN F2(Bi1s-sBn)
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2.2.8 Bemerkung. Sei F; = F, = F und ¢ = idr. Dann gilt:
(i) Je zwei Zerfallungskorper eines Polynoms f(X) € F[X] sind F-isomorph.

(i) Ist L/F ein ,grofle” Erweiterung, dann gibt es innerhalb von L nur einen
Zerfallungskorper von f(X).

Beweis. (i) Dies ist ein Spezialfall von 2.2.7.
(ii) Seien F(ay, ..., &), F(B1,...,Bn) C L zwei Zerfallungskorper.

n n

= f(X)=]]X—a) =]T(X~-8)

i=1 i=1
in L. Aber L[X] ist faktoriell, d.h. Primfaktorzerlegung ist eindeutig.

= a; = p; Dbisauf Vertauschung
= F(Dcl,...,lkn):F(ﬁl,...,ﬁn)

16. Vorlesung

N . . . vom 16.02.2004
2.2.9 Definition (normal). Ein Korpererweiterung K/F heifft normal, falls:

(i) K/F ist algebraisch

(ii) fiir alle irreduziblen Polynome ¢(X) € F[X] gilt: Wenn ¢(X) eine Nullstelle
in K hat, dann miissen sogar alle Nullstellen in K liegen, d.h. p(X) € K[X]
zerfillt in Linearfaktoren

Bemerkung (zu (ii)). Wenn [K : F] = n < co und ¢(X) € F[X] irreduzibel mit
Nullstelle in K, dann folgt: deg(¢) | [K : F] (vgl. 2.1.5, 2.1.8). In (ii) sind also
nur irreduzible Polynome mit der Eigenschaft deg(¢) | [K : F] zu testen.

2.2.10 Satz. Sei K/F eine endliche Erweiterung. Dann ist K/ F normal genau dann,
wenn ein (nicht notwendig irredzibles) Polynom f(X) € F[X] existiert, so dass K =
Zp(f) der Zerfillungskdrper von f(X) ist.

Beweis. (=) Voraussetzung K/F endlich, also K = F(ay,...,a;) (nach 2.1.9). f;

sei Minimalpolynom von g; iiber F. f(X) := [T, fi(X). Da K/F normal, zer-

fallen alle f;(X) und damit auch f(X) in K in Linearfaktoren, also K = Z(f).
(<) ¢(X) € F[X] sei irreduzibel mit einer Nullstelle « € K. Dann gilt:

P(X) = (X —a)p(X) € K[X]

Wir miissen zeigen, dass ¢(X) tiber K in Linearfaktoren zerfallt.

Sei ¢1(X) € K[X] ein irreduzibler Teiler von ¢(X), sei (3/K ein Stammkor-
per von ¢1(X) (vgl. 2.1.10), und sei &’ € Q) eine Nullstelle von ¢ (X).

Da «’ auch Nullstelle von ¢(X) € F[X] ist, und da ¢(X) irreduzibel ist, folgt:
$(X) ist das Minimalpolynom von a’ iiber F. Weil « und &’ iiber F dasselbe
Minimalpolynom haben, folgt aus 2.2.5: Es gibt einen F-Isomorphismus o :
F(x) = F(a), mito(a) = a’.

Setze F; = F(a), F, = F(&'). Betrachte die Zerfillungskorper Zr, (f) und
Zr,(f) des Polynoms f tiber F; bzw. F,. Wende 2.2.7 an mit f7 = f. Danach

setzt sicht o fort in & : Zr, (f) = Zp, (f).
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Doch wir haben K = Zp(f) = Zg (f) € Qund F, = F(a’) C Q. Also:
Das Polynom f(X) zerfallt iiber Q) und der Korper F; ist in (). Daher kénnen
wir Zp(f) C Q annehmen, denn es gibt einen Zerfallungskorper von f(X) €
F[X] C R[X], welcher in Q) liegt.

Damit liegt das Bild & (K) in Q). Da 7(K) ebenso wie K ein Zerfallungskorper
von f(X) tiber F ist, folgt aus 2.2.8(ii) 7(K) = K, d.h.

K= Zp(f) = ZF](f) = ZFz(f)

Demzufolge ist &’ € K, und wir sehen sukzessive, dass ¢(X) iiber K in Linear-
faktoren zerfallt. O

2.2.11 Beispiele fiir Normalkorper.  a) K = endlicher Korper IF; der char =
p = q = Potenz von p = Kist Zerfallungskorper des Polynoms X9 — X €
Fp[X] = K/, ist normal.

b) [K : F] = 2. Finde « € K,a ¢ F. Wegen 2.1.8 muss a Nullstelle eines
quadratischen Polynoms sein. X2 + pX + g = 0, Nullstellen ay, ap, a; +
ay = —p, a1 € K= a; € K, also ist K der Zerfallungskorper.

c¢) Einheitswurzelkorper: K = F({),¢" = 1 minimal, Nullstelle von X" — 1.
Alle anderen Nullstellen sind Potenzen von ¢, also € K.

2.2.12 Definition (Galoiserweiterung). Die Korpererweiterung K/F heifit ga -
lois ch, falls die Erweiterung normal und separabel ist. (Die Minmalpolynome aller
x € K haben nur einfache Nullstellen.)

2.2.13 Satz. Sei K/F eine endliche Galoiserweiterung. Dann gilt:

(i) Ist 3/ K irgendeine Erweiterung, und ist o : K — Q) irgendein F-Isomorphismus
mit Werten in Q). Dann ist o(K) = K. (Man spricht in der Korpertheorie immer
nur von Isomorphismen, selbst dann wenn die Abbildung nicht surjektiv ist.)

(ii) 0(K) = K, d.h. o ist F-Automorphismus von K und diese Automorphismen
bilden beziiglich Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe (1 = idg) G = Gk,
die Galoisgrup peder Erweiterung. Wenn K = Zp(f (X)) der Zerfiil-
lungskdrper von f(X), dann haben wir eine natiirliche Einbettung: Gg,p C
Gruppe der Permutationen der Nullstellen von f(X).

(iii) Die Menge der Fixpunkte K¢ := {x € K,o(x) = xVo € G} = F.
(iv) #G = [K : F.

Beweis. (i) Kistnormalund endlich tiber F = K = Z¢(f). G ein F-Isomorphismus
= 0(K) = Zp(f7), f7 = f. Also: 0(K) muss Zerfallungskorper fiir das-
selbe Polynom sein. Aber innerhalb eines groflen Korpers () ist der Zer-
fallungskorper eindeutig bestimmt. (vgl. 2.2.8)

(ii) Durch Hintereinanderausfiithrung ¢y o 0o bekommen wir offensichtlich
eine Gruppe G. Anwendung von ¢ muss die Nullstellen von f(X) in sich
iiberfithren, f € F[X]. D.h.: ¢ permutiert die Nullstellen und dadurch ist
o eindeutig bestimmt, weil K = Zp(f) durch die Nullstellen von f(X)
erzeugt ist.

(iii) als Ubung. (gzz. wenn x ¢ F, dann existiert ¢ mit o(x) # x).
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(iv) Benutze das K/ F separabel und endlich ist. Satz vom primitiven Element
= K = F(vy), erzeugt durch ein einziges Element. Sei f,,(X) = Minimal-
polynom von v tiber F. Insbesondere ist dann K der Zerfallungskorper
von f,(X). = Gg,r C Permutationen von f,(X). ¢ — Permutation. Jetzt
ist o bereits durch den Wert o () voll bestimmt, weil K = F(-y). Moglich-
keiten fiir o(«y) = # Nullstellen von f,(X) = [K : F] (da separabel). Jede
Moglichkeit ist auch realisierbar. 2.2.5 = (iv ).

O

2.2.14 Hauptsatz (der Galoistheorie). K/F sei eine endliche Galoiserweiterung,
und G = Gg/p. Dann hat man eine Bijektion:

{ Zwischenkorper in K/F} «—— Untergruppen von G
L +—— Gg/r = L-Isomorphismen von K

K :={xeKo(x)=xVc € H} «— H
Diese Bijektion hat folgende Eigenschaften:

(i) Ly C Ly = Gy, D Gkyi,

(ii) o€ G = GK/U(L) = O'OGK/LOU'_1

(iii) L/F ist ein Normalkorper genau dann, wenn die Untergruppe Gg 1 ein Nor-
malteiler in G ist. Dann darf man die Faktorgruppe bilden, und es gilt:

G/Gk/r = Gryr

Beweisidee. K/F normal und separabel, K O L D F = K/ L ist ebenfalls normal
und separabel. Damit ist die Abbildung L — Gk, C G wohldefiniert. G D
H = Untergruppe:

c(xty)=0c(x)£o(y)
ceH: olx-y)=0c(x) oy) (*)
o(x ) =o(x)7!

I
S|

x,y € K", dh.o(x) =x,0(y) =yvo € H
(*) = x+yx-yxlekl

Also ist K ein Korper, und K D KH O F. Also: Beide Abbildungen sind wohl-
definiert. Zu zeigen: L — L,H — H

Eigenschaften: (i) ist klar!
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(ii) G D H = Untergruppe, ¢ € G = cHo ! ist wieder Untergruppe:

(chyo V) (ohyot) = (ohihpo 1)
(cho V)t =gh~lo™!
= #oHo ! =#H

[K:F]  [K:F]

-1 _ _ —
#O'GK/L(T _#GK/L = [L : P} = [O'(L) : F] _#GK/O'(L)

Geniigt zu zeigen: Gy, o' C G/o(r)y = 0(x) € o(L).

(iii) Aus (ii) folgt: (L) = L genau dann, wenn 0Gg, 0! = Gg,r. L/F nor-
mal gdw. 0(L) = LYo € G (= schon klar). Betrachte die Abbildung
o € G — 0|y € G/ (Einschrankung des Argumentenbereichs). Offen-
sichtlich ist Gx,; = Kern dieser Abbildung und die Abbildung ist sur-
jektiv, wegen unserer Existenzsdtze. Jedes 0y € G /r lafit sich fortsetzen
zu einem ¢ € Gg,/r. Homomorphiesatz = G/Gg /1 = G /r.

H

K K
LHL
F——F

2.3 Anwendungen der Galoistheorie

2.3.1 Auflésbarkeit polynomialer Gleichungen f(X) = 0 durch
Radikale

Nach E. GALOISund N. H. ABEL.

2.3.1 Definition (Radikalerweiterung, R/E). Eine endliche Erweiterung L/K
heisst Radikalerweiterung, falls:

K C K(ay) C K(ag, ) C -+ C K(aq,...,0n) =L
all €K, ar € K(vg), af € Ky, a),

a1 Wurzel eines Elementes aus K, ay Wurzel eines Elementes aus K(aq) etc. Abkiir-
zung: L/K = R/E.

2.3.2 Definition (Auflosbare Erweiterung, A/E). Eine endliche Erweiterung L/K
heift auflosbar, falls:

(i) L/K ist eine Galoiserweiterung

(ii) die Galoisgruppe Gy /k ist eine auflosbare Gruppe.
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Kurz: L/K = A/E.

Definition (auflosbare Gruppe). Gruppentheorie: Eine endliche Gruppe G heifst
aufldsbar, falls

G=G1DGyD---DG, ={1}

existiert, so dass G;; Normalteiler in G; ist, und die Faktorgruppe G;/Gj1 Prim-
zahlordnung (d.h. zyklisch) = Z./ pZ fiir irgendeine Primzahl p hat.

2 3
Beispiel. e Permutationsgruppe S3 O A3 gerade p 2 {1} ist auflosbar. Sy ist
auch noch auflosbar. S, fiir n > 5 ist nicht auflosbar. In der S5 gibt es
einen einzigen Normalteiler, namlich die As, S5 ? As. #A5 = 60 und As

besitzt keinen Normalteiler.
o Korpererweiterung L/K, R/E, A/E

Eine RA/E L/K sei eine Korpererweiterung, welche beide Eigenschaften in
sich vereint.

f(X) € K[X] irreduzibel und separabel ~ Zerfallskorper L = Zg(f) = L/K
ist galoisch ~ G| ,x. Man nennt G} ;g = G(f) die Galoisgruppe des Polynoms
f. Gruppe G(f) ist jedenfalls eindeutig bis auf Isomorphie.

Definition. Wir nennen ein Polynom f(X) € K[X] durch Radikale auf-
16 sbar, falls sich der Zerfillungskorper Zx (f)/K in eine Radikalerweiterung E /K
einbetten lisst.

Bemerkung. Es wire unklug zu sagen: falls Zg(f)/K selbst eine Radikaler-
weiterung ist, denn wenn E /K Radikalerweiterung und L ein Zwischenkorper,
dann muss zwar E/L auch Radikalerweiterung sein, aber nicht unbedingt L /K
(vgl. 2.3.1).

2.3.3 Satz (Anwendung der Galoistheorie). Abgesehen von Ausnahmefillen, wel-
che durch char(K) = p verursacht werden, gilt: Jede A/E lisst sich vergrofiern zu
einer RA/E. Jede R/E lisst sich vergrifiern zu einer RA/E. (ohne Beweis)

Beweis. Wenn es keine Probleme mit der Separabilitét gibt, also z.B. im Cha-
rakteristik 0 Fall, dann kann man zeigen:

Ist E/K eine Radikalerweiterung, dann ist die galoissche Hiille (= Komposi-
tum aller o (E), wobei o die moglichen K-Isomorphismen durchlduft) ebenfalls
eine Radikalerweiterung, und dartiber hinaus ist diese Erweiterung auflosbar.

Umgekehrt ist E/K eine auflosbare Erweiterung, und adjungiert man al-
le Einheitswurzeln der Ordnung [E : K], dann ist die vergroBerte Erweiterung
ebenfalls auflosbar, und dartiber hinaus ist es eine Radikalerweiterung. Grund:
Es sei L/ F eine zyklische Erweiterung vom Primzahlgrad p, und die p-ten Ein-
heitswurzeln seien im Grundkorper F. Dann kann man L durch Ausziehen
einer p-ten Wurzel konstruieren. (Das geht nattirlich immer fiir p = 2.) O

2.3.4 Anwendung. Sei f(X) € K[X] ein irreduzibles separables Polynom. Sei
G(f) = Gz,(f)/k seine Galoisgruppe. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) G(f) ist auflosbare Gruppe.
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(i) f(X) ist durch Radikale auflosbar.

(iii) f(X) besitzt einen Stammkorper S/K, welcher sich in eine R/E L/K ein-
bettet.

Beweis. (i) = (ii): Voraussetzung Zg(f)/K ist A/E. = Wir konnen die Erwei-
terung vergrofiern zu einer RA/E =- (ii).

(ii) = (iii): klar!

(iii) = (i): Voraussetzung: S/K C L/K vom Typ R/E. Wir kénnen L/K
weiter vergrofiern zu einer Erweiterung E/K vom Typ RA/E. Insbesondere ist
E/K normal. Also jedes irreduzible Polynom mit Nullstelle in E muss {iber E
in Linearfaktoren zerfallen. Daher: S C L C E, also f(X) muss in E zerfallen
= K C Zk(f) C E. Zx(f)/K ist ebenso wie E/K eine Galoiserweiterung =
Gz (r)/k = Ge/x/Geyz(p) = G(f) (Hauptsatz (iii)). Nach Voraussetzung ist
GE/k auflosbare Gruppe. Gruppentheorie: Die Faktorgruppe einer auflésbaren
Gruppe ist stets wieder auflosbar. = G(F) auflosbar. O

f(X) = X? + pX + q ~ Allgemeine Losungsformel durch Radikale. Ent-
sprechend betrachten wir die allgemeine Gleichung n-ten Grades. Die Galois-
gruppe einer solchen allgemeinen Gleichung ist genau die Gruppe S;, der Per-
mutationen der n Nullstellen. = Fiir n > 5 ist ein allgemeines Polynom #n-ten
Grades nicht durch Radikale auflosbar, weil S, keine auflosbare Gruppe ist.

2.3.2 Konstruktion mit Zirkel und Lineal
Allgemeine Theorie

Punktmenge M C E in der Ebene (#M > 2). Bilde Geraden g auf denen 2
verschiedene Punkte von M liegen. Bilde Kreise K (Mittelpunkt € M, Radius
= d(my,mp), my,my € M). Aus M enthidlt man die grofere Punktmenge M’
durch Hinzunahme der Schnittpunkte.

Mc M : 81N g2, 8Nk ki Nk
M:MQHMleO/HMZIMllH-”

M: U Mn
n=0

M = alle Punkte, welche sich aus M mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen.

Analytische Geometrie. E = C, Menge M besteht aus Zahlen, #M > 2. Nor-
miere das Koordinatensytem so, dass 0,1 € M. Was ist M? Bilde zu M die
Menge M = konjugiert komplex. Bilde den Kérper K = Q(M U M). Dann gilt:

2.3.5 Satz. z € M genau dann, wenn z in einer 2R/E (d.h. K C K(ay) C K(ay, a0) C
-, und a? € K, a5 € K(ay) usw.) des Korpers K.

Beweis. Siehe E. Kunz, Algebra, 1.14 O

Inhaltlich bedeutet dies: Mit Zirkel und Lineal kann man die Grundopera-
tionen 4+, —, -, : fiir komplexe Zahlen z € C sowie das Ausziehen einer Qua-
dratwurzel ¥z realisieren
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Seiz € M = [K(z) : K] = Potenzvon2, weil K C K(z) C L=K(ay,...,an)
2-Potenz

[L:K]=[L:K(2)][K(z) : K] = [K(z) : K] = 2-Potenz notwendig
Eine hinreichende Bedingung folgt aus der Galoistheorie:

2.3.6 Satz. z € M genau dann, wenn f das Minimalpolynom von z iiber K fol-
gende Eigenschaft hat: Der Zerfillungskirper Zx (f)/K ist eine Erweiterung von 2-
Potenzgrad.

Quadratur des Kreises. r Radius, Kreis mit Fliche F = 772, Aufgabe: Beginne
mit M = {0,1}. Konstruiere dann /7. K = Q(MUM) = Q.

Wenn das geht, dann muss Q(1/7) /Q eine endliche Erweiterung vom Grad
2" sein. Jedoch 7 und damit /7t gentigt tiber Q keiner polynomialen Glei-
chung.

Konstruktion eines regelmifiiges n-Eck. Gegeben 0,1 € C. Aufgabe: Kon-

struiere daraus { = e’r . Notwendig: [Q({) : Q] = 2". In diesem Fall ist die
Bedingung auch hinreichend, weil Q(¢)/Q eine normale Erweiterung ist.

Satz. Das Minimalpolynom von { = e’ hat den Grad p(n) =#(Z/nZ)*.

Satz (GauB). Das regelmiifige n-Eck ist konstruierbar genau dann, wenn ¢(n) eine
Potenz von 2 ist.

Beispiele

Klassifizierung der Erweiterungen K/Q, welche Grad 2 haben. Aussage: Je-
des solche K kann dargestellt werden als K = Q(+/d), wobei d eine quadratfreie

ganze Zahl ist. d # dy = Q(\/d1) # Q(\/dy).
Einheitswurzel in K: L. A. nur 1. Zwei Sonderfille: Q(v/—1) > vier Ein-
heitswurzeln, Q(1/—3) > sechs Einheitswurzeln. Zu zeigen: 3d € Z,K =

Q(v/d), wenn [K: Q] =2

Beweis. Wéhle v € K,y ¢ Q beliebig. Dann ist K = Q(+y), da die Elemente
(a + b) alle verschieden sind. y gentigt einer Gleichung Y? + a1y +ag = 0 mit
a1,a9 € Q. Dann ist fiir § = v + ”71,’?2 + (ag — (%1)2 = 0und Q(y) = Q(%).

Also kann man = /c mit ¢ € Q annehmen. Sei ¢ = %,cl,cz €Z,co #0,
dann ersetze v durch ¢y = Cz\/g = \/c100 = Vd, mitd = c1¢y € Z. Dabei
kann man d quadratfrei annehmen. Ist p? | d, p prim, ersetze v/d durch %\/H =
\/ %. Die Iteration fiihrt zu d quadratfrei.

Nun zu d; # dy = Q(v/d1) # Q(\/d2). Annahme: \/d| = a + b\/dy,a,b €
Q= b #0=dy = a*+2ab\/dy + b*d>» = a = 0, sonst wiire \/d, eine rationale
Zahl4. = dy = b?do mitb # 0,b € Q = sgn(d;) = sgn(d,). Da d; und d, beide
ganz und quadratfrei sind, folgt b* = 1.

Einheitswurzeln: d > 0 = K = Q(vd) € R = 41 sind die einzigen
Einheitswurzeln in K.
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d <0, € Q(Wd). Ist  Nullstelle von X? + pX + g, dann auch . Also
X%+ pX+q=(X—7)(X—1{),und daraus folgt g = 1. Also

=—(p/2)£(1/2)\/p* -4

Wenn die Einheitswurzel # +1, dann muss jedenfalls unter der Wurzel eine
negative Zahl stehen. Da p ganz ist, gibt es nur die Moglichkeiten p = 0 oder
p==£1 O

Es gibt komplexe Zahlen z mit der Eigenschaft [Q(z) : Q] = 4, und trotz-
dem ist z nicht konstruierbar, weil der Zerfallungskorper Zg(f)/Q das Mini-
malpolynom f von z einen Grad [Zq(f) : Q] # Potenz von 2 hat.

Beispiel. f(X) = X* —aX —1 ~ Stammkoérper K/Q, [K : Q] = 4. Wenn
K/Q keine quadratischen Zwischenkorper L hat, dann kann K/Q kein Nor-
malkorper sein. Sonst hitten wir eine Gruppe G der Ordnung 4. G = Z/47Z
oder G = Z/27Z x Z/27Z = L existiert und wére Fixkorper einer Untergrup-
pe der #2. G(f) C S4. Moglichkeiten: Dy (#8), A4 (#12), Sy (#24). Dy scheidet
aus, weil hier drin wiirden wir L wiederfinden. Also G(f) = A4, S4. f(z) =0,
[Q(z) : Q] = 4. Trotzdem ist z nicht konstruierbar, denn #G(f) = 12,24 ist
keine Potenz von 2.
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Anhang A

Ubersicht

Legende

D Definition L Lemma/Hilfsatz F Folgerung/Korollar
S Satz K Bemerkung B Beispiel

1 Ringe
1.1 Definitionen & Grundlagen

1D Ring-D Ring mit 1, kommutativer R., nullteilerfrei
— B Marizenring tiber K

2 S Rechenregeln im Ring

-D 0-Ring

3D Teilring - K Teilringe mit/ohne 1

-B TR+1Z D 2Z TR-1

4 B Matrizenring tiber R

5D Zentrum Z(R)

6B Z(R"") = {Diag(z);z € Z(R)}

7D Einheit—-F 1€ R*-F (R*,-) Gruppe

-B 7 = {41}, K[X]* = K—0, (K"*™)* = GL,(K)
8 D Potenzen im Ring

— D Schiefkorper — B Quaternionen H

9D K-Algebra, dim-B K"*" K[X],H

— K Algebra durch Multiplikation auf Basen
—B Basen von H — K Quaternionengruppe
- K Einbettung von K- B Al,;, K[X]

10S Uber Divisionalgebren

— D geordneter Ring — F Eigenschaften

— F Existenz der Ordnung

— D Wohlgeordneter Ring

11S Charakterisierung von Z 12 F Division mit Rest in Z

1.2 Ideale, Faktorringe und Homomorphiesatz

1D Ring-Homorphismus

-F Z/nZ — Z/mZHom. & m | n

2 D Ring-Isomorphismus — B Chin. Restsatz

3 S Kern und Bild von Homomorphismen, injektiv

4D Ideal-B Hauptideale-L Z HIR
58S R/IRing-D Faktorring

6 S Homomorphiesatz

7K IC]J<]J/ICR/I

8 S R kom. mit 1, keine echten Ideale < R Korper
9S Imaximal < R/I Korper

1.3 Teilbarkeit in Ringen

1 D Teiler, Vielfaches — D echter Teiler, assozierte
2S a|b< RaDRb

—F 0]aunda|xVx € R

3 K Ziel: Hauptsatz der Arithmeik

4 D Irreduzible, Primelemente

5L 0,airreduzibel bzw. prim

- K irreduzibel /prim < assozierte irreduzibel /prim

6 S nullteilerfrei / HIR = (prim/irred. = irred./prim)
- K Z ntf & HIR: irreduzibel < prim

7 D Teilerkettensatz
8 S Satz von Euklid — F Z unendliche viele irred. Zahlen

9D &4quivalente, eindeutige Zerlegung, faktorieller Ring
10 S Hauptsatz ~ faktorielle Ringe & TKS fiir Elemente
— L assozierte & Vielfache im fakt. Ring

— K Variante der Zerlegung — B Z

11 S TKS fiir Ideale & Aquivalenzen
12 D Noethersche Ringe

1.4 Euklidische Ringe

1D Integritdtsbereich, Euklidischer Ring

2B (Z,]5]), (K[X], deg)

3 S Eigenschaften euklid. Ringe

4 S Hauptsatz: fakt. Ringe D ntf HIR D euklid. Ringe
5K ggT und kgV ex. & eindeutig (bis aus Assozierte)

1.5 Quotientenkdrper & Satz von Gaull
1S Konstruktion des Quotientenkorpers
2S Satz von Gauf: R fakt. = R[X] fakt.
/1L RIB= R[X]IB
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/2L R,R[X] > p # Oirred. < p prim 6 F Cayley-Hamilton, und: A~ B < A~ B

/3 L In R ex. ggT und kgV, eindeutig bis auf Assozierte 7 S Jordansche Normalform

/4 L Inhalt, primitives Polynom, Zerlegung

/5L c(ab) ~ c(a)c(b), a, b primitiv = ab primitiv

/6L feK[X]= f=c(f)- ¢, eindeutig”
/7 L Irreduzible Elemente in K[X], Typ I & II
/8L K[X] € f irreduzibel = prim

/9 L TKS fiir Elemente gilt in R[X]

— B Z[X] faktoriell, kein HIR

1.6 Polynomring in mehreren Variablen & Universalitat

1D Multipotenz, Grad

2D Polynomring — D m-Form — B Quadratische Polynome
3 D Modul, freier, R-Aktion, R-Algebra— B R/I nicht frei

- D Kategorie, Morphismus

4 S Hauptsatz: R[X;] universelles Anfangsobjekt, ev

5L Universelle Anfangsobjekte isomorph

6 F Natiirlicher Isomorphismus R[X1] - - - [Xy] = R[X]

7L Rntf bzw. faktoriell = R[X;] ntf bzw. faktoriell

8 D erzeugt, Relationenideal, Relationen

—F Relationen: f;(a) =0, f; € ker(ev)

- K Jede komm. Grp ist Z-Modul, jeder Ring ist Z-Algebra

1.7 Moduln iiber Hauptidealringen

1L A€ GL,(R) & detA € R

2D A~B<& B=PAQ,P,Q € GL(R)

3 S Hauptsatz: Smithsche Normalform — D k-Minor

— K k-Minor Lin.komb. von (k — 1)-Minoren, Rang als Max.
4 D Invariante Teiler, Determinantenteiler

5L Uber k-Minoren von AB € R!*"

6 F A e R™" = AX = 0 hat nichtriviale Losungen

7 D Grundbegriffe tiber R-Moduln

—D freie Moduln - K frei: M = R"*1

8S RHIR, M hat n Erzeugende = n + 1 Elemente lin.abh.
9L Rang(M): Alle Basen haben gleiche Kardinalzahl

-B Z X Z D57 x 7Z,beide Rang = 2

10 S Koordinatenmatrix und Basiswechsel

11 F Folgerung fiir freie Moduln und Untermoduln

12 L R noethersch < Untermodul endlich erzeugt

13 S Hauptsatz: Klassifizierung endlich erzeugter Moduln
— D exakte Sequenz

14 D Torsionelemente, Torsionsmodule

15 D Annulator

16 L Mo = @i R/‘Si

17 K Weiterverarbeitung des Hauptsatzes

1.8 Normalformen quadratischer Matrizen

1L V K[X]-Modul < V K-VR, X lineare Operator auf V
2L VW & 3¢ €Iso(V, W), pX = X¢ & [X] ~ [X]c
3S Va, A~ [X]p

4 S Hauptsatz tiber die charakteristische Matrix

-L f(S)=LSA-L f(T)=0&3S5:T=AS

5 F Eigenschaften der Smith. NF vom A, Minimalpolynom

2 Korpererweiterunggen
2.1 Grundbegriffe

1 D Korper, Charakteristik, Primkorper

2D Korpererweiterung L/K

3L L/K = List K-Algebra

— D algebraische, transzendente Elemente von L/K
- B transzendente, algebraische Zahlen 4 D endliche Kor-
pererweiterung, deren Grad

5L Grad eines Elements

6 D algebraische Korperweiterungen

7 L Korperturm und Gradformel

8F degp(a) | [K: F]

98§ Stammkorper tiber irreduziblen Polynomen

11 F 3L/K: f(X) zerfdllt in L/K in Linearfaktoren
12 S Uber zyklische Grupper der Einheitswurzeln
13 S Hauptsatz: Satz vom primitiven Element

14 D (in)separable Polynome

2.2 Kérperisomorphismen & Galoistheorie
1D Korperisomorphismen
2D K;/F = Ky/F, F-isomorph

3 K Nullstellen und Minimalpolynome gleich in F-Isomorphismen

4 S Existenzsatz zur Forsetzung eines Isomorphismus
5F 3¢ € Iso(F(a),F(B)) : ¢p(a) = B < a, B selbes Min.pol.

6 D Zerfallungskorper Zr(f)

7 S Eindeutigkeit des Zefallungskorpers

8 K Zerfallungkorper in groflen Universalkorper eindeutig
9 D normale Korpererweiterung

10S K/Fnormal < 3f € F[X]: K = Zp(f)

11 B endliche Korper und Kreisteilungskorper

12 D Galoiserweiterung
13 S Uber Galoisgruppen einer Galoiserweiterung
14 S Hauptsatz der Galoistheorie

2.3 Anwendungen der Galoistheorie

1D Radikalerweiterung

2D Auflgsbare Erweiterung — D Auflsbare Gruppe
3S char(K) # p : A/E bzw. R/E vergroBerbar zu RA/E
4S Anwendung der Galoistheorie

— D Punktmenge, mit Zirkel und Lineal konstruierbar
- K Analytische Geometrie

—S Quadratur des Kreises

— S Konstruktion eines regelméfiigen n-Ecks

—S Satz von Gauf

- S Klassifizierungen von K/Q mit Grad 2
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