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Vorwort

Der klassische Residuensatz ist ein zentraler Satz der Funktionentheorie. Er
ist eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel, die 1831 von
Cauchy gezeigt wurde. Voraussetzung fiir den Beweis ist der Cauchysche
Integralsatz (1825). Dieser geht auf das Problem zuriick, dass das komple-
xe Kurvenintegral nicht nur von Anfangs- und Endpunkt, sondern auch von
der Wahl der Verbindungskurve abhéngt. Ausgehend von einem Studium der
komplexen Kurvenintegrale wollen wir im ersten Kapitel die klassische Ver-
sion des Residuensatzes kennen lernen.

Auch in der Codierungstheorie findet der Residuensatz Anwendung. In den
achtziger Jahren konstruierte V.D. Goppa seine Residuen-Codes iiber al-
gebraischen Kurven. Mit Hilfe des Residuensatzes kann man zeigen, dass
der rational-geometrische Goppa-Code und der residuelle Goppa-Code dual
zueinander sind. Dies setzt voraus, dass wir uns mit der Theorie rationa-
ler Funktionenkorper vertraut machen. Wir wollen auf dieser Grundlage im
zweiten Kapitel die algebraische Version des Residuensatzes kennen lernen.
Weiterfithrend betrachten wir im dritten Kapitel auch andere algebraische
Funktionenkorper, fiir die der Residuensatz ebenfalls gilt. Unser Ziel ist es,
den Residuensatz fiir beliebige Funktionenkorper F'/K {iber einem algebra-
isch abgeschlossen K zu zeigen.
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Kapitel 1

Der klassische Residuensatz

Wir werden als Vorbereitung auf den Residuensatz zunéchst einige Grund-
begriffe bereitstellen und das komlexe Kurvenintegral fiir komplexwertige
Funktionen einer komplexen Verdnderlichen definieren.

1.1 Grundbegriffe

Zu den wichtigsten zu klarenden Grundbegriffen zédhlen der Begriff des Gebie-
tes ([Prib8|, S. 43-45), der Begriff einer stetigen Kurve im Jordanschen Sinne
(|Pri58], S. 44) und der Begriff des komplexen Kurvenintegrals ([Prib4], S.
1-6). Die Mehrzahl aller Beispiele aus diesem Abschnitt stammt aus [Fre95],
Kapitel I1.1.

Definition 1.1.1. Eine offene Menge G der komplexen Zahlenebene heifst
Gebiet, falls sich zwei beliebige Punkte aus G durch einen Polygonzug P so
verbinden lassen, dass alle Punkte von P in G liegen.

Definition 1.1.2. (Definition einer stetigen Kurve im Jordanschen Sinne)
Sei « : R D [a,b] — C,t — «t) mit a < b eine stetige Abbildung ei-
nes kompakten reellen Intervalls in die komlexe Zahlenebene. Bildet « stets
zwei verschiedene Werte des Intervalls [a, b] auf zwei verschiedene Punkte der
Kurve ab, wobei a(a) = «(b) erlaubt ist, dann heift C' := «([a,b]) (stetige)
Kurve.

Beispiel 1.1.1. 1. Die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten z, w €
C, die durch o : [0,1] — C, a(t) = z + t(w — z) gegeben wird, ist eine
Kurve.

2. Der Einheitskreis, gegeben durch a : [0,1] — C, a(t) = €™, ist eine
Kurve.
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Definition 1.1.3. Eine Kurve C mit « : [a,b] — C heift geschlossen, falls
a(a) = a(b).

Definition 1.1.4. Ein Gebiet G heifst einfach zusammenhdingend, falls das
Innere einer beliebigen geschlossenen Kurve, die ganz in G liegt, vollstandig
in G liegt. Andernfalls heiftt G mehrfach zusammenhdngend.

Anschaulich sind die einfach zusammenhéngenden Gebiete die Gebiete ohne
, Locher®.

Beispiel 1.1.2. 1. Jeder Teil der komplexen Zahlenebene, der das Innere
einer beliebigen geschlossenen Kurve bildet, ist einfach zusammenhén-
gend.

2. Sind Cy, (4, ..., C, geschlossene Kurven in der komplexen Zahlenebe-

ne, so dass (', . .., C, im Innern von Cj liegen und keine ganz im Innern
einer anderen liegt, so ist das Gebiet, das im Innern von Cy und aufser-
halb von allen C1, ..., C, liegt, mehrfach zusammenhéngend.
Und sind insbesondere K und k zwei Kreise mit Mittelpunkt a und
Radien R und r, so dass r < R, so ist das Innere des von K und k
begrenzten Gebietes mehrfach zusammenhéngend. Wir bezeichnen die
Menge R := {z € C,r < |z| < R} als Ringebiet.

Definition 1.1.5. 1. C heift glatt, falls o stetig differenzierbar ist.

2. Eine Kurve heifit stiickweise glatt, falls es eine Unterteilung a = ay <
a; < ... < a, = b des kompakten reellen Intervalls gibt, so dass «; :=
jag,a5,1]> 0 <@ < n—1 stetig differenzierbar sind. Wir bezeichnen dann
die zugehdrigen glatten Kurvenbogen mit Cy, ..., Cy,_1.

3. Es seien C' und C zwei stiickweise glatte Kurven mit « : [a,b] — C
und 5 : [b,¢] — C, und es gelte a(b) = [(b). Dann definieren wir

: [ at) fira<t<b,
a—i—ﬂ.[a,c]e@durch(a—i—ﬂ)(t).—{6(75) firb<t<ec
a + (3 ist eine stiickweise glatte Kurve.

Beispiel 1.1.3. Durch folgende Abbildung kénnen wir uns eine Dreieckskur-
ve A oder kurz ein Dreieck definieren. Dazu bezeichnen wir die Eckpunkte
des Dreiecks mit zq, 25, 23.

Oél<t):Zl+t(22—Zl> 0§t§1,
alt):=(ag+ag+a3)(t):=¢ as(t) =2+ (t—1)(23 —22) 1<t<2,
( <

) <
Y=z3+ (t—2)(2y —23) 2<t<3.
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Definition 1.1.6. Sei C eine Kurve gegeben durch « : [a,b] — C,t — «(t).
Das Bild der Abbildung a~ : [a,b] — C,t — «(b+ a — t) ist ebenfalls C.
Wir sagen, dass C' positv durchlaufen wird, falls wir uns auf o beziehen und

schreiben dafiir C* =: C. Andernfalls wird C negativ durchlaufen und wir
schreiben C™.

Definition 1.1.7. (Komplexes Kurvenintegral)

Es sei f(z) eine in einem Gebiet G der komplexen Zahlenebene definierte
und stetige komplexe Funktion und C' eine beliebige glatte Kurve, die ganz
in G liegt. Wir bezeichnen den Anfangspunkt von C' mit A und den End-
punkt mit B. Wir zerlegen nun die Kurve C' in eine beliebige Anzahl n von
Teilbogen und nennen die Zerlegungspunkte, die in positiver Richtung auf C'
aufeinanderfolgen sollen, A = zg, 21, ..., 2n_1, 2, = B. Wir bezeichnen mit &;
einen beliebigen Punkt (Stiitzstelle) auf dem Teilbogen zwischen z; und z;1;
(einschlieklich z;, z;11). Dann nennen wir

JECLESSS Y CRE
C =0

das (kompleze) Kurvenintegral von f langs C.
Betrachten wir den Fall, dass C stiickweise glatt ist, also aus den glatten

Kurvenbégen Cy, ..., C,_1 besteht, so definieren wir in diesem Falle
n—1
/f(z)dz = Z / f(z)dz.
N i=0 ¢

Man kann zeigen, dass das Integral unter den gegebenen Voraussetzungen
fiir jede Zerlegung von C und jede beliebige Wahl von Stiitzpunkten existiert
und eindeutig ist.

Beispiel 1.1.4. Es sei (' eine beliebige stiickweise glatte Kurve. Bezeichnen
wir mit 2o den Anfangs- und mit z,, den Endpunkt der Kurve und gilt zy = z,,,
so ist

1.

n—1

/dz = lim Z(Zk_l,_l —zx) =0, (1.1)

da Zz;é(zkﬂ —zk)=(21—20)+ (22— 21)+ ...+ (20 — 2n_1) =0,
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/zdz = 0. (1.2)

C
n—1 n—1

zdz = nh_{go kz 2k (241 — 21) = nlggo kz 21 (241 — 2x) , folgt
=0 0

zdz = lim Z(Zk’ + zps1)(Zka1 — 2) = lim Z:(z,irl — 7).

C
/ n—1 n—1
C

Aus (22 —22) + (25 — 22) + ...+ (22 — 22_,) = 0 folgt die Behauptung.

Wir haben bisher noch nicht die Frage beantwortet, wie man fiir eine stetige
Funktion f : G — C und eine glatte Kurve C' C G das Integral von f langs
C' konkret berechnen kann. Ist uns C' in der Gestalt & = «(t) gegeben, so
kann man zeigen, dass

/f(2>dz = /bf(oz(t))o/(t)dt.
c a

Dementsprechend lasst sich das Integral von f langs einer stiickweise glatten
Kurve C' mit Kurvenbogen Cy, ..., C, berechnen durch

Ai+1

/ f(z)dzzjz:j_l / Flag(t))al(t)dt.

aj

Definition 1.1.8. Wir wollen einige Eigenschaften des komplexen Kurven-
integrals angeben. Dazu bendtigen wir noch folgende Definition.

1. Die Bogenlinge einer glatten Kurve C' definieren wir durch
b
1(0) = [ ol

2. die Bogenlinge einer stickweise glatten Kurve C durch

1(C) := Zl(Ci).
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Bemerkung 1.1.1. Das komplexe Kurvenintegral hat folgende Eigenschaf-
ten: Unmittelbar aus der Definition folgen 1. und 2.:

/f(z)dz:—/f(z)dz

C/af(z)dz = a/f(z)dz fiir a € C.

C

1.

3. Es gilt die Abschétzung

/f(z)dz <M -I(C) falls |f(z)| < M fir z € C.
C

1.2 Der Cauchysche Integralsatz

In diesem Abschnitt richten wir unser Hauptaugenmerk auf die sogenannten
analytischen Funktionen. Wir werden zeigen, dass die Gleichung

C/ f(2)dz =0

gilt, falls f(z) eine in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G analy-
tische Funktion und C' eine innerhalb von G liegende beliebige geschlossene
Kurve ist. Der Beweis dieses Satzes, es handelt sich hierbei um den Cauchy-
schen Integralsatz, geht auf den Cauchyschen Integralsatz fiir Dreiecke zu-
riick. Die Sétze und Beweise dieses Abschnitts sind dem Paragraphen 2 des
1. Kapitels von [Pri54] entnommen.

Definition 1.2.1. Es sei GG ein Gebiet der komplexen Zahlenebene und f :
G — C eine komplexe Funktion. Ist f in jedem Punkt von G komplex diffe-
renzierbar, so heifst f analytisch.

f heikt analytisch (regulir) im Punkt zy € G, falls es eine offene Umgebung
U(zy) C G gibt, so dafs f in U(zg) analytisch ist.
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Satz 1.2.1. (Der Cauchysche Integralsatz fir Dreiecke): Es sei f(z) eine in
einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G analytische Funktion. Ist A ein
innerhalb von G liegendes beliebiges Dreieck, so ist

S

BEWEIS Wir zeigen, dass [, f A f(2)dz = 0, indem wir beweisen, dass M :

’ NI N dz} = 0. Dazu schatzen wir M nach oben ab. Wir konstruieren uns
eine Folge von Dreiecken, indem wir die Seiten des vorgegebenen Dreiecks
halbieren und die entstandenen Teilpunkte paarweise miteinander verbin-
den. Auf diese Weise erhalten Wir vier kongruente Dreiecke Aq, ..., A, fiir
die gilt, dass [, f(2)dz = [, f(z)dz+...+ [, f(2)dz, da die Verblndungs—
strecken zweier Teilpunkte sowohl in posmver als auch in negativer Richtung
durchlaufen werden und sich so die entsprechenden Integrale gegenseitig auf-

heben. Wir kénnen nun ein Dreieck A; finden mit ‘ Su f (z)dz‘ > %. Denn

wiére fiir jedes Dreieck ‘fA_ f(z)dz‘ < M50 hitten wir

M = /f(z)dz+...—|—/f(z)dz
/f(z)dz P /f(z)dz

<M+M+M+M—M
47444

IN

Es sei 0.B.d.A A =: Agl) das Dreieck fiir das ‘ngl) f(z)dz

> %. Wir

zerlegen das Dreieck A nun auf die gleiche Weise in vier kongruente Teil-

dreiecke A12), A2 ,A3 ), A 2)und finden wieder ein Dreieck 0.B.d.A A(2 mit

‘fA@) flz dz‘ > };'% = 4M2. Nach n—2 weiteren Schritten ist ‘fAW dz‘ >
1 1

i 43/[ = M . Wir stellen fest, dass die Lange des Dreiecks AY =1,

glelch ist wenn wir die Lange von A mit U bezeichnen. Zusammenfassend
haben wir eine Folge von Dreicken konstruiert, so dass

e die von den Eckpunkten des Dreiecks Agiﬂ) aufgespannte Dreiecksfla-

che enthalten ist in der von den Eckpunkten des Dreiecks Agi) aufge-
spannten Dreiecksflache,
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e die Léngen der Dreiecke fiir n — oo gegen 0 streben.

Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung gibt es einen eindeutigen Punkt
2o, der allen Dreiecksflichen gemeinsam ist. Da f(z) analytisch ist in G,
besitzt f(z) in zy eine endliche Ableitung. Somit gibt es fiir beliebiges € > 0
ein d(€) = 4, so dass

‘f (20)
zZ— 20

— f(z0)] < €

Der Kiirze halber setzen wir r(z) := f(z—zzo) f'(20). Multiplikation mit
|z — zo| ergibt |r(z )(z —20)] < €]z — 2] Ab einem hinreichend grofsen n

, falls |z — 2] < 0.

liegt das Dreick Al innerhalb des Kreises um 2z, mit Radius 6. Wir kénnen
also schreiben:

/ f(2)dz = / Fz0) + F(20)(z — 20) + (2= — 20)ldz

N N
= f(20) / dz + f'(20) / zdz—f’(zo)zo/dz
+ / r(2)(z — 20)dz
NG
= /r(z)(z—zo)dz,
NG

da fA<") dz =0 und fA(n) zdz = 0. Fiir hinreichend grofes n gilt fiir 2z € Aﬁ”)

dass |z — 29| < 57 < ¢ und zusammen mit |r(z)| < € fiir |z — 2| < § erhalten
wir mit Hilfe der Standardabschatzung

U U U2

)d -2

/f( zl < e€- 5 on = In
s

Z " die Ungleichung

Insgesamt haben wir mit ’ i) A f(2)dz

M U
4—n<€4—n s M < U2

Da € beliebig klein gewéhlt war, folgt M = 0. o
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Lemma 1.2.1. Es sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und P ein
Polygon, dass innerhalb von G liegt. Dann gibt es eine Zerleqgung des Polygons
durch Diagonalen in Dreiecke Ay, A1, ..., A, derart, dass sich das Integral
von f(z) lings P als Summe von Integralen lings der A; darstellen lisst. In

Zeichen
/f(z)dz = /f(z)dz+/f(z)dz+...+/f(z)dz,
P Ao Ay Ay

BEwWEIS. Wir wollen den Beweis nur fiir den Fall fithren, dass die Fléche,
die durch den geschlossenen Polygonzug bestimmt wird, konvex ist. Dazu
betrachten wir einen derartigen geschlossenen Polygonzug P mit Teilstrecken
l;; 1 =0,...,n—1, die in positiver Richtung auf P aufeinanderfolgen. Wir
bezeichnen die Anfangspunkte der Teilstrecken [; mit z; und die Endpunkte
mit z;.1. Wir zeichnen nun die Verbindungsstrecken von zy nach z; fiir ¢ =
2,...,n—2 ein. Auf diese Weise zerlegen wir das Polygon P in n — 3 Dreicke,
die wir mit Ag, Ay, ..., A, _s bezeichnen wollen. Integrieren wir f nun langs
dieser entstandenen Teildreiecke in positiver Durchlaufrichtung, so erhalten

/f(Z)dz+...+ / f(z)dz:jz_:/f(z)dZI/f(z)dz.

Da wir f langs jeder Diagonale sowohl in positiver als auch in negativer
Richtung integrieren, bleibt als Wert des Integrals die Summe der Integrale
von f langs der [; librig. o

Korollar 1.2.1. (Der Cauchysche Integralsatz fiir Polygone): Es sei f(z)
eine in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G analytische Funktion.
Ist P ein innerhalb von G liegendes beliebiges geschlossenes Polygon, so ist

/f@ﬂz:ﬁ

BEWEIS. Da sich das Integral von f(z) langs P als Summe von Integralen
von f(z) langs von Dreiecken, wie oben konstruiert, darstellen lésst, folgt aus
dem Cauchyschen Integralsatz fiir Dreiecke unmittelbar die Behauptung. o

Lemma 1.2.2. Es sei f(z) eine in einem Gebiet G definierte stetige Funk-
tion. Ist C' eine in G liegende stiickweise glatte Kurve, so existiert zu jedem
€ > 0 ein C einbeschriebener, ganz in G liegender Polygonzug P derart, dass

/j@mz—/f@mz<e
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BEWEIS. Wir betrachten ein abgeschlossenes Gebiet D, das ganz in G liegt
und C vollstindig enthilt. Da f(2) in G stetig ist, ist f(z) auch in D ste-
tig, und es folgt, dass f(z) damit auch gleichméfig stetig in D ist. Damit
eistiert zu jedem € > 0 ein d(e) = J, so dass |f(2") — f(2')| < e ist, falls
2" — 2| < 8, 2,2 € D.Wir zerlegen C in n Teilbogenstiicke sg, 51, .., Sp_1,
die in positver Richtung auf C' aufeinanderfolgen, so dass die Linge jedes
Teilbogenstiickes kleiner ist als 0.Wir nennen die Zerlegungspunkte von C
20, 21, - - -, 2n und verbinden dieselben durch einen Polygonzug P, so dass die
Teilstrecken g, lq,...,l,_1 die Sehnen der entsprechenden Teilbogenstiicke
sind. Der Abstand zweier beliebiger Punkte einer Teilstrecke des Polygonzu-
ges P ist nach Konstruktion der Zerlegung von C' kleiner als 6. Wir verglei-
chen nun [, f(z)dz mit [, f P 2)dz, indem wir uns Niherungswerte fiir beide
Integrale ansehen Fir [.f o dz betrachten wir den Néherungswert

S = Zo 21—20 +f Zl)(ZQ_Zl +f(zn 1)(271_271 1)

_/fzodz+/ledz+ /fznldz

da (zi11 — fz dz. Andererseits ist

C/f(z)dz:so/f(z)dz—l—s[f(z)clz%—...—|—sn/l f(z)dz
Damit ist

[tz =5 = [(16) = fadz+ ot [ (5G) = i)l
C

Sn—1

Aus der gleichméfigen Stetigkeit von f folgt fiir jedes Teilbogenstiick s;, dass
|f(2) — f(2:)| < e fiir z € s;. Mit Hilfe der Standardabschétzung erhalten wir

[r@az=s| < | [G@ - e+t | [ () -tz

S0 n—1
< e-l(sg)+e-l(sy)+...+€e-U(sp-1)
= €(l(so) + ...+ l(sp_1)) =€-1(C).
Analog schétzen wir den Betrag von [, f(z)dz—S ab. Da (241 — 2) = flZ dz
folgt

S = fl(z)(z1 —20) + f(z1)(22 — 21) + ...+ f(2n-1) (20 — 20-1)

_ /f(zo)dz+/f(z1)dz+. /f 2 1)dz.

lo
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Da /f dz—/f dz+/f Ydz + . /f )dz ist, haben wir

/ fez =S = [(7) = s ..+ / (f(2) = Fzn1))de.
P lo

ln—1

Ebenso gilt fiir jede Teilstrecke I;, dass | f(z) — f(z;)| < € fiir z € [;. Und mit
Hilfe der Standardabschétzung erhalten wir

[r@a=s| < | [0 - sG]+t | [ (76~ s

lo n—1

< e llp)+e-lly)+...+€-U(l-1)
= €(l(lo)+...+1(l,—1)) =€-U(P).

Wir schétzen nun den Betrag von [, f(2)dz — [, f(2)dz ab:

/f(z)dz—/f(z)dz _ /f(z)dz—S+S—/f(z)dz
/f )z — S| + |5 — /f

< e (I(C)+UP))

IN

Da € beliebig klein vorgegeben war, folgt die Behautung. o

Korollar 1.2.2. (Der Cauchysche Integralsatz): Es sei f(z) eine in einem
einfach zusammenhdngenden Gebiet G analytische Funktion. Ist C' eine in-
nerhalb von G liegende beliebige geschlossene Kurve, so ist

RO
C

BEWEIS. Mit dem zuvor bewiesenen Lemma und dem Cauchyschen Integral-
satz fiir Polygonziige folgt unmittelbar die Behauptung. o

Satz 1.2.2. (Der Cauchysche Integralsatz fiir mehrfach zusammenhdingen-
de Gebiete): Es sei G ein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet und C' eine
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zusammengesetzte Kurve, die aus endlich vielen, stiickweise glatten, geschlos-
senen Kurven besteht und das Gebiet G begrenzt. Ist f(2) eine in dem abge-
schlossenen Gebiet G analytische Funktion, so ist

/ F(2)dz = 0.

BEWEIS. Es sei G ein mehrfach zusammenhédngendes Gebiet wie in 1.1.2,
das von den stiickweise glatten geschlossenen Kurven Cy, C1, . .., C,, begrenzt
wird. Wir bezeichnen den Rand von G mit C':= Cy+C| + ...+, , so dass
die Punkte von G beim Durchlaufen der Kurve stets links liegen bleiben. Zum
Beweis fiihren wir den Fall eines n+1 fach zusammenhéngenden Gebietes auf
den Fall einfach zusammenhéngender Gebiete zuriick. Dazu verbinden wir C;
mit Cj1q, ¢ =0,...,n— 1 und C,, mit Cy.Dadurch erhalten wir zwei einfach
zusammenhédngende Gebiete, deren Rénder wir mit v; und 5 bezeichnen
wollen. Da f(z) in G analytisch ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

fiir einfach zusammenhéngende Gebiete, dass

/f(z)dz — 0 und /f(z)dz — 0.

Da wir f(z) lings der Hilfslinien sowohl in positiver als auch in negativer
Richtung integrieren und sich die entsprechenden Integralanteile gegenseitig
aufheben, folgt bei Addition der Gleichungen

C/f(z)dz =0. .

Beispiel 1.2.1. Unter Verwendung des Cauchyschen Integralsatzes lasst sich
nun folgendes Integral leicht berechnen: Es sei C' eine beliebige stiickweise
glatte, geschlossene, den Nullpunkt umschlieffende Kurve. Dann ist

dz
— = 2mi. 1.
. ) (1.3)
c
Wir beschreiben um z = 0 als Mittelpunkt einen Kreis k£ mit Radius r > 0,
der vollstandig im Innern von C' liegt. Die Funktion f(z) = % ist in dem

abgeschlossenen Gebiet, das von C' und k begrenzt wird, analytisch. Aus
dem Cauchyschen Integralsatz folgt dann

/ dz dz / dz dz
Y R (R Iy ey
z z z z
c ki~ c k
Da z € k, lisst sich z darstellen durch z = Re*. Es folgt dz = iRe*?dyp und
somit % = 1dp.Wir erhalten so fC % = 0% 1dyp = 271,



KAPITEL 1. DER KLASSISCHE RESIDUENSATZ 12

1.3 Die Cauchysche Integralformel

Wir hatten schon erwéhnt, dass die Cauchysche Integralformel eine wichtige
Grundlage fiir den Beweis des Residuensatzes darstellt. Betrachten wir ein
einfach zusammenhéngendes Gebiet GG, das von einer geschlossenen Kurve C'
begrenzt wird, und ist f eine Funktion , die in G analytisch ist, so driickt
die Cauchysche Integralformel den Wert der Funktion f in jedem Punkt
innerhalb von C' durch die Werte der Funktion auf dem Rand C' aus. Dieser
Abschnitt bezieht sich hauptséichlich auf Paragraph 3 des 1. Kapitels von
[Pri54].

Satz 1.3.1. (Die Cauchysche Integralformel): Es sei G ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet und C eine beliebige stiickweise glatte geschlossene
Kurve, die G begrenzt. Ist f eine in dem abgeschlossenen Gebiet G ana-
lytische Funktion, so ist fiir jedes beliebige z € G

16 =55 [ 292
C

BEWEIS. Es sei z € G. Wir betrachten die Funktion ¢(() := % Da f
in G analytisch ist und da gilt, folgt, dass die Funktion ¢(¢) fiir jeden Punkt
des abgeschlossenen Gebietes G, ausgenommen im Punkt z, analytisch ist.
Wir beschreiben nun um z als Mittelpunkt einen Kreis k& mit Radius r so,
dass k vollstdndig in G liegt, und bezeichnen das abgeschlossene Gebiet, das
von C und k begrenzt wird, mit G’. Nach Voraussetzung ist ¢(¢) in G’ ana-
lytisch. Damit sind alle Voraussetzungen fiir den Cauchyschen Integralsatz

fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete erfiillt und somit gilt:

[e@dc+ [o0ac=0 = [w©ic= [ w0
c s c k
Der Wert des Integrals [, ¢(¢)d¢ hingt nicht vom Radius r ab, da [ ¢(¢)d¢
ein fester Wert ist, r jedoch beliebig gewahlt war. Wir bestimmen nun den
Wert von [, ¢(¢)dC.

Da f nach Voraussetzung in GG analytisch ist, existiert der wohlbestimmte
endliche Grenzwert

i) =i H =

= f'(2).

Wir definieren ¢(z2) := f’(2) und erhalten so eine in G stetige Funktion. Diese
ist in G beschréankt, so dass wir setzen konnen |p(¢)| < M fiir ¢ € k. Wir kon-
nen nun den Betrag des Integrals [, . ©(¢)d¢ mittels der Standardabschétzung
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abschétzen. Da der Umfang des Kreises k gleich 27r ist, folgt

/cp(g)d( < M - 2mr.
k

Da man aber den Radius r beliebig klein wéhlen kann, folgt, dass ‘ f L (¢ )dd =
0 und somit auch [ ¢(¢)d¢ = 0. Es ist dann

oz/‘@m<=/ dc‘/ff /(e
@ﬂi%f/—%
a /C— — i, folgt/gfjdng(z)ﬂm
C C
o L/&dg — f(2). -

2m f (— =z
c

Satz 1.3.2. (Die Cauchysche Integralformel fir mehrfach zusammenhdn-
gende Gebiete): Es sei G ein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet und C
eine zusammengesetzte Kurve, die aus endlich vielen, stiickweise glatten,
geschlossenen Kurven besteht und das Gebiet G begrenzt. Ist f(() eine in
dem abgeschlossenen Gebiet G analytische Funktion, so ist fiir jedes beliebige

e 1 [ Qe
):27m'/ (-2
C

BEWEIS. Es sei G ein mehrfach zusammenhéangendes Gebiet wie in 1.1.2,
das von den stiickweise glatten geschlossenen Kurven Cy, C1, ..., C,, begrenzt
wird. Wir bezeichnenden den Rand von G mit C' := Cy + C] + ...+ C,,
so dass die Punkte von GG beim Durchlaufen der Kurve stets links liegen
bleiben. Zum Beweis beschreiben wir um z als Mittelpunkt einen Kreis K,
so dass sowohl das Innere von K als auch K selbst ganz in G liegen. Wir
bezeichnen das Gebiet, welches durch den Rand C" := Cy+C| +...+C, + K~
begrenzt wird mit G’. Da die Funktion % in G’ analytisch ist, folgt nach
dem Cauchyschen Integralsatz fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete

C//%:O < C/fC(C_)dC +K/ fg(C_)CiCZO o C/fc(i)dczzfc(cjcig_
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Da f(¢) sowohl im Innern von K als auch in K selbst analytisch ist, folgt

aus dem vorherigen Satz f(z) = ﬁ [ %. Und da [, % = Jx %7
folgt
R QLS
f(z)_m'/g—z‘ -
C

1.4 Singularitaten analytischer Funktionen

Im Folgenden wird es darum gehen, die sogenannten isolierten Singularité-
ten analytischer Funktionen zu klassifizieren. Diese spielen in Bezug auf den
Residuensatz eine grofe Rolle. Wir werden noch sehen, dass das Residuum
einer Laurentreihe von f in z — a wesentlich davon abhingt, um welche Art
von Singularitdt es sich bei a handelt. Wir beziehen uns in diesem Abschnitt
auf [Fre95|, S.129 — 139.

Definition 1.4.1. Es sei GG ein Gebiet der komplexen Zahlenebene und f :
G — C eine analytische Funktion. Ist a € C ein Punkt mit a ¢ G, so dass es
ein r > 0 gibt, so dass

Udfa)={z€C|0<|z—al <1}
ganz in G enthalten ist, so nennen wir a eine (isolierte) Singularitit von f(z).

Definition 1.4.2. 1. Eine Singularitéit a einer analytischen Funktion f :
G — C heift hebbar, falls sich f auf ganz G U {a} analytisch fortset-
zen lasst. Dabei lésst sich f auf ganz G'U {a} fortsetzen, falls es eine
analytische Funktion f : G U {a} — C gibt, so dass f | G = f gilt.

2. Eine Singularitat a einer analytischen Funktion f : G — C heiflt au-
Berwesentlich, falls es ein m € Z gibt, so dass ¢g(z) := (2 — a)" f(2)
eine hebbare Singularitit in a hat. a heift wesentlich, falls sie nicht
aufterwesentlich ist.

Beispiel 1.4.1. 1. Die Funktion f(z) = S‘% ist im Nullpunkt nicht de-

finiert. Setzen wir f(0) := lim._o*2* = 1, so sehen wir, dass f(z)
in a = 0 eine hebbare Singularitdt hat. Hebbare Singularititen sind

aufserwesentlich, denn es gilt m = 0.

2. Die Funktion f(z) = L% ist ebenfalls im Nullpunkt nicht definiert. Sie
hat in @ = 0 keine hebbare Singularirit, weil f in jeder punktierten
Umgebung U,(a) C G unbeschrinkt ist (Riemannscher Hebbarkeits-
satz). Setzen wir m = 2, so hat die Funktion g(2) := 2?f(2) =1+ 2z in
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a = 0 eine hebbare Singularitdt. Damit ist a = 0 eine auflerwesentliche
Singularitdt von f(z), die nicht hebbar ist.

3. Die Funktion f(z) = e* hat in @ = 0 eine wesentliche Singularitét, da
sie in der Ndhe von a = 0 ein ziemlich nervoses Verhalten aufweist.
Eine Begriindung liefern wir mit dem néchsten Satz nach.

Definition 1.4.3. Wir nennen eine auflerwesentliche Singularitéat, die nicht
hebbar ist, Pol oder Polstelle.

Die Funktion f(z) = £ hat demnach in @ = 0 einen Pol. Wir kénnen mit

folgender Bermerkung die Polordnung eines Pols a definieren.

Bemerkung 1.4.1. Ist a eine aufserwesentliche Singularitét einer analyti-
schen Funktion f : G — C, so gibt es eine kleinste ganze Zahl k € 7Z, so
dass g(z) = (2 — a)*f(2) eine hebbare Singularitiit in @ hat, falls f in keiner
Umgebung von a identisch verschwindet.

Man kann zeigen, dass eine aulerwesentliche Singularitdt a von f ein Pol
genau dann ist, wenn £ > 0 ist. In diesem Fall nennt man %k Polordnung
von a der Funktion f. Aufgrund einiger bedeutender Satze, ist es moglich,
die Singularitdten einer Funktion f anhand des Abbildungsverhaltens von
f in der Nahe einer solchen Singularitit zu klassifizieren. Wir wollen diese
Klassifizierung lediglich nennen:

Satz 1.4.1. Es ser f : G — C eine Funktion, die in a € C eine isolierte
Singularitit hat. Dann ist die Singularitat a

1. hebbar < es gibt eine punktierte Umgebung von a, in der [ beschrinkt
15t.

2. ein Pol < lim,_, |f(2)] = oc.

3. wesentlich < in jeder noch so kleinen Umgebung von a kommt [ jedem
beliebigen Wert b € C beliebig nahe.

1.5 Laurententwicklung und Residuum

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass sich eine auf einem Ringgebiet
analytische Funktion in eine Laurentreihe entwickeln lasst. Wir werden dabei
die Ergebnisse aus den letzten Abschnitten und insbesondere die Cauchysche
Integralformel verwenden. Damit ist der letzte Schritt zum Residuensatz ge-
macht. Als Quelle fiir diesen Abschnitt diente [Pri54], Kapitel 2.1.



KAPITEL 1. DER KLASSISCHE RESIDUENSATZ 16

Satz 1.5.1. Es sei f(z) eine auf dem Ringgebiet
R:={ze€C| r<|z—a| <R} definierte analytische Funktion.
1. Dann gibt es eine Darstellung

+oo

f(z) = Z ¢n(z —a)" mit ¢, € C,z € R.

n=—oo

2. Diese Laurententwicklung ist eindeutig bestimmt, und zwar gilt

O
2mi / (¢ —a)ntt

neEL, r<p<R,

n —

wenn vy einen Kreis bezeichnet, dessen Radius wir mit p bezeichnen.

BEWEIS. 1. Wir betrachten ein Ringgebiet R, das von den Kreisen K
und k£ mit Mittelpunkt ¢ und Radien R, r mit r < R begrenzt wird.
Wir beschreiben nun um a zwei Kreise C' und ¢ mit Radien R’ und »/,
so dass r < 1’ < R’ < R. Wir bezeichnen das entstandene Ringgebiet,
dessen Rand die Kreise C' und ¢ bilden, mit R’. Da f(z) auf dem abge-
schlossenen Ringgebiet %/, analytisch ist, folgt nach der Cauchyschen
Integralformel fiir z € R

_ f(¢ 1 [ f(Q)dC
1) = 2m/ —z 2_7rz/ (—=z
_ b f f(¢
B 2m —z 2772/
C

Fir z € R gilt ' < |z — a| < R'. Der Kiirze halber setzen wir |z — a| =
p. Sowohl im ersten als auch im zweiten Integral taucht der Ausdruck
1/(¢ — z) auf. Diesen formen wir fiir jedes Integral in geeigneter Weise
um

e Erstes Integral:

1 1 1

(—z (—a—(z-a) _(c—a><1—§:—z>’

¢ € C' und somit | — a] = R'. Damit ist

Z—a

(—a

lz—al p
- - 1,
I —a] R




KAPITEL 1. DER KLASSISCHE RESIDUENSATZ 17

Wir dirfen also schreiben

1 _Oo z—a\"
=3 ()

- =
Die Reihe
1 = (z—a)"
b M

ist in allen Punkten des Kreises C' gleichméfig konvergent

o Zweites Integral:
1

L 1 B
(=2 z-a=(C(-a) (z-a1-£D)

Es ist ¢ € ¢ und somit |( — a| = 7’. Damit ist

_ _ /
¢—al_[¢ ®:1<L
Z— Q

|z—al p

Wir diirfen also schreiben

1 = [(C—a\"
C“:Z(z—a)'

Die Reihe
N Z (z —a) n+1

ist in allen Punkten des Kre1ses c glelchmaﬁlg konvergent

Einsetzen der Entwicklungen in unsere Ausgangsformel liefert

Qm/Z — n+1 22/2 — n+1 (Q)d¢

Die Reihen

fO)(z—a)"
Z _ n+1 Z Z_an-‘rl

=0

konvergieren fiir ( € C' beziehungssweise fiir ( € ¢ gleichméfig, und so
konnen wir Summation und Integration vertauschen und erhalten

—a)" =1 —a
€Y [

zm/f
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Wir setzen

1 f(©) )
Cp = % Wd( furn:(],l,...,

/f —a)"td¢ firn=1,2....
27m

Wir beschreiben um a als Mittelpunkt einen Kreis 7, der ganz in SR’
liegt. Der Integrand f(¢)/(¢ — a)"! in ¢, ist auf dem abgeschlossenen
Gebiet PR’ analytisch und damit insbesondere auch in jedem Punkt von

~. Nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir mehrfach zusammenhéngen-
de Gebiete gilt deshalb:

/(— e / =0
/(— e = / e

Mit dem gleichen Argument zeigt man, dass

[ )¢ = ayac - /f — )y,

Insgesamt haben wir

Damit ist

1 f(¢)
“ = mi | T —apn ™
-t 1 f(Qd¢
27m/f a dg_Zm/W_c_m
und damit die Darstellung

[ee) o0 —+o00
- Z cn(z —a)" + Zc_n(z —a) "= ch(z —a)".

n=0 n=1 —c0

2. Wir nehmen an, dass in allen Punkten z des Kreisringes zwei verschie-
dene Entwicklungen bestehen:

E Cn(z —a)" E az—a)
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Multiplizieren wir beide Entwicklungen fiir ein k& € Z mit (z — a)~*!

so erhalten wir

“+00 “+o00
ch(z . a)n—k—l _ ZC’IH(Z . a)n—k—l
—o —Oo

Integrieren wir nun f(z) langs -, so sieht man, dass alle Summanden, in
denen die Exponenten von (z—a) ungleich —1 sind, durch das Integieren
verschwinden. Das Integral des Summanden, der (z — a)~! enthilt, ist
2micy, = 2mic),. Da z € 7 gesetzt war, folgt fiir alle k, dass ¢, = ¢},. o

)

Definition 1.5.1. Wir nennen den Koeffizienten ¢_; der Laurententwick-
lung von f(z) in a das Residuum von f(z) an der Stelle a und schreiben
dafiir res,(f) == c_1.

Wir wollen nun eine Klassifizierung der Singularitdten von f hinsichtlich der
Laurententwicklung von f in der Nahe der Singularitdten vornehmen. Es gilt
der folgende Satz:

Satz 1.5.2. Ist a eine Singularitit von f(z), so ist a
1. hebbar < ¢, =0 Vn <0,
2. ein Pol der Ordnung k € N < c_p #0 und ¢, =0 Vn < —k,

3. wesentlich < die Laurententwicklung enthdlt unendliche viele negative
Potenzen von z — a.

Bemerkung 1.5.1. Wir hatten gesehen, dass der Koeffizient ¢, der Laurent-
entwicklung von f(z) in a eindeutig bestimmt ist durch ¢, = %m T Cf_(g;lﬂl.
Damit ist c_; = 5= f7 f(¢)d¢ und somit ¢_; = 0, falls a eine hebbare Singu-

271
laritat ist.

1.6 Die klassische Version des Residuensatzes

Wir kénnen nun endlich die klassische Version des Residuensatzes angehen.
Wir beziehen uns dabei auf S.163/164 in [Fre95| und S.119ff in [Pri54].

Satz 1.6.1. (Klassischer Residuensatz) Es sei G C C ein einfach zusam-
menhdangendes Gebiet und aq,...,ar € G paarweise verschiedene Punkte.
Zudem sei f : G\ {ay,...,ax} — C eine analytische Funktion und C eine
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stiickweise glatte geschlossene Kurve, die die Punkte aq,...,a; umschliefit
und ganz in G liegt. Dann gilt:

1 k
5 / f(z)dz = z; resq, f(2).
c =

BEWEIS. Wir beschreiben um jeden Punkt a; als Mittelpunkt einen Kreis ;
mit Radius r;, so dass der Durchschnitt zweier verschiedener U, (a;) U~; leer
ist und ~; ganz im Innern von C' liegt. Die Funktion f(z) ist in dem abge-
schlossenen Gebiet, das von K = C' + Zle v~ begrenzt wird, analytisch.
Deswegen gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir mehrfach zusammen-
héngende Gebiete

1 G|
C = Vi

Wir sehen, dass der i’te Summand der rechten Seite gleich res,,(f) ist, fir
alle 7 =1,..., k, womit die Behauptung folgt. o

Korollar 1.6.1. Ldsst sich f in die Punkte aq, ..., a; hinein analytisch fort-
setzen, so gilt:

k
Z resa,(f) =0.
i=1

1.7 Anwendungen des Residuensatzes und Aus-
blick

Eine wichtige Anwendung des Residuensatzes ist die Berechnung bestimmter
Integrale. Bisher haben wir bei der Untersuchung einer analytischen Funk-
tion auf isolierte Singularititen stets angenommen, dass diese im Endlichen
liegen. Wir beschreiben nun um den Koordinatenursprung der komplexen
Zahlenebene als Mittelpunkt einen Kreis mit Radius R, und nehmen an,
dass die Funktion f auferhalb des Kreises keine singuldren Punkte besitzt,
wenn wir nur R hinreichend grof wéihlen. Wir sagen dann, dass der unendlich
ferne Punkt ein isolierter singuldrer Punkt der Funktion f ist. Wir nennen die
Menge aller Punkte aufkerhalb des Kreises Umgebung des unendlich fernen
Punktes. Wir nehmen nun an, dass f in der Umgebung des unendlich fernen
Punktes analytisch ist. Setzen wir nun f(z) = f(%), so ist die Funktion fiir
2’| < & aber nicht im Nullpunkt definiert. Damit entspricht der Umgebung
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des unendlich fernen Punktes der z-Ebene eine Umgebung des Nullpunktes
der z/-Ebene. Entspricht ein z einem z’, so haben die Funktionen die glei-
chen Funktionswerte. Wir wollen sagen, der unendlich ferne Punkt ist eine
wesentliche Singularitét, ein Pol, eine hebbare Singularitdat von f, falls f (%)
eine wesentliche Singularitét, ein Pol oder eine hebbare Singularitéit in 0 hat.
Betrachten wir nun insbesondere rationale Funktionen

ag+ait+ ...+ a,t"
by + byt + ... + by, tm’

auf die wir im néachsten Kapitel unser Hauptaugenmerk richten, so sehen
wir, dass diese in der erweiterten komplexen Zahlenebene keine Singularité-
ten bis auf Pole besitzt. Der unendlich ferne Punkt ist fiir n < m ein Pol
der Ordnung n — m. Wir werden im néchsten Kapitel die algebraische Ver-
sion des Residuensatzes fiir rationale Funktionen kennen lernen und sehen,
welcher Zusammenhang zwischen dem klassischen Residuensatz und seiner
algebraischen Version besteht.



Kapitel 2

Der Residuensatz iiber K(X)

In diesem Kapitel werden wir die algebraische Version des Residuensatzes
kennen lernen. Dabei beschrinken wir uns auf rationale Funktionen aus dem
Korper K(X), wobei K ein beliebiger Korper ist. Wir haben schon im letzten
Kapitel gesehen, dass rationale Funktionen keine wesentlichen Singularitaten
besitzen. Unser Ziel ist es, den Punktresiduensatz tiber K (X) zu beweisen.
Da dies mit Hilfe logarithmischer Differentialformen geschieht, werden wir
auch den Residuensatz fiir logarithmische Differentialformen kennen lernen.

2.1 Grundbegriffe

Da wir im folgenden Kapitel beliebige algebraische Funktionenkorper be-
trachten werden, lohnt es sich, schon in diesem Kapitel einige Grundbegriffe
so allgemein wie moglich handzuhaben. Als Quelle dieses Abschnittes diente

[Sti93] und [Hol99.

Definition 2.1.1. Es sei K ein Korper. Wir nennen einen Erweiterungskor-
per F' O K algebraischen Funktionenkdérper F/K in der Variablen x tber
K, falls F' eine endliche algebraische Erweiterung von K(z) fiir ein tiber K
transzendentes Element x € F' ist.

Wir betrachten die Menge K = {¢ € F | ¢ ist algebraisch iiber K}. Dann
gilt:

o K ist ein Unterkorper von F', und es ist K C K CF.
e F/K ist ein algebraischer Funktionenkérper iiber K.

Definition 2.1.2. Wir nennen K algebraisch abgeschlossen in F, falls K =
K ist.

22
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Beispiel 2.1.1. 1. Jeder rationale Funktionenkdrper ist ein algebraischer
Funktionenkorper. Dabei heifst ein algebraischer Funktionenkorper F// K
rational, falls F' = K (z) fir ein iiber K transzendentes z € F ist. Ins-
besondere sind damit auch K(X) und F(X) algebraische Funktionen-
korper.

2. Ist o(T') € K(x)|T] ein irreduzibles Polynom und adjungieren wir zu
K(x) eine Nullstelle Y von ¢(T), so dass ¢(Y) = 0 ist, so ist F' =
K(z,Y) eine einfache algebraische Korpererweiterung von K (z) und
damit ein algebraischer Funktionenkorper.

Wir wollen anmerken, dass wir in diesem Kapitel nur den rationalen Funktio-
nenkorper K (X) betrachten werden. Alle Definitionen und Sétze, die wir fiir
diesen rationalen Funktionenkorper angeben, gelten auch fiir beliebige ratio-
nale Funktionenkorper. Wir werden auf diese Tatsache im néchsten Kapitel
zuriickgreifen.

2.1.1 Stellen und Bewertungen

Definition 2.1.3. Essei F'/K ein algebraischer Funktionenkorper. Wir nen-
nen einen Ring O C F' Stellen- oder Bewertungsring des Funktionenkdrpers
F/K, falls gilt:

. KCOCF
2. p € O oder p~t € O fiir alle p € F.

Beispiel 2.1.2. Es sei p(X) € K [X] ein irreduzibles Polynom und 0 #
g(X) € K [X]. Dann sind die Ringe

Oy = { Lo | £00).0(%) € K X)) 1901} und
()
0w = {1541 1(X),0() € K [X] e f(X) < de 4()}

Stellenringe von K (X).

Satz 2.1.1. Es sei O ein Stellenring von F/K. Dann hat O die folgenden
FEigenschaften:

1. O ist ein kommutativer Ring
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2. O besitzt genau ein Mazimalideal P := O\ OF, wobei
O :={peO; peOund p ! € O} die Einheitengruppe von O be-
zeichnet.

3. O st ein Hauptidealring.

4. Ist P =1-0, so hat jedes Element ¢ € F/K eine eindeutige Zerlequng
@ =1t"-u, wobei u € O und n € Z.

BEWEIS. 1. O ist ein Unterring des kommutativen Ringes F', also ist O C
F' ein kommutativer Ring.

2. Wir zeigen zunéchst, dass P := O\ O ein Ideal von O ist.

e Esseiyp € Pund ¢ € O. ¢ - ¢ ¢ OF denn sonst wire ¢ € O* im
Widerspruch zu ¢ € P. Alsoist ¢p- o € O\ O* = P

e Wir zeigen, dass fiir zwei beliebige Elemente v, € P auch ¢’ —
P € P ist. Mit ¢/ € P ist entweder :f, € O oder w— e 0.
Sei 0.B.d.A. w € O. Dann ist auch 1 — % € O. Mit der ersten

Idealelgenschaft ist dann auch ¢'(1 — o Ly = w —1) € O und somit
ist P Ideal von O.

Wir zeigen nun, dass P Maximalideal ist.

e Es reicht zu zeigen, dass fiir ein weiteres Ideal I C O mit P C
I C O folgt, dass I = O. I enthilt mindestens ein Element aus
O*. Soll I Ideal sein, so muss I aber auch alle anderen Einheiten
von O* enthalten. Damit ist aber I = O, womit die Behauptung
folgt.

Die Beweise von 3. und 4. kénnen in [Sti93], S.3 — 4 nachgelesen werden. g

Bemerkung 2.1.1. Wir bestimmen nun die Einheitengruppe und das Ma-
ximalideal von Opx) und O:

=
EE
=
s
s
s
m
=
>
\.Q_‘ o
@
OS]
=
>
A
o
@
09
=
>
H,_/
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BEWEIS. Erinnerung: Es liegen alle diejenigen Elemente ¢ € O in O, fiir
die auch ¢! in O liegt.

1. Es sei % € Opx). Fiir den Fall, dass p(X) | f( ), folgt 4 f(X) ¢

Op(x)- Gilt aber p(X) { f(X), so ist ;g € Opx). Daraus folgt die
Behauptung. P,x) ist klar.

2. Es sei nun L&) € O, Fiir den Fall, dass deg f(X) < deg g(X), ist

(X
L);; ¢ Ou. Ist jedoch deg f(X) = deg g(X), so ist fEX) € Oy, womit
die Behauptung folgt. P, ist klar. o

Definition 2.1.4. Ist O ein Stellenring von F//K, so heifit dessen Maxima-
lideal P Stelle von F/K.Ist P =t-O, so nennen wir ¢ lokalen Parameter in
P. Die Menge aller Stellen von F'/K bezeichnen wir mit

Pr :={P | P ist eine Stelle von F/K}.

Bemerkung 2.1.2. 1. t = p(X) ist ein lokaler Parameter in P,x). Es ist
aber auch p(X) - u =t’ ein lokaler Parameter in Py x), falls u € Oy .

2. Fir Py ist t = % ein lokaler Parameter, denn ist ¢ = ( X) € P, das

heifst, ist deg f(X) < deg g(X ), SO kénnen wir + von ¢ abspalten und

erhalten ¢ = + Xg{)(())() =1 88 mit £ € O Auch hier ist & -u =1

X
ein weiterer lokaler Parameter in POO, f)alls u e OF.

Definition 2.1.5. Eine Abblidung v : F' — Z U {oco} heifit diskrete Bewer-
tung von F/K, falls fir ¢, € F gilt:

L. v(p) =00 & p=0,
2. v(p-9) = v(p) +o(¥),
3. v(p+ ) > min{v(p),v(y)} (Dreiecks-Ungleichung),
4. es gibt ein z € F, so dass v(z) = 1.

5. v(c) =0 fir jedes 0 # c € K.

Lemma 2.1.1. Ist v eine diskrete Bewertung von F/K und sind o, € F
zwei Funktionen mit v(y) # v(¢), so gilt:

v(p + 1) = min{v(p),v(¢)}.
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BEWEIS. Es ist v(—¢) = v(—1) + v(¢) = v(¥). Es sei 0.B.d.A. v(p) <
v(¥). Gilt v(e + 1) = min{v(y),v(¢))} nicht, so muss nach der Dreiecks-
Ungleichung v(yp + 1) > min{v(y),v(y)} gelten, also v(¢ + 1) > v(p). Nun
ist aber v() = (g + ¥) — ¥) > min {o(p + 1), v(—) = o)} > V().
Das ist ein Widerspruch, womit die Behauptung folgt. o

Definition 2.1.6. Es sei O =: Op ein Stellenring von F'/K mit Maximal-
ideal P. Wir definieren fiir P € Pg eine Abbildung vp : F — Z U {oo}, die
eine diskrete Bewertung von F'/K ist. Dazu wéhlen wir einen lokalen Para-
meter ¢t von P. Wir wissen, dass jedes 0 # ¢ € F eine eindeutige Zerlegung
@ =1t"-umit u € Op, n € Z hat. Wir definieren dann

vp(p) :=n, vp(0) = co.

Die Definition ist unabhéngig von der Wahl des lokalen Parameters. Denn
ist ¢’ eine anderer lokaler Parameter von P, dannist P =¢-Op =t -Op und
somit ¢t =t' - w mit w € OF. Daraus folgt fiir die Zerlegung von ¢ € F, dass
e=1t"-u=t"w" u=t"(w"-u) mtw"-u e Op, womit die Behauptung
folgt.

Lemma 2.1.2. Es sei F'/K ein beliebiger Funktionenkdrper.

1. Fir eine beliebige Stelle P € Pp ist die Abbildung vp eine diskrete
Bewertung von F/K und es ist

Op={p € F/K | vp(p) >0},

Op- = {p € F/K | vp(p) = 0},
P={pe F/K | vp(p) >0}.
FEine Funktion ¢ € F ist ein lokaler Parameter in P < vp(p) = 1.

2. Ist nun andersrum v eine beliebige diskrete Bewertung von F/K, so
ist P = {p€ F/K| vp(p) >0} eine Stelle von F/K und Op =
{p € F/K | vp(p) > 0} der zugehorige Stellenring.

BEWEIS. Wir beschréinken den Beweis auf die Dreiecks-Ungleichung. Es sei
w, Y € F mit vp(p) = n und vp(y)) = m. Es sei 0.B.d.A. n < m. Dann
haben wir fir ¢ = t"u und ¢ = "« mit u,u’ € Op die Summe ¢ + ¢ =
t"u + t"u = t"(u + ") = t"y mit v € Op. Ist nun v = 0, so ist
vp(p + 1)) = oo > min{n,m}. Ist v # 0, so gibt es eine Zerlegung v = t*u"
mit & > 0 und u” € O%. Dann haben wir vp(¢ + ) = vp(t" T u") =n+k >
n =min {vp(p),vp(¥)}. 0
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Bemerkung 2.1.3. 1. Wir betrachten das Maximalideal P, x) von Opx)
und wahlen ¢ = p(X) als lokalen Parameter. Fiir ein beliebiges

O#SOZP(X)kﬂ 1) € Oyxy: kEL

9(X)" g(X)
setzen wir
VP, (9) =k, vp, . (0) = oc.
Up,y, ist eine diskrete Bewertung.
1

X
Spalten

2. Wir betrachten nun das Maximalideal P,, von O, und wéhlen ¢ =

als lokalen Parameter. Es sei 0 # ¢ = ’gc 88 = ggj&?jﬁ“n))ﬁ

wir im Zahler X™ und im Nenner X™ ab, so erhalten wir
(X) _ X"(aoX "+ar1 X "4 tan) 1 (a0 X~ "+...4an)

_
90 - g(X) - Xm(bOXfm_’_leferl_;'_m_i_bm) T Xdeg g(X)—deg f(X) (b0X7m+...+b7,L)’

wobel die Summen in Zahler und Nenner nicht weiter durch % teilbar
sind. Damit ist

vp,(p) :=deg g(X) —deg f(X), vp,(0) := o0
eine diskrete Bewertung.

Definition 2.1.7. Es sei p € F und P € Py eine Stelle. Wir sagen, dass P
eine Nullstelle von ¢ ist, falls vp(¢) > 0. Ist vp(p) = m > 0, so ist P eine
Nullstelle von ¢ der Ordnung m. Wir bezeichnen die Menge aller Nullstellen
von ¢ mit

N, :={P € Pp | vp(p) > 0}.

P heifst Pol von ¢, falls vp(p) < 0. Ist vp(p) = m < 0, so ist P ein Pol von
¢ der Ordnung |m|. Wir bezeichnen die Menge aller Pole von ¢ mit

Pso = {P € Pp | "UP(QO) < O}

Wir wollen nun die Frage klaren, ob ein beliebiger Funktionenkérper F/K
iiberhaupt Stellen besitzt und wie viele.

Lemma 2.1.3. 1. Es sei F/K ein algebraischer Funktionenkdrper. Dann
besitzt F'/K unendlich viele Stellen.

2. FEs sei K(X)/K ein rationaler Funktionenkdrper. Dann besitzt K(X)
die Sellen P, xy und Py und nur diese.
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Ein Beweis fiir dieses Lemma kann in [Sti93], S.10 — 13 nachgelesen wer-
den. Wir wollen im Folgenden nur noch Funktionenkorper F'/K betrachten,
fiir die K algebraisch abgeschlossen in F' gilt, und werden dies in Zukunft
stillschweigend voraussetzen.

Definition 2.1.8. Essei P € Pp eine Stelle von F'/K und Op der zugehérige
Stellenring.

1. Wir definieren mit Fp := Op/P den Restklassenkorper von P. Die Ab-
bildung

o { F— FpU{oo}
Tlem eP)
nennen wir Restklassenabbildung von P.

2. deg P := [Fp : K| nennen wir Grad von P.

Man kann zeigen, dass der Grad einer Stelle P immer endlich ist (siehe dazu
auch [Sti93], S.6). Ist insbesondere deg P = 1, so ist Fp = K und somit
F3p— p(P)e KU{ocx}.

Wir wollen nun einige wichtige Informationen iiber den rationalen Funktio-
nenkorper K(X)/K zusammentragen:

Bemerkung 2.1.4. 1. Wir betrachten eine Stelle P, x) € Pg(x), und es
sei p(X) € K [X] ein irreduzibeles Polynom. Der Restklassenkorper
Op,x,/ Po(x) ist isomorph zu K [X] /(p(X)). Ein Isomorphismus ist ge-
geben durch die Abbildung

@.{ K [X]/(p(X) »  Op/P
£ mod p(X) e F(X)(P)

Damit ist deg P = deg p(X).

2. Ist p(X) € K [X] ein irreduzibles Polynom der Gestalt p(X) = X —a
mit a € K, so ist deg P,x) = 1. Die Restklassenabbildung ist dann in
folgender Weise gegeben:

o Ist p(X)=LX ¢ Op(x) (gekiirzt), so ist ¢(Pyx)) = p(a) = %.

o Ist p(X) = % ¢ Opx) (gekiirzt), so ist g(X) mod P,x) = 0
und wir setzen p(P,x)) = oo.

Insgesamt erhalten wir

@(a) falls ¢ € Opx)

KP,x, () = 0(Fyx)) = { oo falls ¢ ¢ Opx)
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3. Es sei P = P,. Dann ist deg P, = 1. Ist ¢ von der Form

a, X"+ ...+ ag
by X™ 4 ...+ by

90 =
(gekiirzt), so ist die Restklassenabbildung gegeben durch

a,/b, fallsn=m
©(Py) = 0 fallsn<m .
oo fallsn>m

4. K ist algebraisch abgeschlossen in K (X).

Den Beweis zu dieser Bemerkung findet man auf Seite 10 in [Sti93].

2.1.2 Divisoren und Funktionenraume

Mit Hilfe von Divisoren kéonnen wir Funktionenrdume mit vorgeschriebener
Beschréankung von Polstellen und Polordnungen definieren. Wir werden ins-
besondere den Funktionenraum £(D) kennen lernen. Diesen benétigen wir
fiir den Satz von Riemann-Roch, der wiederum seine Anwendung beim Be-
weis des Punktresiduensatzes findet. Zudem kénnen wir mit seiner Hilfe den
Rational-geometrischen Goppa-Code definieren. Diesen betrachten wir, wenn
wir die Anwendung des Punktresiduensatzes in der Codierungstheorie the-
matisieren.

Divisoren

Definition 2.1.9. Es sei P eine Stelle von F'/K. Dann heifst ein Element D
der Menge

Div(F) := Z mpP mit mp € Z,mp = 0 fir fast alle P € P
PeP(F)

Divisor von F/K. Wir nennen supp(D) := {P € Pr | mp # 0} Triger von
D. Wir konnen zwei Divisoren addieren, indem wir

D+ D' = > (mp+mp)P

PePp

setzen. Das neutrale Element beziiglich dieser Addition nennen wir Nulldi-
visor, gegeben durch 0 := ZPG]P,F mpP, mp =0VP € Ppr. Damit ist Div(F)
eine von den Stellen P € Pr erzeugte freie abelsche Gruppe. Wir nennen
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Div(F) die Divisorgruppe von F/K.
Mit
DZO@DemeZOVPG]PF

und demzufolge
D>D & D-D >0

haben wir eine Halbordnung definiert.

Definition 2.1.10. Es sei D = ), mpP ein Divisor und @ € Pp eine
Stelle von F'/K. Dann definieren wir vg(D) 1= myg.

Bemerkung 2.1.5. Damit haben wir supp(D) = {P € Pr | vp(D) # 0},
sowie D = ZPGPF vp(D)P und schlieflich D > 0 < vp(D) > 0 VP € Pp.

Wir wissen, dass jede rationale Funktion ¢ # 0 nur endlich viele Null- und
Polstellen besitzt. Man kann zeigen, dass dies auch fiir eine beliebige Funktion
0 # ¢ € F aus einem beliebigen Funktionenkérper F/K gilt. Damit ist
folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.1.11. Es sei 0 # ¢ € F. Dann heiftt
L (p)o =D pen, vr(p) P Nulldivisor von ¢,
2. (P)oo := ZPEH@ vp(p)P Poldivisor von ,
3. und (¢) := (¢)o — (¥)oo Hauptdivisor von .

Bemerkung 2.1.6. Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe von Div(F),
die wir als Hauptdivisorgruppe Princ(F) :={(y¢) | 0 # ¢ € F'} bezeichnen:

(©)+ (W) = _vp(@) P+ > vp()P = (vp(p) +vp(¥))P = (¢ ),

(©) = () = S vp(e)P = S vp()P =Y (vp() — vp()) P = <§>.

Der Funktionenraum £(D)

Mit Hilfe von Divisoren kénnen wir nun Funktionenrdume mit vorgegebe-
ner Beschrankung von Polstellen definieren. Wir wollen die Definition auf
rationale Funktionkorper beschrénken (denn nur fiir diese benétigen wir eine
Definition). Aus diesem Grund gelte in diesem Abschnitt F' = K (X).

Definition 2.1.12. Es sei D € Div(F') ein Divisior von F. Dann setzen wir

£(D):={pe F|(p)>-D}uU{0}.
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Wir konnen den Divisor D in der Form D = 370 m;P — >0 . m;P

7

m;; € N, P, # P; fiir i # j, schreiben . ¢ € £(D) hat folgende Eigenschaften:

e Falls ¢ Pole hat, so hat ¢ hochstens Pole in den Stellen Py, ..., P, der
Ordnung <m;, 1 =1,...,7.

e © hat in den P,44,..., P Nullstellen der Ordnung > m;, j = r +
1,...,s.

Lemma 2.1.4. £(D) ist ein K-Vektorraum.

BEWEIS. Es seien ¢,9 € £(D) und a € K.

e Fiir eine beliebige Stelle P € Pr ist vp(p+1) > min{vp(p),vp()} >
—UP<D).

e vp(ap) = vp(a) + vp(p) = UP(EO)

> —wvp(D), denn fir a € K ist
vp(a) =0 VP € Pp und damit (a) = 0.

O

Definition 2.1.13. Wir bezeichnen mit I(D) := dimg£(D) die Dimension
des K-Vektorraumes £(D).

Beispiel 2.1.3. Wir betrachten den rationalen Funktionenkorper F(X). Es
sei r € Ny.

Ly = L((r - 1)Px) = {p € F(X) | (p) = ~(r — 1)} U {0}.

In L, liegen also alle die Funktionen ¢, fiir die vp,_(¢) > —r+1 und vp(p) >
0VP, #P eP(F(X)). Essei0 # ¢ = % € L, gekiirzt. g(X) ist konstant,
sonst hétte g(X) mindestens einen Primteiler p(X) und es gébe damit eine
Stelle P # P, mit Up(%) < 0. Nach Definition von L, hat aber keine
Funktion einen Pol im Endlichen, womit die Behauptung folgt. Da vp_(¢) >
—r+1lalsovp_(p) > —rfirp e L,, ist —deg f(X)+deg g(X)(=0) > —r.

Damit liegen in L, alle Polynome vom Grad < r.

2.1.3 Algebraische Differentialformen

Bevor wir uns mit algebraischen Differentialformen beschéaftigen, miissen wir
noch einige Begriffe klédren.

Definition 2.1.14. Es sei K ein Korper und F/K eine Korpererweiterung.
Zudem sei M ein F-Vektorraum. Wir nennen eine Abbildung 0 : F' — M
Derivation von F'/K | falls § folgende Eigenschaften erfiillt:
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e ¢ ist K-linear.
e Es gilt die Produktregel: (¢ - 1) = ¢ - 0(¢) + ¢ - () fiir p, ¢ € F.

Gilt M = F, so nennen wir § Ableitung von F/K.

Definition 2.1.15. (Definition und Satz) Wir betrachten ein Polynom f(X) =
Yh_oarX* € K [X]. Wir definieren eine Abbildung dx : K [X] — K [X]
durch

ox(f) = f(X) = ik-akX’”-
Diese Abbildung ist K-linear, denn es giltk:zo
o (f(X)+g(X)) = f(X)+g(X)mit f(X),g(X) € K[X],
o (¢ f(X)) =c fI(X).
Auerdem gilt die Produktregel:
(f(X) - g(X)) = f1(X) - g(X) + f(X) - ¢'(X).

Damit kénnen wir dx zurecht Ableitung nennen. Wir kénnen diese Abbildung

zu einem K —Vektorraum Endomorphismus auf K (X) fortsetzen, indem wir
definieren (%)’ 1= f/(X)g();%Z)}(C§X)g/(X) fur f(X),9(X) € K[X]. Die Pro-
duktregel setzt sich ebenfalls fort zu (fg)' = f'g+ f¢' fir f und g aus K(X).

Definition 2.1.16. Mit dem Symbol dX heifst
Qrx) = K(X) -dX ={p-dX | p € K(X)}
Raum der Differentialformen von K(X). Die Abbildung
d: K(X) = Qgx), p—dp:=¢ - dX
heifst Differential-Abbildung von K(X).

Bemerkung 2.1.7. Qg(x) ist ein 1-dimensionaler K (X)-Vektorraum.
Die Differential-Abbildung hat folgende Eigenschaften:

L. d(p+¢) = do + dv,
2. d(c-¢) =c-dy, fiir ce K,

3. d(p ) = @dip + Pdyp,
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1 d(L)

5. a(2) = e
® ®

_#dgpa

BEWEIS. 1. d(e+ %) = (¢ +¢)dX = (¢ +¢)dX = ¢'dX +¢'dX =
do + di.

2. d(c-@)=(c-p)dX =c-¢dX =c-dp.

3. d(p ) = (pY)dX = (" + Y )dX = p"pdX + pYp'dX = pp'dX +
eY'dX = pdp + pdy).

4. d(1) = 1'dX = 0.
= 0=d(1) =d(p- ) =3 -dp+pd;

= d(2) = - ke
5. d (%) = vd (L) + Ld = o(—hdp) + Ldy = £

Lemma 2.1.5. Fir jede Funktion ¢ € K(X), fir die dp # 0 erfillt ist, ist
dy eine Basis von Qg (x), also Qi xy = K(X)-dp. Mit anderen Worten: Ist
v € K(X)/ker(d), so lisst sich jede Differentialform w =u-dX, u € K(X)
in der Form w =v -dyp, v € K(X) darstellen. v ist eindeutig bestimmdt.

Eine Beweisidee zu diesem Lemma findet man in der Vorlesung [Hol03]. Ist
insbesondere P € Pg(x) eine Stelle vom Grad 1 (diese betrachten wir in
Zukunft) und t ein lokaler Parameter in P, so ist dt # 0 und wir kénnen
jedes w € Qg (x) in der Form u - dt schreiben.

Definition 2.1.17. Es seien w = f; - dp, n = g1 - dp # 0 zwei Differential-
formen. Wir definieren den Quotienten der Differentialformen durch

w:fl'dSO .:ﬂ.

n gl'dSO. 0

Die Definition ist unabhéngig von der Wahl von ¢, denn sind w = f5 - dv),
1N = go - dip # 0 ebenfalls Darstellungen von w und 7, so ist w = f; - dp =
fordy & [i9dX = f/dX & fi¢' = foff, und analog n = gidp =
9odY < g1¢" = g¢" und somit,

ﬂ_f%bl' ¢’ _f2

fo @ eV g
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Es seien w; = df,w; = dg,ws = dt Differentialformen aus {2x(x). Dann gilt

Wy W2 w1

= — also
Wy W3 w3
df dg df
dg dt dt’
und damit die Kettenregel. 0

Nach Definition der Differential-Abbildung ist dp = dx(p) - dX. Mit der
letzten Definition gilt damit di‘)% = 0x(p).

Bewertung einer algebraischen Differentialform

Es sei P € Pk (x) eine Stelle. Wir wollen die Bewertung einer Differentialform
definieren. Dazu setzen wir

o 0, falls P# Py,
vp(dX) = { ~2, falls P= Py

Es ein nun w = ¢ - dX eine Differentialform. Dann haben wir durch
vp(w) :==vp(p) +vp(dX)

die Bewertung einer Differentialform definiert. Wir wollen aus dieser Defini-
tion einige ,Rechenregeln® ableiten.

Lemma 2.1.6. Es sei P € Pk (x) eine Stelle und t ein lokaler Parameter in
P. Dann gilt:

1. P# Py = vp(w) =vp(p),

2 vp () = v () — 2.

3. vp(f - w) =vp(f) +vp(w).

4. vp(dt) = 0 und vp(f - dt) = vp(f).

1. und 2. sind klar. Die Beweise fiir 3. und 4. kann man in [Hol99|, S.34 — 36
nachlesen.

Definition 2.1.18. Wir nennen eine Differentialform w € Qg (x) reguldr in
der Stelle P, falls vp(w) > 0 ist. P heilt Nullstelle der Ordnung vp(w), falls
vp(w) > 0. Ist vp(w) < 0, so heifst P Polstelle von w der Ordnung —vp(w).
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Kanonische Divisoren

Mit Hilfe kanonischer Divisoren ist es moglich, fiir einen beliebigen Divisor D
den Raum der Differentialformen des Diviors D einzufiithren. Wir benétigen
diesen Raum sowohl fiir den Beweis des Punktresiduensatzes, als auch fiir die
Definition des Goppa-Residuen-Codes. Letzteren betrachten wir, wenn wir
uns mit der Anwendung des Punktresiduensatzes in der Codierungstheorie
beschéftigen.

Definition 2.1.19. Es sei 0 # w € Qk(x) eine Differentialform. Wir nennen
(W) == Z vp(w) - P
PE]P’K(X)

kanonischen Divisor von w.

Wir miissen zeigen, dass (w) tatséchlich ein Divisor ist. Wir miissen also
zeigen, dass vp(w) = 0 ist fiir fast alle P € Py (x). Fiir ein beliebiges 0 # w =
g-dX € Qgx) gilt die Gleichung vp(w) = vp(g) +vp(dX). Wir wissen, dass
vp(dX) # 0 & P = Py. Auferdem ist vp(g) = 0 fiir fast alle P € Pg(x).
Damit folgt die Behautung.

Bemerkung 2.1.8. Ist 0 # w € Qg x) eine Differentialform und f € K(X)*
eine Funktion, so ist

(f-wy= > op(f-w-P

PePy(x)

= > (p(f) +vp(w)) P
PePy(x)

= Z vp(f)- P+ Z vp(w) - P
PePk(x) PePk(x)

= (f) + (w).

Definition 2.1.20. Es sei D € Div(K (X)) ein Divisor.Wir definieren den
Raum der Differentialformen des (Polbeschrinkungs-) Divisors D durch

QD) := {0 #w € Qk(x) | (w) = D}.

Q(D) ist ein K-Vektorraum.
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2.1.4 Laurententwicklung und Residuum

Wir betrachten den rationalen Funktionenkdrper K (X). Es sei P € Pg(x)
eine Stelle vom Grad 1 und ¢ ein lokaler Parameter in P. Wir wollen zeigen,
dass jede rationale Funktion in Bezug auf ¢ eine eindeutige Laurententwick-
lung besitzt.

Satz 2.1.2. Es seip € K(X) und m € Z,n € N vorgegebene Zahlen, fiir die
m < vp(p) < n erfillt ist. Dann gibt es eine Darstellung

O = Amt™ + A1t Fap T+ f
mit Koeffizienten a; € K und t" | f, in Op.
BEWEIS. FEzistenz:

e Wir zeigen die Existenz zunéchst fiir alle Funktionen ¢ € Op.
Wir erinnern uns zunéchst an die Restklassenabbildung

kp:Op — Op/P, ¢ — ¢ mod P =: ¢(P).

Da P nach Voraussetzung den Grad 1 hat, ist Op/P = K, also p(P) €
K fiir alle ¢ € Op.

Erster Schritt: Fir ¢ € Op ist kp(p — (P)) = 0. Damit ist ¢ —
©(P) € ker(kp) und somit ¢ — p(P) € P. Wir setzen ag := ¢(P) und
Y1 := @ — ag und erhalten

Y =ag+ p1.

Auferdem gilt t | o1 = ¢ — p(P),da ¢ € P=1-Op.

Zweiter Schritt: Aus t | ¢y folgt @1/t € Op. Somit ist kp(p1/t —
(p1/t)(P)) =0 = @1/t —1/t(P) € P. Wir setzen a; := (p1/t)(P)
und ¢g; 1= 1/t — a; und erhalten o1/t = a1 + g1 < (p —ag)/t =
ap+91 & ¢ = ap+ ait + g1t. Auberdem gilt t | g1, da g =
o1/t — (p1/t)(P) € t - Op, und mit f, := g, - t haben wir ¢* | fs.
Damit haben wir

Y =ap+ at + f2t2.

So verfahren wir weiter bis wir nach weiteren n — 2 Schritten die ge-
wiinschte Darstellung erhalten.

e Ist ¢ ¢ Op mit vp(p) = m < 0, so ist vp(t™™ - ) = —m +m =
0. Also ist t™™ - ¢ € Op und wir haben mit dem soeben Gezeigten
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eine (eindeutige) Darstellung t ™ - ¢ = ag + art + ... + ap_1t"" ' + fo.
Multiplikation mit ™ ergibt

aotm + altm_l + ..+ an,ltn_Hm -+ fntm

Haben wir n so gewéhlt, dass m +n > 0, so haben wir unsere Darstel-
lung gefunden.

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass es eine andere Darstellung von ¢ gibt,
© = apt™ + Qi t" T+ f = att T+

Wir kénnen annehmen, dass £ = m. Denn ist m < k, so kénnen wir a/, :=

/ — — — 1
Qg = ... := ay_; = 0 setzen. Wir erhalten

vp(0) = vp(p — @) = vp((am — @ )t™ + ...+ fo = f1).

Da vp(0) = oo, folgt a,, —al, = ... = f, — f = 0. Denn gébe es ein r
mit a, # al., wobei wir r minimal mit dieser Eigenschaft annehmen, so ist
r =uvp(p — @) = 00, was ein Widerspruch ist. 0

Brechen wir das Verfahren fiir die Konstruktion der gewiinschten Darstellung
fiir ein ¢ € Op nicht ab, so sehen wir, dass sich ¢ auch in der Form

@zao—l—alt—l—ath—i—...

darstellen lasst. Damit ldsst sich aber auch jede beliebige Funktion aus K (X)
in der Form
A t™ + At t™ T 4

darstellen. Man kann zeigen, dass
Vp(Amt™ + Apyrt™ T +..)) = m mit a,, #0

gilt (vgl. [Sti93], S. 144/145). Damit ist die Entwicklung eindeutig und unser
Satz gilt sogar, wenn wir an die Stelle der endlichen Darstellung a,,t™ +. ..+
a1t + f, die unendliche Reihe

A t™ + ™ 4L

setzen.
Wir nennen den Korper

K((t) := {amt™ + aps1t™ ' + ... | a; € K,m € L}

den Korper der formalen Laurentrethen. Die Laurentreihenentwicklungen de-
finieren eine Kérpereinbettung von K (X) nach K ((t)).
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Definition 2.1.21. Fiir eine Laurentreihe p = > > a;t* definieren wir eine
Abbildung D; : K((t)) — K((t)) durch

[e.9]

Dy(p) = Zz’aiti_l.

i=m

Die Abbildung D; hat folgende Eigenschaften:
o Fiir p,¢ € K((t)) gilt: Di(p + ) = Di(p) + Di(9)).

o Di(p-v) =@Di(1) + 9P Dy(p).

Damit ist D; eine Ableitung von K((¢)). Ist u € K((t)) ein Element, das
sich in der Form u = ait + ast? + ... mit a; # 0 darstellen lisst, so ist
K((t)) = K((u)) und wir kénnen fiir u in gleicher Weise eine Ableitung D,
definieren. Dann gilt die Kettenregel D,(p) - Diy(u) = D (¢) (vgl.|[Lan82],
S.16/17).

Satz 2.1.3. Es sei P € Pg(x) eine Stelle vom Grad 1 und t ein lokaler
Parameter in P. Hat o € K(X) die Darstellung > ;- a;t" € K((t)), so ist

o0

de i
E = Dt(z ait )

i=m

Definition 2.1.22. Wir nennen den -1.ten Koeffizienten der Laurentreihe
von ¢ das Residuum von ¢ beziiglich des lokalen Parameters t in der Stelle
P. In Zeichen

a_y :=respi(p).
Bemerkung 2.1.9. 1. Die Abbildung resp; : K(X) — K ist K-linear:
o c-respi(p) =respi(c- ), c € K.
o respi(p+ 1) =resp(p) + resp(¥).
2. vp(p) >0 = resps(p) = 0.

Definition 2.1.23. Fiir eine Differentialform w = ¢ - dt € Qg(x) definieren
wir das Residuum von w beziglich des lokalen Parameters t an der Stelle P
durch

respi(w) = respi(p).

Satz 2.1.4. Es ser P € Pg(x) eine Stelle vom Grad 1 und u,t zwei lokale
Parameter in P. Ist w = ¢ - du =1 - dt € Qg(x), so0 ist

respu(p) = respi(1).
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BEWEIS. Aus w = ¢ - du = v - dt folgt ¥ = ¢ - % Dann ist resp, (1)) =
resp(p - %). Daher geniigt es zu zeigen, dass die Gleichung

du
respu(p) = respy(p - E)

gilt. Da vp(u) = 1, hat die Laurententwicklung von u in ¢ die Gestalt
u=ait +ast> + ... mit ag #0.

Auferdem gilt nach Satz (2.1.3), dass

W £ 2 ast+
dt = ap ag ce
und damit vp(‘fl—?) > 0 ist. Wir betrachten nun die Fille vp(p) > 0 und

vp(p) < 0.
1. Es sei vp(p) > 0. Mit Bemerkung (2.1.9) folgt resp,(¢) = 0.

du du du

vp(w‘a) =" vp(p)+vp(—) >0 = Tesp,t(w‘a

=0.
dt )

Das Gleichheitszeichen (*) gilt, weil 2 € K (X) ist nach Definition des

Quotienten der Differentialformen.

2. Wir wollen zeigen, dass die Behauptung auch fir vp(p) < 0 gilt. Dazu
untersuchen wir zunéchst folgende Félle:

e Essei p =« !. Dann folgt resp,(u™!) = 1. Gleichzeitig ist

I 1
w ayt+agt?+ ...
B 1
ot (14 2+ B2 4 )
B 1
at- (1— (-2t — B2 — )
= . B
ol (Z( s )')
=0
1 = 2 3,2
=— (1 —1)(—t t !
D Dt )
=1
1 a as, a
L Pl B,
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fiir Polynome f;(Xs,...,X;) € Z[Xs, ..., X;]. Damit haben wir
f3(a27a3)

1 du 1 fa(az) 2
- — = — (1 t t 2a9t + ...
- alt(+a1+ " +...) (a1 +2ast +...)
1 2a a as, a
t ay ax aj
1 2a;  fo(ag)
— (14 (222
e (G2 2y
1 2
:—+(ﬂ+m)+....
t aq aj
Aus vp((%2 + %?2)) +...) >0 folgt
1 du 1 2a a
'r’esP,t(;'ﬂ) = TeSP,t(;)JrT’eSP,t((a_erf2£12))+~ L) =1+0=1

e Essei ¢ = " mit n > 2. Dann ist resp,(u™") = 0.
— Es sei charK = 0.
In diesem Fall ist
du 1 d(u=—""1)
dt  —n+1 d

—-n

u

Denn die Laurententwicklung von u~"*! in u ist identisch mit
sich selbst. Dann ist D,(u™""!) = (—n + 1) - u™™ # 0 und

mit Satz (2.1.3) folgt d(%zﬂ) = (—n-+1)-u™". Damit gilt die
Gleichung
d(u="*) dt
n+ 1)y =2
(Fnt 1) @t du

Umstellen liefert dann das gewiinschte Ergebnis.
Wir entwickeln ©~"*! in eine Laurentreihe in t. Dann haben

WIr
U_n+1 = d_n+1t_n+1 + d_n+2t_n+2 + ...

mit Koeffizienten aus K, und so ist

d(u—n—i-l) . L 0
) — (nt st (-t 40t
Daraus folgt, dass
d —n+1
reSRt( (u )) =0.

dt
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Insgesamt haben wir

d—u)—res ( ! d(w™"")
at’ PN n 1 dt

respy(u"

— Es sei char K beliebig.

_du 1 fa(az)
U i o (1+ o +..)" (a1 +2a0t +...)
1 fa(az)
aytr (I+n a1 o)t 2agt )
1 ay fa(as)
— . ———= 4 2a9)t + ...
pr (a1 + (n o ag)t+...)
1 a 7a a 7a 7a
= .(a1+92( ! 2)t+g3( L2 3)t2+...)
aytm ay ay

mit Polynomen ¢;(X1,...,X;) € Z[X;,...,X;]. Diese Polyno-
me sind unabhéngig von der Charakteristik von K. Weiterhin

ist
o du 1 (@1, ... 0n) g
u"te—=—"-(a B i A
dt — artr (at...+ al ! T
1 nlal,...,a,) _
= -1 ++%tl+
a; " a]

Im Fall charK = 0 ist

_, du 1
0=resps(u -a):F-gn(al,..‘,an)
= gn(ay,...,a,) =0, (a3 # 0 war vorausgesetzt).

Betrachten wir statt u einen anderen lokalen Parameter « in
P mit Entwicklung v’ = byt +bot> + ... in ¢, so haben wir das
Polynom g, (b1, ...,b,). Und dieses ist in demselben Korper
K gleich Null nach dem soeben Gezeigten. Mit dem nachste-
henden Lemma folgert man, dass dann g,(Xy,...,X,) =0
gelten muss. Und so erhalten wir fiir einen Korper mit belie-
biger Charakteristik

_, du
@)

respt(u = 0.
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e Es sei nun ¢ € F eine beliebige Funktion mit vp(p) =: —n < 0.
Dann kénnen wir schreiben ¢ = a_,u™ + a_,, v + ... mit
n>1,a; € K. Somit ist resp,(p) = a_;.

du du
respi(y - a) =respi((a_pu™+...+aju "t +ag+...)- E>

-1

o d d
= z:resm(aiuZ : _u) +respi((ap+...) - —u)

- dt dt
-1
. du du, O
= ;ai ~respy(u’ - %) +respi((ao+...) a)
_, du
:0+...+0+a_1'7‘68P,t(U ~§)+0

=a_1 =respy(p).

Der Vollstandigkeit halber, fiihren wir noch das Lemma an, das wir eben fiir
den Beweis des letzten Satzes bendtigt haben.

Lemma 2.1.7. Esseig(Xy,...,X,) € Z[X, ..., X,,] ein Polynom. Verschwin-
det g auf der Teilmenge (Z*)" der Gitterpunktmenge 7" des R", so ist g das
Nullpolynom.

BEwEIS. Wir fiihren den Beweis mittels Induktion nach n. Wir beschranken
uns dabei auf den Induktionsschritt von n — 1 nach n und setzen voraus, dass
das Lemma fiir n = 1 gilt:

Induktionsanfang n = 1: Es sei g(X;) € Z[X;] ein Polynom, das auf Z*
verschwindet. Dann ist g(X;) das Nullpolynom.

Induktionsschritt von n — 1 nach n: Es sei g(Xj, ..., X,) ein Polynom, das
auf der Teilmenge (Z*)" der Gitterpunktmenge Z" des R" verschwindet. Wir
kénnen g(X7, ..., X,,) als Polynom in der Variablen X,, mit Koeffizienten aus
Z|X1,...,X,-1] betrachten und schreiben dafiir

g(Xn) = CLo(Xl, ce 7Xn71) + ...+ CLm(Xl, Ce ,anl)X;n.

Betrachten wir nun einen fixierten Gitterpunkt z := (21,...,2,.1) € (Z*)"!,
so erhalten wir aus g(X,,) ein Polynom g¢,(X,) mit Koeffizienten aus Z und
schreiben dafiir

9:(Xp) =ao(z1, -y z2n1) + oo Fam(z1, ooy 201) X

Da das Polynom g(Xj, ..., X,,) nach Voraussetzung auf (Z*)" verschwindet,
verschwindet das Polynom ¢.(X,,) fiir alle ganzen Zahlen ¢ € Z*, in Zeichen
g.(c) = ai(z1,...,2,)c" = 0.

=0
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Mit dem Induktionsanfang folgt nun, dass g,(X,) das Nullpolynom ist, also

ai(z1,...,2n-1) = 0 fiir ¢ = 1,...,m. Aber auch fiir jeden anderen Gitter-
punkt 2’ := (21,...,2/, ;) € (Z*)"'ist g..(X,,) das Nullpolynom. Damit ver-

schwinden die Koeffizientenpolynome a;(Xy, ..., X,_1) auf der Gitterpunkt-
menge (Z*)"~!. Nach Induktionsvoraussetzung sind dann die Koeffizienten-
polynome a;(X7, ..., X, 1) identisch 0, womit auch g(Xj, ..., X,,) identisch 0
folgt. n

Wir kehren nun zu den Residuen zuriick. Folgende Definition ist jetzt erlaubt:

Definition 2.1.24. Es sei w € Qg (x) eine Differentialform. Dann definieren
wir das Residuum einer Differentialform in der Stelle P durch resp(w) :=

respy(f).
Bemerkung 2.1.10. Die Abbildung resp : Qg (x) — K ist K-linear:

o c-resp(w) =resp(c-w), c € K.
o resp(w+1n) =resp(w) +resp(n), w,n € Qx(x).

Wir wollen in Zukunft folgende Schreibweise verwenden:

Fiir eine Stelle P = Py_, und eine Differentialform w € Qg x) schreiben
wir statt resp,__ (w) ab jetzt res,(w). Fir die Stelle P = P,, schreiben wir
anstelle von resp_(w) ab jetzt ress(w).

2.2 Der Residuensatz fiir logarithmische Diffe-
rentialformen

In diesem Abschnitt wollen wir den Residuensatz fiir logarithmische Diffe-
rentialformen iiber K(X) beweisen. Dazu benotigen wir noch das richtige
Handwerkszeug:

Definition 2.2.1. Wir definieren die logarithmische Ableitung log' : K(X)* —
K(X) durch

@ log' p(X) = :
RRAR09
Aufserdem definieren wir eine Abbildung durch

dlog : K(X)* — Qgx) ¢ — dlog ¢ = o
¥

und nennen die Bilder dieser Abbildung logarithmische Differentialformen.
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Bemerkung 2.2.1. Fiir rationale Funktionen ¢, 1 # 0 gilt:

do
T dX
(%]

odloggozdfz :%'dleog/(p‘dX‘

e d log ist additiv:

_ (- dX + o - dX) _ @'w*dX+<Pw"dX
VoLl voll) vl
= pdx + pax =d logyp + dlog
® (0

Der Kiirze wegen schreiben wir ab jetzt A statt d log.

Lemma 2.2.1. Wir betrachten den rationalen Funktionenkérper K(X) mit
charK = p. Ist f € K(X)* eine rationale Funktion mit vp(f) = m und P
eine Stelle vom Grad 1, so gilt:

[ =1 fallsptm

1. vp()\(f))_{ >0 fallsp|m -
m falls m

2. resp(A(f)) = { 0 falls ];Tm '

1 falls P = Px_,
3. resp (+5) =4 —1 falls P = P,

X—a
0 sonst

4. resp <(Xd_—Xa)k> = (0 Vk > 2.

5. > presp (%) =0Vk>1

BEWEIS. 1. Es sei t ein lokaler Parameter in P. Wir wissen, dass
1 doqr gy
Mf)==-df =& = .dt und
) f f f

vp(g - dt) = vp(g) +vp(dt) = vp(g) + 0 = vp(g)

fir ein g € K(X) ist (Lemma 2.1.6). Es reicht also vp(fT/) zu bestim-

men. Es ist ’Up(%) = —m, denn die Bewertung vp hat die Eigenschaft,
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1
!

f in P bei m, die von % in P bei —m. Damit haben wir

dass vp(3) = —vp(f) ist. Damit beginnt die Laurententwicklung von

f=an,t"™+ am+1tm+1 + ...

und .
S = bt T bt

Es ist

1
1=f-?:amb,mtm_m+... = bt + ...,

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir 1 = a,,,b_,,. Mit

df

o =M Q™ (M A1) - A t™

erhalten wir

fTI—m-am'b_mtm_l_m—k... =m-t ...,
womit vp(A(f)) = —1 und resp(A(f)) = m, falls p{ m und vp(A(f)) >
0 und resp(A(f)) =0, falls p | m.

2./

3. Wir betrachten die Funktion f(X) := X —a und bestimmen resp(52-)
fiir alle moglichen Félle von P. Die Differentialform % ist eine loga-

rithmische Differentialform, denn es gilt die Gleichung

dx X d(X - a)

X—-a X-a  X-ua =AMX —a).

Wir konnen damit die Ergebnisse aus 1. und 2. verwenden.

(a) Fiir P = Px_,ist vp, (X —a) =1 =2 res,(\(f)) =1.

(b) Fiir P = Px_y, b#aist vp, (X —a) =0 =% resp(A(f)) =0.
)
)

(c) Fir P= Py ist vp (X —a) = -1 =% resp(A(f)) = —1.
4

Es sei P = Px_,. t = X — a ist ein lokaler Parameter in Px_,,
und weil

a

dx (X —a)dX d(X—a

(X-af  (X-af  (X-a}
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gilt, folgt nach Definition

o (g 4 -0) )

Die Laurententwicklung von ﬁ in ¢ ist identisch mit ti,c Damit

ist fiir k # 1 das resq(5) = 0.
(b) Es sei P = Px_y, b# a.t = X — b ist ein lokaler Parameter in
Px_p, und es gilt die Gleichung

dX (X —b)dX d(X —b
)

:>Def.

_ )

(X—af  (X-af (X-a

Somit ist
1

1
resp (—(X - ~d(X — b)) = resy <—(X — a)k) .
Vpy_, (ﬁ) = 0, und somit ist res;, ((X_;a),» = 0.

(c) Essei P = Py. Dat = + ein lokaler Parameter ist, folgt aus

iX  -X2.d(d)
(X —a)f (X —a)

und nach Definition

vre (e ) = =2+ k. Damit ist vp, () > 0 fiix & > 2,

~

womit resq (2r) = 0 folgt.

(X—a)k
5. Esseik=1:
dX dX dX
2res <<X - a)) e ((X - a>) + 2 e ((X - a>>
+ ress (d—X)
(X —a)
3 140-1=0

Essei k> 2:

resp ((Xd_—X)k> —0Vk>2= Y presp <(xdi)k) — 0 VEk > 2. Also

folgt zusammen ), resp (%) =0Vk>1. o
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Definition 2.2.2. Wir nennen eine Stelle P € Pg(x) mit deg P = 1 Punkt
von K(X) und bezeichnen die Menge aller Punkte mit

PYK) :={P € Pxx) | deg(P) =1} .

Satz 2.2.1. (Residuensatz fir logarithmische Differentialformen)
Es sei f € K(X)* eine rationale Funktion. Dann gilt

> resp(A(f)) =0.

PePI(K)

BEWEIS. Es sei f = g[[,(X — ;)" mit k; € Z und g € O} VP € P(K).
Aus der Additivitat von A folgt

A(f) = Alg) + A(H(X — a;)")
—i—Z)\ —aZ
+Zk’ “AMX = ay).

Aus der K-Linearitédt von resp : Qg (x) — K folgt

Z resp(A(f)) = Z resp(A +Zk “AMX —a;))

PeP(K) PePY(K)
= Z resp(A(g)) + Z resp Zk‘ AMX — @)
PePl(K) PeP(K)

Es ist vp(g) =0, da g € Op VP € PY(K) gewihlt war. Mit Lemma (2.2.1)
folgt resp(A(g)) = 0. Damit ist auch > ppi ) resp(A(g)) = 0.

Z resp( Zk‘ MX —a;)) = Z Zk‘ -resp(AMX — a;))

PePl(K) PePl(K) 1

= Zkl Z T@Sp()\(X - az)) = 07

i PePY(K)

denn } pepi gy resp(AMX — a;)) = 0 hatten wir schon gezeigt. O
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2.3 Der Residuensatz iiber K(X)

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe logarithmischer Differentialformen
den Punktresiduensatz beweisen. Dazu benotigen wir noch einen Satz, der
fiir den Beweis des Residuensatzes unentbehrlich ist.

Satz 2.3.1. Es sei D € Div(K(X)) ein Divisor und
QD) = {w € Qkx) | (w) > D}. Dann gilt:

1. &W — D) = Q(D) fir alle kanonischen Divisoren W = (w).
2. Ist W ein kanonischer Divisor, so gilt
(D) =degD+1—g+ (W —D)
(Satz von Riemann-Roch fiir rationale Funktionenkdrper).

Den Beweis zu diesem Satz findet man auf Seite 38 in [Hol99].

Satz 2.3.2. (Punktresiduensatz)
Es sei K(X) der rationale Funktionenkdrper tiber einem beliebigen Korper
K und w € Qg (x) eine Differentialform, die nur Punkte als Polstellen hat.

Dann gilt
Z resp(w) = 0.

PePY(K)

BEWEIS. Es sei P, die Menge aller Polstellen von w € Qg (x). Zudem sei
M = {P,P,...,P., Py} mit P, # P; fiir i # j eine Menge von Stellen
von K(X) vom Grad 1, fir die P, C M gilt. Wir betrachten den Divisor
A:=P + P+ ...+ P+ P, und zeigen den Satz zunéchst fiir den Fall,
dass w € Q(—A) ist, und fithren dann den Fall, dass w ¢ Q(—A) ist, auf den

ersten zurick.

1. Esseiw € Q(—A).

Zudem bezeichne t; den lokalen Parameter X —a; in P, fiiri =1,...,r.
Wir zeigen, dass die logarithmischen Differentialformen ¢; := A(X —
a;), © = 1,...,r eine Basis von Q(—A) bilden und fithren den Beweis

des Residuensatzes auf den Residuensatz fiir logarithmische Differenti-
alformen zuriick.

Wir nehmen an, dass die ¢; linear abhingig sind, dass also fiir ¢1f; +
..+l =0mit ¢p,...,c. € K ein ¢ existiert, so dass ¢, # 0. Dann
folgt, dass vp, (c1l1 + ... + ¢l.) = vp, (0) = co. Es ist

vp (c1ly + ...+ ¢.l.) > min {vpk(ckﬁk), Upk<z ciﬁi)} ,

itk
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und im Falle vp, (cily) # vp, (D, 2k cil;) gilt sogar die Gleichheit. Es ist
vp (X —a;) = 0 fiir i # k und wegen Lemma(2.2.1) vp, (¢;¢;) > 0 fiir
i # k. Damit haben wir die Ungleichung

a:= ’Upk(z cil;) > 0.
itk
Auferdem ist vp (X — ag) = 1 und somit vp, (cxlx) = —1. Damit sind
a und vp, (cxlx) verschieden und wir haben

vp (cily + ...+ ¢ly) =min{—1,a >0} = —1

und damit vp, (0) = co = =1 = vp, (141 + ... + ¢.L,), was ein Wider-
spruch ist. Also sind die ¢; linear unabhéngig.

Wir bestimmen nun die Dimension von Q(—A). Es gilt dim Q(—A) =
[(W + A) fiir alle kanonischen Divisoren W. Der Divisor W := (dX) =
—2 - 0o ist kanonisch. Damit haben wir dim Q(—A) = (-2 - c0 + A).
Mit dem Satz von Riemann-Roch folgt

(—2-004+A)=1(—A) —deg(-A)—1=0+r+1—-1=r.

Also hat 2(—A) die Dimension r, und damit ist die Menge der ¢; ma-
ximal linear unabhéngig, also Basis von (—A).

Wir betrachten nun eine beliebige Differentialform w = Zi:l b;l; €
Q(—A). Dann ist

Z resp(w) = Z TeSp(Zbifi)

PePl(K) PePl(K)

= Y O _biresp(ty))

PePl(K) i=1

= Y bi( Y resp(l;) =0

i=1  PeP(K)

2. Es sei nun w ¢ Q(—A).
Wir wollen mit Hilfe von w eine Differentialform «” € Q(—A) mit
gleichen Residuen konstruieren. Wir konstruieren diese Differentialform
in zwei Schritten. Wir hatten vorausgesetzt, dass die Menge der Pole
von w in M enthalten ist.
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e Wir wollen zunéchst die Pole von w aus {Pi, ..., P,}, deren Pol-
ordnung grofer als 1 ist, auf Pole 1. Ordnung reduzieren, ohne
dabei die Residuen von w zu verdndern. Dazu konstruieren wir
eine Differentialform w’ und zeigen, dass sie die gewiinschten KEi-
genschaften besitzt.

Wir bezeichnen mit ¢; den lokalen Parameter X — q; in P, fir
1=1,...,7r. w besitzt dann die Darstellungen

W= (CLmt™ + .. e ity + .. )dt,

W= (Compty® + ...+ o1ty +...)dts,

W= (Crm " + . gt )dE

Wir definieren nun fiir jedes ¢+ = 1,...,r eine Differentialform w;
durch
w; = (Cl’mlt;ml +...+ Ci’,Qt;Q)dti.

Dabei ist w; = 0, falls vp,(w) > —1 ist. Wir betrachten nun die
Differentialform
W=Ew—w — ... —w.

Fiir jedes i = 1,...,r konnen wir w’ in der Form o’ = w — w; —
... — w, schreiben und erhalten

W= (et )t — = (Cra T A Cp ot ) dt

Da die Identitdt d(X — a;) = (X — a;)'dX = dX gilt, ist

W=c dx +...—(c L+...+c _2L).
VX —ay (X — ag)mr "X —a,)?
Dann gilt fiir die Bewertung von ' in den Punkten von K(X):
— vp,(w') > —1, dadie Differentialformen wy, . .. ,w;—1,wit1, ..., w,
reguldr in P; sind (firi=1,...,r).
— Die Differentialformen wq,...,w, sind reguldr in P,,. Damit

ist vp_ (W) = vp,(w), falls Py ein Pol von w ist, und vp_ (w') >
0, falls P, kein Pol von w ist.

— vp(w') >0 fir alle P ¢ M.
Fiir die Residuen von w’ gilt:

— resp,(w) =resp (W) firi=1,...,r.
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— T€Soo(W) = Tress(W).
— resp(w) = resp(w') =0 fiir alle P ¢ M.

e Hat w in P, einen Pol der Ordnung grofer 1, so miissen wir aus w’
eine Differentialform w” konstruieren, die in P,, einen Pol maximal
erster Ordnung hat und fiir die res(w) = ress(w”) gilt. Dabei
diirfen wir die restlichen Residuen nicht &ndern. Wir bezeichnen

mit t,,; den lokaler Parameter <+ in P.. Dann besitzt w eine

X
Darstellung
W = (Crptm bt o ottty ) dEeg
= ot () () o () )
Lassen wir die Summanden mit den Indizes m,,1, ..., —2 weg und

nennen wir die entstandene Differentialform w.,, so konnen wir
eine Differentialform w” definieren durch

W= oo —w1 — ... — Wy

(Hat w in P, keinen Pol oder einen Pol erster Ordnung, so ist
W = W.) Wir haben damit das Residuum von w in P, nicht
gedndert, und zudem ist vp_(w”) > —1. Das Weglassen dieser
Summanden stort nicht die Residuen in den P;, da die Summanden
reguldr in den P; sind. Zudem gilt die Ungleichung vp, (w”) > —1.
Damit ist w” eine Differentialform mit gleichen Residuen wie w
und ist zudem ein Element aus 2(—A). Damit gilt fir w” der
Residuensatz nach dem ersten Teil des Beweises, und es folgt,

dass 3 pepi (i) resp(w) = 0. D

Korollar 2.3.1. FEs sei K(X) der Kérper der rationalen Funktionen tber
ewmem algebraisch abgeschlossenen Korper K und w € g x) eine belicbige
Differentialform. Dann gilt

Z resp(w) = 0.

PePk(x)

BEWEIS. Da K algebraisch abgeschlossen ist, sind alle Stellen P € Pg(x)
vom Grad 1. Damit sind sdmtliche Polstellen von w Punkte, und mit dem
Punktresiduensatz folgt die Behauptung. o
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Wir wollen einen zweiten (klassischen) Beweis fiir dieses Korollar angeben.
Dieser Beweis ist insofern klassisch, als dass wir dabei auf |[Lan82|, S.20 zu-
riickgreifen und unsere Kenntnisse tiber logarithmische Differentialformen
nicht verwenden.

BeEWwEIS. (Klassischer Beweis) Erinnerung: Da K algebraisch abgeschlossen
ist, ist jede Stelle P € P (x) vom Grad 1. Zudem besitzt ein rationaler Funk-
tionenkorper nur die Stellen P,x) und Py

Wir betrachten zunéchst den Fall dass P Pyxy = Px_,. Dann ist X —a

ein lokaler Parameter in Px_, und fiir die Differentialform w = ¢ - dX
gilt res,(w) = resq,x—a(p). Wir setzen voraus, dass uns p(X) = % €

K(X),g(X) # 0 in gekiirzter Form vorliegt. Dann konnen wir ¢ in Partial-
briiche zerlegen und erhalten die Darstellung

oY) = 3 e H )

ki

mit h(X) € K[X]. Da wir K als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt
hatten, zerfillt p(X) in Zahler und Nenner in Linearfaktoren (f(X), g(X)
zerfallen in Linearfaktoren). Somit ist die Basis im Nenner jedes Partial-
bruchs vom Grad 1 und wir haben damit die Summe in unserer Darstellung
gerechtfertigt. Gibt es beziiglich Px_, in dieser Darstellung ein ¢ fiir das
a = a; gilt, so suchen wir uns den Summanden der Form —* X o heraus und er-
halten res,(pdX) = ¢1,;. Gibt es so ein ¢ nicht, dann ist resa(godX) =0. Wir
berechnen nun die Summe der Residuen iiber alle Stellen P, x) und haben

Z TESP, x, (pdX) = chz

Ppx)

Dabei sind fast alle Residuen Null, denn ¢ enthélt nur endlich viele Linear-
faktoren, die Summe der Partialbriiche ist endlich.

Wir betrachten nun den Fall, dass P = P, ist.Wir erinnern uns daran, dass
t = + ein lokaler Parameter in Py, ist. dt = —5dX, —55 = —t* und somit
dX = —4dt. Wir ermitteln das Residuum von gp(X)dX =¢(1) (5) dt.

ERORA e tt)
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Man sieht sofort, dass das ress(—3% - h (1)) = 0 ist, und weiter haben wir

1 Ch,i 1 Cki
t2 ; (F — @)t t? ; (;(1 —ait))*
1 C]w‘
LS
’i (1 — azt)k
= — ch’i . tk72(1 + Clit 4 .. )k =: @
ki

Das resw (@) = resoo(— Y (1t + cra;+...)) = = >, 1. Zusammenfas-
send haben wir

ZresP(godX) = Z resPP(X)(go) + ress (@) = ZCU — Z c1; = 0.

P Ppx)

2.4 Residuensatz und Codierungstheorie

Wir hatten schon im ersten Kapitel erwahnt, dass die klassische Version des
Residuensatzes ein funktionentheoretisches Instrument fiir die Berechnung
bestimmter Integrale ist. Eben haben wir die algebraische Version des Resi-
duensatzes fiir einen rationalen Funktionenkorper K (X) kennen gelernt. In
der Codierungstheorie benotigt man den Punktresiduensatz nur fiir den Fall
K = TF. Unser Ziel ist es nun, die Rolle des Residuensatzes in der Codie-
rungstheorie darzustellen. Dazu wollen wir zunéchst einige elementare Be-
griffe kldren. Wir betrachten einen endlichen Kérper F. Wir nennen einen
F-linearen k-dimensionalen Unterraum von F" einen linearen Code. Seine
Elemente heifen Codeworter. Fiir zwei Elemente a, b € F" definieren wir eine
Metrik

und kénnen so fiir unseren Code C' den Minimalabstand
de = min{d(a,b);a # b,a,b € C}
definieren. Ein Code C' C F"™ mit dimyC = k& und Minimalabstand d := d¢
nennen wir einen Code vom Typ (n, k,d). Mit der Abbildung
() F* x F* — F
v a,b)  +— {a,b) =" ab;
( =1

konnen wir definieren:
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e a ist orthogonal zu b < pes (a,b) =0,
o Ct:={u€F" (u,c) =0Vce C} heift der zu C duale Code.

Wir koénnen nun aufzeigen, welche Rolle der Residuensatz in der Codierungs-
theorie spielt. Mit Hilfe des Residuensatzes kann man zeigen, dass der re-
siduelle Goppa-Code Cq(D,G) und der rational-geometrische Goppa-Code
Cr(D,G) dual zueinander sind. Das heifst, dass eine Generatormatrix von
Ca(D, G) gleichzeitig auch Kontrollmatrix von Cr(D, G) ist und umgekehrt.
Damit haben wir ein Mittel, um zu entscheiden, ob ein empfangenes Wort
zum Code gehdrt oder nicht. Wir wollen zeigen, dass beide Codes tatséchlich
dual zueinander sind. Dazu definieren wir zunéchst beide Codes und zeigen
ein Lemma, welches fiir den Beweis des eigentlichen Satzes notwendig ist.

Lemma 2.4.1. Es sei P € Pg(x) eine Stelle vom Grad 1 und f € Op eine
rationale Funktion. Ist w € Qp(x) eine Differentialform mit vp(w) > —1,
dann gilt

resp(f-w) = f(P)-resp(w).

BEWEIS. Es sei t ein lokaler Parameter in P. Da vp(f) > 0, hat die Lau-
rententwicklung von f in ¢ die Gestalt

f:a0+a1t+a2t2+....

Es sei w € Qp(x) eine Differentialform. Da dt # 0, besitzt w die Darstellung
w = g -dt. Zudem ist t ein lokaler Parameter und es gilt vp(g - dt) = vp(g).
Da nach Voraussetzung die Ungleichung vp(w) > —1 gilt, hat die Laurent-
entwicklung von g in t die Gestalt g = c_1t~ 4+ cot® + ¢1t + . . ., woraus folgt,
dass

w=(c1t™ et + et 4 .. ).

Insgesamt erhalten wir
resp(f - w) = resy(apc_1t™' + (apco + arc_)t° +...)

= apC—1 o

= f(P) - resp(w).

Definition 2.4.1. Es seien Py, ..., P, paarweise verschiedene Stellen aus
Prx)y vom Grad 1 und D der Divisor der Form D = P, + ... + P,. Zu-
dem sei G € Div(F(X)) ein Divisor, so dass supp(D) N supp(G) = ( gilt.
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e Wir nennen

Ce(D,G) =A{(p(P1),...,o(Fn)) | ¢ € LIG)} € F"

rational-geometrischen Goppa-Code.
e Der Code
Co(D,G) :={(resp,(w),...,resp,(w)); |w e QUG — D)} CF"

/

=:Resp(w)

heiftt Goppa-Residuen-Code.

Satz 2.4.1. Der residuelle Goppa-Code Cqo(D, G) und der rational-geometrische
Goppa-Code Cr(D, Q) sind dual zueinander:

Co(D,G)* = Cp(D,G).

BEWEIS. Zum Ersten ist zu zeigen, dass jedes Codewort (D) € C(D,G)
orthogonal zu den Codewortern von Cq(D, G) ist. Es soll also die Gleichung

(p(D), Resp(w)) =0

gelten. Es ist
(o(D), Resp(w)) = ((¢(F1), ..., o(Pn)), (resp, (w), ... resp, (w)))

=3 (P - resn ()

=3 resp e
i=1
=> 0.
Es bleiben die Gleichheitzeichen 1.-3. zu zeigen:
e (1.) gilt nach Definition.
e (2.) gilt wegen Lemma (2.4.1).

e Wir zeigen, dass (3.) gilt. Es sei G = mg,Q1 + ... + mgq,,@Qm. Da
v € L(G) und w € Q(G — D) ist, gilt fiir o, w # 0: (¢-w) = (¢)+ (W) >
—G 4+ G — D. Damit erhalten wir

vp(p - w) ist > —1, fallsP=PF,,i=1,....n
PAY > 0, sonst )
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Nach dem Residuensatz gilt:

n

0= 3 resplpew) =Y resnlp-w)+ Y resplp-w).
PEPL(F) i=1 P+#P;,PeP!(F)

-~

=0

J/

Damit ist Y resp,(¢-w) =0 und (3.) gezeigt.

Zeigt man nun noch, dass beide Codes in F" komplementére Dimension ha-
ben, so hat man gezeigt, dass die Codes tatséchlich dual zueinander sind. g



Kapitel 3

Der Residuensatz fiir F'//K

Im letzten Kapitel haben wir den sogenannten Punktresiduensatz fiir belie-
bige rationale Funktionenkorper K (X) bewiesen. Dabei haben wir auch ge-
sehen, dass bei beliebiger Wahl von K, K stets algebraisch abgeschlossen in
K(X) ist. Es ist nun méglich, den Residuensatz fiir einen beliebigen Funktio-
nenkorper F// K zu zeigen, wo K algebraisch abgeschlossen in F ist. Trotzdem
wollen wir uns im dritten Kapitel auf algebraische Funktionenkérper F/K,
wo K algebraisch abgeschlossen ist, beschrinken, denn [Lan82| bietet uns fiir
diesen Fall einen einfachen Zugang zum Residuensatz. Wir werden also in
diesem Kapitel den Residuensatz fiir den oben beschriebenen Fall beweisen.
Dazu nutzen wir unter anderem unser Wissen iiber Stellen und Bewertungen
aus Kapitel 2. Einige Begriffe werden wir jedoch in einer allgemeineren Form
handhaben miissen, als wir dies bisher getan haben.

3.1 Vorbemerkungen

Wir wollen den Beweis des Residuensatzes fiir einen Funktionenkorper F'/K
(mit den obigen Eigenschaften) auf den Beweis des Residuensatzes fiir einen
rationalen Funktionenkorper reduzieren. Dazu wollen wir zunéchst allgemein
zwei Funktionenkorper F//K und F’/K’ untersuchen, wobei F'/K' eine alge-
braische Erweiterung von F/K ist. Wie lassen sich die Stellen von F//K mit
den Stellen von F’/K’ in Verbindung bringen?

Definition 3.1.1. Wir nennen einen algebraischen Funktionenkorper F” /K’
eine algebraische Erweiterung von F/K, falls F O F eine algebraische Kor-
pererweiterung und K’ O K ist.

o7



KAPITEL 3. DER RESIDUENSATZ FUR F/K o8

3.1.1 Bewertungen algebraischer Erweiterungen von Funk-
tionenkorpern

Wir hatten schon in Lemma (2.1.3) des zweiten Kapitels festgestellt, dass
jeder algebraische Funktionenkorper unendlich viele Stellen besitzt. Wir be-
zeichnen die Menge aller Stellen von F//K mit

Pp/k = {P | P ist eine Stelle von F/K} .

Wir kénnen nun fiir jede Stelle P € Pp/k eine Abbildung vp wie in Definition
(2.1.6) definieren, die eine diskrete Bewertung von F'/ K beziiglich P ist. Mit
Lemma (2.1.2) folgt, dass

Op={p € F/K| vp(p) >0},

Op ={p € F/K | vp(p) =0},

P={pe F/K| vp(p) >0} ist.
Da wir K als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt hatten, ist jede Stelle P
vom Grad 1 und es gilt Op/P = K. Auf die gleiche Weise wie eben erhalten
wir fiir den Funktionenkérper F'/K' diskrete Bewertungen und Stellenringe.
Welche Beziehung besteht aber zwischen den Stellen von F'/K und den Stel-

len eines Funktionenkorpers F’/K', der eine algebraische Erweiterung von
F/K ist (vgl. [Sti93], S.59 — 63)?

Definition 3.1.2. Es sei P € Pp/x und P’ € Ppjg. Wir sagen, dass P’
tiber P liegt, falls P C P’ und schreiben dafiir P’ | P. Wir sagen auch P’ ist
eine Fortsetzung von P oder P liegt unter P'.

Lemma 3.1.1. Es sei F'/K’ eine algebraische Erweiterung von F/K. Zu-
dem sei P € Pp/i eine Stelle von F/K, Op der zugehorige Stellenring und
vp die zugehdrige diskrete Bewertung von F/K. Auferdem sei P' € Ppi /g
eine Stelle von F'/K', Op: der zugehorige Stellenring und vp: die zugehorige
diskrete Bewertung von F'/K'. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. P'|P.

2. Op C Opr.

3. Es gibt ein e > 1, so dass vp(p) = e-vp(p) Vo € F.
Zudem gilt: P | P = Op=0p NF und P=P' NF.
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BEWEIS. e (1)=(2):P|P= 0OpCOp.
Wir nehmen an, dass Op C Op: nicht gilt. Das heift, es gibt ein ¢ € Op
mit ¢ ¢ Opr, also vp(p) > 0 und vp(p) < 0. Es sei t € F/K ein
Element mit vp(t) = 1. Da wir vorausgesetzt haben, dass P’ | P, folgt,
dass t € P' und damit r := vp/(t) > 0. Dann gilt

vp(¢" 1) =7 vp(p) +vp(t) > 1 und
>0 =1

vp(" - t) =" UP'(SO)+UP'()
=r-vp(p) +
=r(vp(p) + )<0
<0

Es ist also ¢" -t € P, da vp(¢" - t) > 0. Zudem ist aber ¢" -t ¢ P', da
vpr (" - t) < 0. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

¢ (2)=(3):0p COp = Je>1mit vp/(p) =e-vp(p)Vp € F.
Es sei ¢ € F ein Element mit vp(y)) = 0, also ¥,¢~! € Op. Nach
Voraussetzung ist dann auch 1,91 € Opr, also vp/(¢)) = 0. Es sei nun
t € F ein Element mit vp(t) = 1. Es sei e := vp/(t). Da P C P, folgt
e > 1. Es sei nun 0 # ¢ € F ein Element mit vp(¢) =: r. Dann ist
vp(p-t7") = 0 und wir haben

vpi(p) = vpi(@-17") +op (") = 0+ 7 -vp(t) = e vp(p).

e 3)=(1):3e>1mit vp(p) =e-vp(p)Vp € F = P C P.
p€eEPCF=uvp(p)>0=vp(p)=_e -vp(p)>0=pec P.
Wir verzichten auf den Beweis des letzten Punktes. Dieser kann auf 5.61
in [Sti93| nachgelesen werden. Uns interessiert jetzt natiirlich auch, ob es im
Erweiterungskérper F'/K' von F/K Fortsetzungen von Stellen P € Pp
gibt. o

Lemma 3.1.2. 1. Flir jede Stelle P' € Pp/ /g gibt es genau eine Stelle
P € Pp/k, so dass P'| P. Und es ist P = P' N F.

2. Jede Stelle P € Pr ik hat mindestens eine aber hichstens endlich viele
Fortsetzungen P' € Ppr k.

Der Beweis zu diesem Lemma kann in [Sti93] nachgelesen werden. Wir wissen
jetzt, dass sich insbesondere die Stellen eines rationalen Funktionenkorpers
zu Stellen einer algebraischen Erweiterung von diesem fortsetzen lassen.
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Definition 3.1.3. Es sei F'/K’ eine algebraische Erweiterung von F/K,
sowie P’ € Pp g eine Stelle von F'/K’, die iiber P € Pp/k liegt. Dann
bezeichnen wir die Zahl e =: e(P’ | P) mit vp(p) = e - vp(yp) fiir alle
v € F/K als Verzweigungsindex von P iber P.

3.1.2 Ableitungen und Differentialformen von F/K
Ableitungen von F/K

In diesem Abschnitt interessiert uns die Frage, ob ein beliebiger Funktio-
nenkérper F'/K Ableitungen besitzt. Wie im letzten Kapitel bendtigen wir
diese unter anderem im Zusammenhang mit dem Begriff der Differentialform
und der Differential-Abbildung von F'/K. Wir stiitzen uns im Folgenden auf
[Sti93], Kapitel IV.1. Ein grundlegendes Fundament fiir diese Untersuchun-
gen bildet die folgende Definition.

Definition 3.1.4. Wir nennen ein Element s € F' ein separierendes Element
von F/K, falls F'//K(s) eine endliche separable Erweiterung ist.

Bemerkung 3.1.1. Ist s € F' ein separierendes Element von F/K, so ist s
transzendent tiber K, und K(s)/K ist ein rationaler Funktionenkorper.

Man kann zeigen, dass F//K (K algebraisch abgeschlossen) tatséchlich sepa-
rierende Elemente besitzt (siehe [Sti93|, S.127/128). Unter dieser Vorausset-
zung konnen wir zeigen, dass F'/K fiir genau diese Elemente, zum Beispiel
s, eine eindeutig bestimmte Ableitung 0 besitzt, so dass §(s) = 1 gilt. Dazu
bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.1.3. 1. Ist E/F eine endliche separable Erweiterung von F
und &y : F — N eine Derwation von F/K in einen Korper N 2
E, so lisst sich 0y zu einer Deriwation 0 : E — N fortsetzen. Diese
Fortsetzung ist durch g eindeutig bestimmit.

2. Ist s € F ein separierendes Element von F/K wund ist N O F ein
Kérper, so gibt es eine eindeutige Derivation § : F — N von F/K mit

i(s) =1.

BEWEIS. 1. Essei p(T) =ap+ aiT + ...+ a,T™ ein Polynom aus F [T
mit Koeffizienten a; € F'. Wir definieren zwei Abbildungen von F [T] —
N [T] durch

p(T) = p(T)=ar+ ...+ ma, T" ",

p(T) + p°(T) = bolao) + do(a)T + ... + do(am,)T™.
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Beide Abbildungen sind K-linear und erfiillen die Produktregel. Da
E/F eine endliche separable Erweiterung von F' ist, konnen wir ein
Element u € E finden, fiir das £ = F(u) ist. Es sei f(T') € F[T] das
Minimalpolynom von u tiber F. Legen wir fest, dass n := [E: F| =
degf(T), so hat jedes Element ¢ € E eine eindeutige Darstellung ¢ =
h(u) mit h(T) € F[T] und deg h(T) < n. Wir definieren dann eine
Abbildung ¢ : E — N durch

fo(u)
5(p) == h'(u) — - h(u).
() 1= () = S W
Man kann zeigen, dass ¢ tatsdchlich eine Derivation von £ und eine

Fortsetzung von dy ist (vgl. [Sti93], S.136). Die Eindeutigkeit folgt aus
einem Lemma, das auf S.135 nachgelesen werden kann.

2. Wir wollen nur die Existenz einer Derivation 6 : ' — N mit §(s) = 1
beweisen. Es gentigt zu zeigen, dass es eine Derivation dy : K(s) — N
von K (s)/K gibt, die do(s) = 1 erfiillt (nach 1.). Wir setzen

%(ﬂ$):g@yf@—fw»¢@

9(s) 9(s)? ’

wobei f(s),g(s) € K [s] und f'(s) die formale Ableitung von f(s) in
K [s] bezeichnet. Dann ist dy eine Derivation von K (s)/K mit der ge-
wiinschten Eigenschaft. Die Eindeutigkeit folgt, wie oben, aus einem
Lemma, das auf S.135 in [Sti93] nachgelesen werden kann. 0

Es sei s ein separierendes Element von F/K. Dann gibt es nach 2. eine
eindeutige Derivation ¢ : K(s) — F von K(s) mit 6(s) = 1. Da F/K(s) eine
endliche separable Erweiterung ist, ldsst sich § nach 1. zu einer Ableitung
0 : F — F von F/K fortsetzen, die durch ¢ eindeutig bestimmt ist. Wir
diirfen also definieren:

Definition 3.1.5. Es sei s ein separierendes Element von F'/K. Dann nen-
nen wir die eindeutige Ableitung ds : F' — F, fiir die 05(s) = 1 gilt, Ableitung
nach s.

Differentialformen von F/K

Der Begriff des Raumes der Differentialformen von F)/K wird in [Sti93| auf
andere Weise eingefiihrt, als wir dies tun wollen. Dennoch wollen wir diesen
Zugang kurz skizzieren, damit wir die Berechtigung fiir unsere Zugangsweise
erlangen:
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Auf der Menge aller Paare (u, s) € F' x F', wobei s ein separierendes Element
von F/K ist, definiert man mit Hilfe der Ableitungen 8, von /K eine Aqui-
valenzrelation (Erinnerung: Fiir jedes separierende Element s von F/K gibt
es so eine Ableitung Js, die zudem eindeutig ist.). Die Menge dieser Paare
zerfillt dann in Aquivalenzklassen, wobei wir die Aquivalenzklasse von (u, s)
mit uds bezeichnen wollen. Wir nennen dann uds eine Differentialform von
F/K und bezeichnen die Menge der Differentialformen von F//K mit Qp/k
und nennen sie Raum der Differentialformen von F/K. Diese Definition ist
etwas miithsam und wir wihlen statt dessen die folgende Definition.

Definition 3.1.6. Es sei s ein separierendes Element von F'//K. Dann nen-
nen wir den Vektorraum

Qp/k =F-ds={u-ds|ueF}
Raum der Differentialformen von F/K.

Unsere Definition ist in Ordnung, denn man kann zeigen, dass ds eine Basis
von Qp i ist und so jede Differentialform w € Qp/x in der Form u - ds
dargestellt werden kann. Ist nun s’ ein anderes separierendes Element, so ist
auch ds’ eine Basis von Qp/k.

Definition 3.1.7. Die Abbildung
d:F — Qpik, p— do:=06(p)-ds
heifst Differential-Abbildung von F/K.
Dabei bezeichnet d5 die Ableitung von F/K, fiir die d4(s) = 1 gilt. Zudem
gilt
ds(p) # 0 < p € F ist ein separierendes Element,

woraus folgt, dass dp = 0 ist, falls ¢ kein separierendes Element von F'/K ist.
Die Differential-Abbildung besitzt folgende Eigenschaften: Es seien ¢, ¢ € F'
beliebig. Dann gilt

L dlp+1) = dp + d,
2. d(c-¢) =c-dy, fir ce K,

3. d(p-¥) = pdip + Ydep.

Anschlieflend kénnen wir noch fiir zwei Differentialformen w = w - ds,n =
v-ds # 0 aus QQp/x wie in Kapitel 2 den Quotienten der Differentialformen

definieren, indem wir
u-ds

v-ds

w u
n v
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setzen. Damit gilt auch die Kettenregel. Ist insbesondere ¢ € F' beliebig und
s ein separierendes Element von F/K, so ist der Quotient i—f gegeben durch

dyp

— = d5(¢p).

7o = 0s(9)

In Vorbereitung auf die Definition des Residuums einer Differentialform be-
zliglich einer Stelle P wollen wir folgende Bemerkung machen:

Bemerkung 3.1.2. Es sei P € Pp/k eine Stelle vom Grad 1 von F/K und
u ein lokaler Parameter in P. Dann ist u ein separierendes Element von F'/K.
Damit gilt:

1. du # 0.

2. Es gibt eine eindeutige Ableitung 6, : F' — F', die 6, (u) = 1 erfiillt.

3.1.3 Laurententwicklung und Residuum

Es sei F' eine endliche separable algebraische Erweiterung eines rationalen
Funktionenkorpers iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K. Dann
ist jede Stelle von F'// K vom Grad 1. Es sei P € Pp/ eine beliebige Stelle und
u ein lokaler Parameter in P. Dann besitzt eine beliebige Funktion ¢ € F
eine eindeutige Darstellung ¢ = >°7° a;u’ mit m € Z und a; € K. Wir
hatten schon in Kapitel 2 die Ableitung D, einer Laurentreihe definiert. Ist
nun ¢ € F eine Funktion mit der Darstellung Y >° au’ € K((u)), so gilt

die Gleichung

o0

dyp i
T Du(z a;u').

Wir definieren analog zu Kapitel 2 das Residuum einer Differentialform w €
Qp/k, indem wir w als w = z - du schreiben und

resp(w) = resp,(z)

setzen. Man kann auch hier zeigen, dass die Definition unabhéngig von der
Wahl des lokalen Parameters ist.

3.1.4 Der Korper der formalen Laurentreihen K((t))

Den Kérper K ((t)) haben wir schon im letzten Kapitel kennen gelernt. In
diesem Kapitel wird es so sein, dass wir eine endliche separable algebrai-
sche Erweiterung eines rationalen Funktionenkorpers iiber einem algebraisch



KAPITEL 3. DER RESIDUENSATZ FUR F/K 64

abgeschlossenem Korper K betrachten. Wir haben schon gesehen, dass die
Stelle P mit lokalem Parameter ¢ des rationalen Funktionenkorpers mindes-
tens eine Fortsetzung P’ mit lokalem Parameter u beziiglich des Erweite-
rungskorpers besitzt. Man kann die Elemente des Erweiterungskorpers be-
ziiglich u in eine Laurentreihe entwickeln, und wir kénnen somit den Erwei-
terungskorper in K ((u)) einbetten. Man kann nun fir K ((¢)) und K ((u)) den
Raum der Differentialformen von K((t)) beziehungsweise K ((u)) und damit
auch das Residuum einer Differentialform definieren. Die Beziehung, die zwi-
schen den Residuen in K ((t)) und K ((u)) besteht, driickt Satz (3.1.2) dieses
Abschnittes aus. Da die Differentialformen des rationalen Funktionenkor-
pers/Erweiterungskorpers etwas mit den Differentialformen von K ((¢))/K ((u))
und damit auch mit deren Residuen etwas ’gemeinsam’ haben, liefert dieser
Satz ein niitzliches Werkzeug fiir den Beweis des Residuensatzes.

Bewertungen von K ((t))

Wir betrachten den Korper der formalen Laurentreihen
K((t) = {amt™ + apmit™ +... |mEZ,a; € K}

iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K.
Durch die Abbildung v; : K((t)) — Z U {cc} mit

v,(0) := 00, V(Apt™ + A t™ T+ ..) = m fiir a,, #0,

wird eine diskrete Bewertung von K ((¢)) definiert. Der Ring der formalen
Potenzreihen
K[[t]] = {a0+a1t—|—... ‘ a; EK}

ist ein Stellenring von K ((t)) beziiglich dieser Bewertung. Er hat folgende
Eigenschaften (vgl.[Hol03]):

1. K [[t]] besitzt genau ein Maximalideal und zwar

Py =t K [[t]] = {art +axt* + ... | a; € K'}.

2. Die Einheitengruppe von K [[t]] ist

K[t = {ao+ait+...|ap#0,a; € K}.

Wir hatten schon in Kapitel 2 gesehen, dass wir eine Funktion ¢ aus K (X) (K
algebraisch abgeschlossen) in P beziiglich eines lokalen Parameters ¢ in eine
Laurentreihe a,,t™ 4. .. entwickeln kénnen. Dann gilt vp(p) = vi(amt™+. . .)
und v, ist eine Fortsetzung von vp.



KAPITEL 3. DER RESIDUENSATZ FUR F/K 65

Differentialformen von K ((t))

Fiir eine Laurentreihe p = Y >° a;t* hatten wir eine Ableitung D; : K((t)) —
K((t)) durch

Dy(p) =Y ia;it"™"

definiert. In [Lut03], S.208 finden wir die Definition fiir den Raum der Diffe-
rentialformen von K ((t)).

Definition 3.1.8. Wir nennen die Menge

Qe (wyyx = K((1)) - dt = {pdt [ € K((1))}
Raum der Differentialformen von K((t)). Die Abbildung

d: K(() = Qr)/r, ¢ do = Di(p) - dt
heifst Differential-Abbildung von K((t)).

Diese Differential-Abbildung besitzt die schon oben genannten Eigenschaften,
und auch hier definieren wir den Quotienten zweier Differentialformen, wie
wir dies bisher getan haben.

Bemerkung 3.1.3. e Essei ¢ ein Element eines rationalen Funktionen-
korpers iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K und t ein
lokaler Parameter in der Stelle P. Da ¢ beziiglich P eine Darstellung
der Form a,,t™ + ... besitzt, ldsst sich die Differentialform @dt des ra-
tionalen Funktionenkorpers K (t) auch schreiben als (a,,t™ +. ..)dt und
ist damit eine Differentialform von K ((t)).

e [st F' eine endliche separable Erweiterung dieses rationalen Funktio-
nenkorpers und u ein lokaler Parameter in der Stelle P’ € Pp g, die
iiber P liegt, so besitzt ¢ € F eine eindeutige Darstellung a,u" + .. .,
womit sich die Differentialform ¢ - du € Qp/x auch schreiben lisst als
(apu™ + ...)du und damit eine Differentialform von K ((u)) ist.

Definition 3.1.9. Es sei w = ¢ - dt eine Differentialform von K ((¢)). Dann
definieren wir das Residuum von w beziiglich des lokalen Parameters t in
PK[[t}] durch

resy(w) == res; ().
Ist ¢ ein anderer lokaler Parameter in Pk und ist w = ¢ - dt = @ - dt’, so
gilt

resi(p) = resy(P).
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Wir diirfen also definieren:

respgy (W) = resd(p).

Bemerkung 3.1.4. Aus Bemerkung (3.1.3) folgt fiir die Differentialform
w = ¢ - dt mit einer Funktion ¢ des rationalen Funktionenkérpers die Kor-

rektheit der Definition resp(w) = T€S Pyeipy] (w).

Haben wir beziiglich der Funktionenkorper und Stellen eine Situation wie in
Bemerkung (3.1.3), so ist es wichtig, die Beziehung zwischen den Kérpern
K((t)) und K((u)) charakterisieren zu konnen.

Satz 3.1.1. Es sei K((u)) der Korper der formalen Laurentreihen tber K.
Zudem sei 0 #t € K((u)) ein Element mit m = v,(t) > 1.

1. Dann ist K((u)) eine Kdrpererweiterung von K((t)).
2. [K((u)) : K((1))] = m.

BEWEIS. 1. Da v,(t) = m, kénnen wir ¢ in der Form ¢ = u™ + a;u™"™ +
agu™t? + ... darstellen (falls notwendig, ¢ mit einer Konstante multi-
plizieren). Man sieht sofort das K((¢)) in K((u)) enthalten ist.

2. Wir zeigen nun, dass die Dimension des K ((t))-Vektorraumes K ((u))
gleich m ist. Dazu zeigen wir, dass die Elemente 1,u,...,u™ ! eine
Basis von K ((u)) bilden.

e Mittels Rekursion und rechentechnischem Aufwand kann man zei-
gen, dass man ein Element ¢ € K((u)) in der Form

o=fo®)+ AA)u+ ...+ fra@®)u™!

darstellen kann. Damit bilden die Elemente 1,u,...,u™ ! ein Er-
zeugendensystem des K ((t))-Vektorraumes K ((u)).

m—1

e Die Elemente 1, u,...,u sind linear unabhéngig, denn nehmen
wir an, es gibe mindestens ein f;(t) # 0,7 = 0,...,m — 1, so
dass die Gleichung 0 = fo(t) + fi(t)u + ... + frn1(t)u™* gelte,
dann folgt fiir die linke Seite der Gleichung v, (0) = oo und fiir die
rechte Seite der Gleichung v, (fo(t) + ...+ fm_1(t)u™ ') =4, falls
wir f;(t) minimal mit der obigen Eigenschaft annehmen. Das ist
aber ein Widerspruch, woraus die Behauptung folgt. o

Welche Beziehung besteht zwischen den Residuen der Differentialformen von
K ((u)) und denen von K ((t))? Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Beantwortung
dieser Frage ist die Spurabbildung (vgl. [Liit03], S.239).
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Definition 3.1.10. Es sei
e L /K eine endliche Korpererweiterung,
e K ecin algebraischer Abschluff von K,
® 01,...,0,: L — K die K-Einbettungen von L in K.

Fiir ein o € L definieren wir die Spur von a durch
Tri(a) :=q-) o),
i=1

wobei ¢ der Inseparabilitatsgrad von L iiber K ist.

Die Spurabbildung Trk : L — K ist ein additver Gruppenhomomorphismus.
Wir bezeichnen die Spurabbildung TT?EE:)))) : K((u)) — K((t)) mit T'r.

Satz 3.1.2. Es sei K((u)) der Kérper der formalen Laurentreihen und 0 #
t € K((u)) ein Element, das m = v,(t) > 1 erfillt. Ist ¢ ein Element aus
K((u)), so gilt

resy, (gpj—tdu> = res;(Tr(p)dt).
u

Der Beweis des Satzes ist etwas umsténdlich. Man findet ihn in [Lan82],
S.18 — 20.

Satz 3.1.3. Es sei K((t)) der Kérper der formalen Laurentreihen tber ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Dann ldsst sich Pk eindeutig
zu einer Stelle einer beliebigen endlichen Erweiterung von K((t)) fortset-
zen. Es sei E eine endliche algebraische Erweiterung von K((t)) und u € E
ein Element mit Bewertung von u gleich 1. Dann kénnen wir E mit K((u))

identifizieren, und es gilt [E : K((t))] = e.

BEWEIS. Wir betrachten eine endliche Erweiterung E von K((t)). Dann
besitzt die Stelle P mindestens eine aber hochstens endlich viele Fort-
setzungen. Wir wollen die Fortsetzungen von Pk mit P, ..., P, bezeich-
nen. Es sei F; eine solche Fortsetzung von Pgyy. Dann gibt es eine Zahl
e; > 1, so dass vp (@) = €; - v(p) fiir alle ¢ € K((t)). Es gibt ein Theorem,
welches besagt, dass fiir die Summe der Verzweigungsindizes von P; iiber
Pk die Ungleichung 7 e; < [E: K((t))] gilt. Damit ist insbesondere
e; <[E: K((t))] fir alle ¢ = 1,...,r. Betrachten wir die Fortsetzung P; von
Py, und gelingt es uns zu zeigen, dass die Gleichung e; = [E: K((t))]
gilt, so ist die Fortsetzung von Pk eindeutig. Es sei u € E ein Element mit
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vp,(u) = 1. Man muss nun zeigen, dass die Elemente 1,u,...,u% ! eine Basis
des K((t))-Vektorraumes E bilden. Die lineare Unabhéngigkeit der Elemente
1, u,...,u%"" folgt mit analogem Argument wie in Satz (3.1.1). Wir verzich-
ten auf den Beweis, dass 1,u,...,u% ! ein Erzeugendensystem von E ist und
dass sich jedes Element von FE als Reihe aus K ((u)) darstellen ldsst (siche
dazu auch [Lan82|, S.20/21). 0

3.2 Der Residuensatz

Wir hatten schon erwdhnt, dass wir den Beweis des Residuensatzes fiir einen
Funktionenkorper F/K, K algebraisch abgeschlossen, auf den Beweis des
Residuensatzes fiir rationale Funktionenkorper zuriickfiihren wollen. Erinne-
rung: Der Korper K(x) heifst rationaler Funktionenkorper, falls x € K(x)
ein iiber K transzendentes Element ist. In Kapitel 2 haben wir schon einiges
tiber die Stellen, Stellenringe und Differentialformen von K (x) in Erfahrung
gebracht und den Residuensatz fiir den Fall bewiesen, dass K algebraisch
abgeschlossen ist. Im Folgenden sei also K (z)/K eine rein transzendente Er-
weiterung vom Grad 1 und K algebraisch abgeschlossen. Zudem sei F'/K
eine endliche separable algebraische Erweiterung von K(z). Es sei P eine
Stelle von K (x) und ¢ ein lokaler Parameter in P. Zudem seien P, ..., P,
alle Stellen von F, fiir die P; | P gilt. Es sei u; ein lokaler Parameter in P,
fir i = 1,...,r. Fir die Bewertungen vp, und vp gilt nach Lemma (3.1.2)
die Gleichung vp,(t) = €; - vp(t). Und mit der Gleichung vp(t) =1 = vp,(u;)
folgt vp,(t) = e;-vp,(u;). Wir haben schon gezeigt, dass wir jede Funktion aus
K(x) in eine Laurentreihe beziiglich ¢ entwickeln kénnen. Ebenso konnen wir
eine Funktion aus F' in eine Laurentreihe beziiglich w; entwickeln. In K ((u;))
ist u; ein Element, fiir das die Gleichung v,,(u;) = 1 gilt. Die Stelle P
setzt sich eindeutig zu der Stelle Pk, fort, und fiir die Kérpererweiterung
gilt die Gleichung [K((u;)) : K((t))] = e; nach Satz (3.1.3). Da F/K eine
endliche separable algebraische Erweiterung von K(z) ist, kénnen wir an-
nehmen, dass F' = K(z)(y) ist. Es sei g(Y') € K(x) [Y] das Minimalpolynom
von y iiber K (x). Dann zerfallt dieses tiber K'((t)) in ein Produkt irreduzibler
Faktoren und wir schreiben dafiir g(Y) = g1(Y) - ... - gs(Y). Es sei y; eine
Nullstelle von g;. Man kann zeigen, dass s = r gilt und dass wir die Korper
K((t))(y;) mit K((u;)) identifizieren diirfen (siehe auch [Lan82|, S.23). Be-
vor wir uns mit dem Residuensatz beschéftigen, wollen wir noch ein Lemma
bereitstellen, welches wir fiir den Beweis des Residuensatzes benotigen.

Lemma 3.2.1. Wir bezeichnen mit T'r die Spurabbildung Tr : F' — K(x).
Zudem bezeichne Tr; die Spur Tr; » K((u;)) — K((t)) firi=1,...,r. Ist
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@ € F eine Funktion, so gilt:

= ZTH(SO)

Der Beweis wird fiir die Félle, dass ¢ erzeugendes Element /nicht erzeugendes
Element von F/K ist, gefiihrt. Eine Beweisidee findet man in [Lan82], S.23.

Satz 3.2.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zudem sei
K(x) eine rein transzendente Erweiterung von K der Dimension 1 und F
eine endliche algebraische separable Erweiterung von K (x). Es sei P € Py (s
eine Stelle von K(z) und Py, ..., P, € Pp die Stellen von F, fir die P, | P

furi=1,...,r gilt. Dann gilt fiir alle ¢ € F

r

resp(Tr(p)dx) = Z resp,(pdr).

=1

BEWEIS. Es sei t € K(x) ein lokaler Parameter in P, sowie uq,...,u, € F
lokale Parameter in Py,..., P.. Es gilt

ZresP @ dx) ZT@SP © C;— dt)

dr dt
Z«o T du)

Wir wollen zeigen, dass wir auf jeden Summanden Satz (3.1.2) anwenden
konnen. Dazu priifen wir, ob alle Voraussetzungen erfiillt sind.

Date K((t)) C K((u;)), folgt t € K((u;)). Auferdem ist ¢ ein Element von
K((u;)), fir das die Ungleichung v,,(t) = e; - v,(t) = ¢; > 1 gilt. Zudem ist
¢+ % € K((u;)). Damit erhalten wir die Gleichung

: dx d
;T@SH(S@ Il duZ ZresP Trl< d_x) dt).

Dabei bezeichnen wir mit T'r; die Spurabbildung T'r; : K ((u;)) — K((t)). Sie
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ist beziiglich eines Elementes aus K (z) linear, und weil 2 € K (z) ist, folgt

ZresP (T'r; ( ) ZresP (Tr; (¢ Z—xdt)
= Z resp(Tr;(¢)dr)
= resp (Z Tn(go)dx)

="' resp(Tr(p)dz)
Das Gleichheitszeichen (1.) gilt wegen Lemma (3.2.1). 0

Satz 3.2.2. Es sei F/K ein algebraischer Funktionenkdrper dber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K. Ist w € Qg eine Differentialform von
F/K, so gilt die Gleichung

Z resp/(w) = 0.

P’E]PF/K

BEWEIS. Wir erinnern uns daran, dass F'/K separierende Elemente, zum
Beispiel s, besitzt. Dann ist F' separabel algebraisch iiber K(s), und eine
Differentialform von F//K kann in der Form w = ¢ds geschrieben werden.
Damit gilt die Gleichung

Z resp(w) = Z respr(pds).

P'ePp) P'ePpk

Da F'/K eine algebraische Erweiterung von K (s) ist, gilt Lemma (3.1.2). Wir
kénnen so jeder Stelle P’ von F//K eine Stelle P von K (s) mit P C P’ zuord-
nen. Dann erhalten wir fiir jedes P von K (s) eine endliche Anzahl von Stellen
P’ von F/K mit P’ | P. Wir kénnen damit die Summe ) | Prebp T8 pr(pds)
als eine Summe von endlichen Teilsummen schreiben und erhalten

Z resp(pds) = Z respr(pds) + Z respi(pds) +

P’EPF/K P'|P PQ

wobei P, () zwei verschiedene Stellen von K (s) bezeichnen. Nach Satz (3.2.1)
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gilt
Z resp(w) = Z resp(pds) + Z resp/(pds) + . ..

P'EPp/k P'|P PR
=resp(Tr(p)ds) + resq(Tr(p)ds) + ...
= Z resp(Tr(p)ds)

PEPK(S)

=10.

Das Gleichheitszeichen (1.) gilt, da Tr(¢) € K(s) und somit Tr(¢)ds eine
Differentialform von K(s) ist. Da wir den Residuensatz schon fiir rationale
Funkrionenkorper gezeigt hatten, folgt nun unmittelbar die Behauptung . o
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