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Vorwort

Im téaglichen Leben gewinnt die Kommunikation zunehmend an Bedeutung.
Immer grofkere Datenmengen in zumeist digitalisierter Form sollen immer
schneller von einem Ort an den anderen gelangen. Eines der wichtigsten
Qualitdtsmerkmale stellt die Fehlerfreiheit der erhaltenen Information dar,
denn bei der Ubertragung von Daten, sei es iiber Kabel oder mittels einer
Funkverbindung, treten haufig Storungen auf. Durch diese wird die gesendete
Nachricht verdndert und ohne geeignete Gegenmafnahmen fiir den Empfan-
ger unbrauchbar.

Die vorliegende Arbeit will nun einige dieser Mafnahmen vorstellen und er-
lautern, wie eine Nachricht schon vor dem Absenden bearbeitet werden kann,
damit auftretende Fehler nach dem Empfang korrigiert werden konnen. Im
ersten Kapitel werden zunéchst Grundbegriffe bereitgestellt, die notwendig
sind, um einige ausgewihlte Klassen von elementaren Codes zu verstehen.
Dazu gehoren neben Klassikern, wie dem Hamming-Code, auch zyklische Co-
des, wie sie beispielsweise bereits in den 1960er Jahren von Reed und Solomon
entwickelt wurden. Vor allem wollen wir hier die allgemeineren BCH-Codes
untersuchen, die den Ubergang zum zweiten Kapitel bilden. Dort werden
dann rationale Codes behandelt, die nach ihrem Entdecker, dem russischen
Mathematiker Goppa, benannt sind. Diese greifen auf tieferliegende Ideen
zuriick, so dass ein zweites mal einige Grundbegriffe zum Verstdndnis voran-
gestellt werden miissen. Die Goppa-Codes werden im folgenden soweit entwi-
ckelt, dass am Ende erkennbar ist, wie der Residuensatz eine Kontrolle der ra-
tionalen Goppa-Codes ermoglicht. Im dritten und letzten Kapitel wollen wir
schliefllich untersuchen, in wie weit sich klassische Codes als Goppa-Codes
darstellen lassen. Dort wollen wir auch eventuelle Vor- und Nachteile der
neueren Goppa-Codes gegeniiber ihren klassischen Vorgéngern diskutieren.
Die Beispiele sind grofstenteils aus tatsédchlichen technischen Anwendungen
gewahlt, wie z. B. Satellitenkommunikation, Mobilfunk oder Compact Discs.
Dadurch soll die Bedeutung des Themas fiir den Alltag unterstrichen werden.
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Kapitel 1

Elementare Codes

1.1 Grundbegriffe 1

Der Vollstandigkeit halber sollen zu Beginn einige wichtige Begriffe definiert
werden. Sie sind fundamental fiir die Codierungstheorie und sollen deshalb
hier nicht fehlen.

Definition 1.1.1. Es seien p eine Primzahl, m € N und ¢ := p™. Dann
ist F := F, = F,m ein endlicher Kérper mit Charakteristik p und #F = ¢
Elementen.

1. Die Elemente der Menge F sind die Zeichen oder Buchstaben des Al-
phabets.

2. Die Vektoren (n-Tupel) des Vektorraums F" mit n € N bilden die Worte
der Lange n.

3. Ein linearer Code C' ist ein bzgl. F linearer k-dimensionaler Unterraum
von F". Seine Elemente werden Codewdrter genannt.

Wir betrachten in dieser Arbeit nur lineare Codes. Mit dieser Definition ha-
ben wir die Moglichkeit uns die einzelnen Codeworte als Punkte im Raum
vorzustellen. Weiterhin ist es von Interesse auf dem Raum F" eine Me-
trik, die so genannte Hamming-Metrik, zu definieren, um den Abstand der
einzelnen Punkte und damit den Abstand der Worte kontrollieren zu kon-
nen. Dazu erklaren wir zundchst das Hamming-Gewicht eines Wortes a :=
(ag,ai,...,a,—1) € F™ in der folgenden Weise:

w(a) :=#{i € {0,1,...,n—1};a; # 0}. (1.1)

Setzen wir nun noch d(a, b) := w(a —b) = #{i;a; — b; # 0} fiir zwei beliebige
Worte a,b € F", so haben wir eine Abbildung, die die drei Eigenschaften
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einer Metrik erfillt.
Fiir alle a, b, c € F™ gilt:

1. d(a,b) =0 a=0b
2. d(a,b) = d(b,a) Symmetrie
3. d(a,b) 4+ d(b,c) > d(a,c) Dreiecksungleichung

Von besonderer Bedeutung fiir die Korrigierbarkeit von Codeworten eines
Codes C' ist der kleinste Abstand zweier Codeworte:

d = dc := min{d(a,b);a # b,a,b € C} (1.2)
Dieser wird die Minimaldistanz des Codes C' genannt.

Definition 1.1.2. Ist C' C F" ein Code mit dimg C = k und Minimaldistanz
d = d¢, so heift das Tripel (n, k,d) der Typ des Codes C.

Alle Codewérter haben - wie alle anderen Worter im Sinne von Definiti-
on 1.1.1 - die Lange n, denn jedes Codewort ist ein Wort, aber nicht jedes
Wort ist Codewort. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, wie sich die
Dimension des Codes k als Lange der enthaltenen Information interpretieren
lasst. Zuvor kommen wir jedoch noch einmal auf die Bedeutung des Mini-
malabstandes zuriick. Ist ndmlich C' ein Code vom (n,k,d) -Typ, so ist C
fiir jede natiirliche Zahl t < % ein t-fehlerkorrigierender Code. Der Code
heifst ¢-fehlererkennend, wenn ¢t < g. Der Wert e := [%} wird auch als Feh-
lerkorrekturindex bezeichnet. Wir sehen, dass der Parameter d von zentraler
Bedeutung fiir die Giite eines Codes ist. Je grofser der Minimalabstand ei-
nes Codes ist, umso mehr Fehler konnen erkannt und korrigiert werden. Wir
werden jedoch spéter sehen, dass d durch die anderen Parameter des Codes
beschrankt ist.

1.2 Klassische Codes

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, am konkreten Beispiel zweier sehr elemen-
tarer Codes die Funktionsweise von Codierung, Decodierung und die Moglich-
keit einer Fehlerkorrektur zu veranschaulichen. Es sei bereits an dieser Stelle
bemerkt, dass fiir spitere anspruchsvollere Codes auch die Algorithmen fiir
die Verarbeitung, insbesondere die Fehlerkorrekturalgorithmen entsprechend
aufwendiger werden.

Bevor wir zur praktischen Umsetzung iibergehen konnen, bendtigen wir noch
folgende



Definition 1.2.1. Ist C' ein (n, k, d)-Code wie oben, dann besitzt C' eine k-
elementige Basis tiber dem Korper F. Eine k£ x n Matrix G mit Eintragen aus
F heifst Generatormatriz von C', wenn ihre Zeilen eine Basis von C' bilden.

Die Generatormatrix erzeugt aus einer vorgegebenen Information der Léinge
k ein Codewort der Léange n. Ist etwa a = (ag, aq, ..., ax_1) vorgegeben und
G eine k x n Matrix, dann gewinnt man ein Codewort ¢ = (¢, c1,...,Ch1)
der Lange n, indem man G auf a wirken lasst:

F* - F" a—a-G=:c

Es wird also zusétzliche Information (Redundanz) in a eingebaut. Das Code-
wort ¢ wird gesendet und eventuell beschidigt, d.h. in einer oder mehreren
Komponenten verdndert. Dies lasst sich als vektorielle Addition v = ¢+ e
interpretieren, da F” ein linearer Raum ist. Auf der Empfangerseite muss ent-
schieden werden, ob ein empfangenes Wort v ein Codewort ist und damit als
unbeschédigt gewertet wird (e = 0 = v = ¢) oder ob es kein Codewort ist. Im
zweiten Fall soll dann versucht werden den Fehlervektor e zu bestimmen und
mit ¢ = v — e das urspriingliche Codewort wiederherzustellen. Prinzipiell ist
es denkbar, dass ein gesendetes Codewort ¢ durch einen Fehlervektor so ver-
andert wird, dass sich wieder ein zum Code gehériges Wort c+e =v =¢ € C
ergibt. Dieses wird vom Empfanger nicht erkannt. In diesem Fall sprechen
wir von einem Decodierfehler.

Wir brauchen eine Abbildung, die priift, ob ein Wort zum Code gehért. Dazu
hilft uns eine weitere

Definition 1.2.2. Mit dem Standard-Skalarprodukt! zweier Vektoren (-, -):
F* x F" — T, (a,b) > a-b" = 37" a;b; wird definiert:

1. a ist orthogonal zu b (aLb) :& (a,b) = 0,
2. C+:={u el (u,c) =0Vc € C} heilt der zu C' duale Code
3. und ist C*+ = C, so heift C' selbstdual.

Ist C' ein (n, k)-Code, so ist C*+ vom Typ (n,n—k), da dim C+ = n—dim C =
n — k. Wenn H eine (n — k) x n -Generatormatrix von C*+ mit den n — k
Zeilenvektoren ug, uy, . . ., U,_j_1 € F" ist, dann gilt fiir jedes ¢ € C' = (C+)+
nach Definition ¢ Ct < c¢lu; VO < i <n —k — 1 und damit auch

H-c"'=o. (1.3)

'Beim Rechnen in F,m ist die Definitheitseigenschaft nicht sinnvoll, z.B. ist
((1,1),(1,1)) =2 =0 in Fy, also (-, -) indefinit.
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Man sagt, die Matrix H 16scht oder annuliert ¢, wenn ¢ Codewort ist. Ist
H -v" =: sy (v) # 0, so heift sg(v) das H-Syndrom des Wortes v.

Definition 1.2.3. Es sei C ein (n, k)-Code. Ist H eine Generatormatrix des
dualen Codes C*, dann heiftt H Kontrollmatriz oder Priifmatriz von C.

Jede Generatormatrix ist gleichzeitig auch Kontrollmatrix genau dann, wenn
C selbstdual ist. Denn dann ist eine beliebige Generatormatrix G' von C' auch
Generatormatrix des dualen Codes, da nach Definition C' = C* gilt.
Besonders anschaulich lasst sich die Funktionsweise des eben erlauterten am
Beispiel der nach R.W. Hamming benannten Klasse von Codes beschreiben
(siche [Ham87]|, [Hol99)]).

Zielstellung: Essei F = [Fy = {0, 1} der Grundkérper tiber dem der Code de-
finiert wird, also C' ein bindrer Code. Der Code soll 1-fehlerkorrigierend sein.
Geben wir uns r € N vor, so sind damit gerade 2" — 1 von Null verschiede-
ne nattirliche Zahlen (méogliche Fehlerpositionen) binér darstellbar. Folglich
setzen wir n = 2" — 1 als Léange des Codes. Dann ist die Kontrollmatrix H
eine r x (2" — 1)-Matrix mit Eintrégen aus Fs.

Definition 1.2.4. Es seien F = Fy = {0,1}, r € Nund n = 2" — 1. Ein
linearer (n,n — r)-Code heifst bindrer Hamming-Code Ham(r), falls die n
Spalten der Kontrollmatrix H in natiirlicher Reihenfolge aus den Ziffern-
Vektoren der bindren Darstellungen der Zahlen 1 bis 2" — 1 bestehen und

Ham(r) = {c= (co,...,cp1) €F" H - " =0}
ist.

Wir wollen nun das soeben erlauterte an einem einfachen Beispiel verdeutli-
chen.

Beispiel 1.2.1. Es sei 7 = 3 und damit n = 23 — 1 = 7. Als eine Kontroll-
matrix finden wir

— = O

1 1
H=1|0 1
0 1

o = O

1 01
1 00
011

Fiir ein empfangenes Wort v = ¢+ e, ¢ ein Codewort und e ein Fehlervektor
berechnen wir mit der Kontrollmatrix

H-ovl=H-(c+e)f =H-"+H-e' =H- "' =H-¢!

17



wobel ¢; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet.
Die Fehlerposition i kann hier einfach durch das Skalarprodukt (in Z3)

(2°,2%,2%) - sy (v) =i

bestimmt werden.
Da wir in Fy rechnen, ist mit dem Auffinden der Fehlerstelle auch die Kor-
rektur ein leichtes: wir addieren an der entsprechenden Stelle i eine eins.
Wie sieht die Generatormatrix unseres Ham(3)-Codes aus? Aus der Kontroll-
matrix lesen wir ab, dass fiir jedes Codewort ¢ = (¢1,¢,...,¢7) € Ham(3)
gelten muss:

c1+c3+ces+cer = 0

Co+c3+cg+cy = 0. (14)

cat+cs+cg+er = 0

Wie man sofort sieht, sind die drei Gleichungen linear unabhéngig. Sie erzeu-
gen als Losungsraum des Gleichungssystems einen Unterraum von F? = F7
der Dimension k£ = 4. Die freien Unbekannten des Gleichungssystem sind
c3, Cs, Cg, 7. Ferner gilt (in F?) dquivalent zu (1.4)

c1 = c3+c5+cy
Co = C3+cg+cy. (15)
cy = C5+cg+cy

Ist also a = (a1, as,as,a4) € F3 zu codieren, so bildet eine Matrix G dieses
Wort auf ein Codewort von Ham(3) ab, wenn sie die folgende Gestalt hat:

1110000
c_[too1 100
10101010
1 101001
Die Matrix G identifiziert (ai, as, as,as) mit (cs, s, cq,¢7). G ist dann eine

Generatormatrix von Ham(3).
Wir haben also insgesamt folgenden Codier-Decodier-Ablauf:

F* L coccp=F1t % m X4 Fr
a=(ay,...,ax) — c=(c1,...,¢,) — v=ct+e — s=(S,...,5_1)

Sei nun beispielsweise a = (1,0, 1, 1) gegeben, dann ist das zugehorige Code-
wort a-G = c=(0,1,1,0,0,1,1). Wird das Wort ¢ unbeschadigt iibermittelt,
so ermittelt der Decodierer fiir H - ¢I' = s(c) = (0,0,0). Es wird die Red-
undanz entfernt und man erhélt die korrekte Information (1,0,1,1) = a.
Tritt bei der Ubermittlung jedoch eine Stérung auf und es wird das Wort
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v=(0,1,1,0,0,0,1) ergibt die Parititspriifung H - v = s(v) = (0,1, 1) also
einen Fehler an der sechsten Stelle e = (0,0,0,0,0,1,0). Darauthin wird an
der sechsten Stelle eins addiert (in F5) und wir erhalten das korrekte Code-
wort ¢ = v —e = (0,1,1,0,0,1,1) und daraus die korrekt Information wie
eben.

Unser Beispiel-Code Ham(3) ist vom Typ (7,4, 3), wobei sich die Minimal-
distanz d = 3 durch einfaches Nachrechnen ergibt.

Der folgende Satz soll uns eine Abschitzung fiir den Minimalabstand bei
bekannter Codelédnge und Dimension geben.

Satz 1.2.1 (Singleton-Schranke). FEs sei C' ein beliebiger Code vom Typ
(n, k,d) dber einem Kérper F. Dann gilt fir den Minimalabstand

d<n-—-k+1. (1.6)

Der Wert n—k+1 wird Singleton-Schranke genannt. Gilt sogar d =n—k+1,

dann heifst C MDS-Code (maximum distance separable) oder auch optimaler
Code.

BEWEIS. Ist C' € F" ein beliebiger linearer (n, k, d)-Code, dann ist die Ein-
schrinkung einer Abbildung ¢ : F* — F* =91 (¢g, ..., cp1) = (Co, ..., Cn_q)
auf C' C F™ injektiv, da C' den Minimalabstand d hat und es somit keine
zwei Codeworter aus C' geben kann, die in den ersten n —d+ 1 Komponenten
iibereinstimmen. Denn sonst ware der Minimalabstand kleiner als d. Aus der
Injektivitét von ¢| folgt

k = dimp(C) = dimp(p(C)) <n—d+1

=d<n—k+1 o
Von praktischem Interesse ist das Verhéltnis % von Information £ und Ge-
samtlénge n in einem Codewort, die so genannte Informationsrate. In dem
Beispiel betragt sie %. Fiir grofer werdendes n geht die Informationsrate *—
gegen 1. Wollen wir etwa einen Code der Liange 2! = 1024 konstruieren,
sind r = 10 Stellen davon zur Paritatskontrolle notwendig und die Informa-
tionsrate ist mit % bereits deutlich hoher. Jedoch kann hier nur ein Fehler
in 1024 Bits korrigiert werden, wihrend bei Ham(3) alle 8 Bits ein Fehler
korrigierbar ist.
Definition 1.2.4 ldsst die Reihenfolge der Anordnung der 2" — 1 Spaltenvek-

toren offen.

Definition 1.2.5. Zwei Codes C,C" C F™ heifen dquivalente Codes, wenn
#C = #C' und es eine Permutation 7 € &,, der Indexmenge {0,1,...,n—1}
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gibt, so dass sich jedes Codewort ¢ € C” als eine Permutation eines ¢ =
(coy...,cn1) € C schreiben lésst: ¢ = (¢f,...,c,_1) = (7(co), ..., 7(cn1)).
Schreibweise: C' ~p C”.

Dass es sich nach einer solchen Permutation immer noch um den gleichen
Typ von Code handelt, sichert das folgende kleine

Lemma 1.2.1. Aquivalente Codes sind vom gleichen Typ.

BEWEIS. Es sei C' € F" ein Code vom Typ (n, k,d), also der Liange n, der
Dimension £ und vom Minimalabstand d. Ist nun C’ € F™ ein zu C dquiva-
lenter Code vom Typ (n/, k', d'), so gibt es eine Permutation 7 € &,,, also eine
bijektive Abbildung von C' nach C’, insbesondere auch der Basisvektoren von
C' auf eine Basis von C”. Demnach gilt neben n = n’ (nach Voraussetzung) al-

so auch k = k’. Ist nun ¢ = (¢, . .., ¢,—1) mit minimalem Hamming-Gewicht
(siche Gleichung (1.1)), also mit nur d von Null verschiedenen Komponen-
ten, so hat auch ¢ = (7(cp), ..., m(cy—1)) nur d Komponenten ungleich Null.

Géabe es ein Codewort ¢ € C’ mit Hamming-Gewicht kleiner d, so wiirde
die zu 7 inverse Permutation ein Codewort in C' mit ebenfalls kleinerem
Hamming-Gewicht als d liefern und wir erhielten einen Widerspruch. Folg-
lich ist (n, k,d) = (n/, k', d'). o

Kommen wir auf unser letztes Beispiel 1.2.1 zuriick, so lasst sich die Ge-

neratormatrix G mit einer Permutation » = (; 52) 2 ‘; “;’ g Z) € &7 SO
umsortieren, dass die Matrix
1110000 1 000110
/11001100 ~(01O0O01O0T1}| -
C=lo101010|/7|o0o1001 1]|=¢=0Ld
11010 01 0001111

entsteht. Mit der zu G aquivalenten Generatormatrix G’ codierte Information
ist in ihren ersten vier Komponenten gerade die Information selbst. Dies
liegt daran, dass die ersten vier Spalten von G’ eine Einheitsmatrix I, sind.
Die Redundanz A wird in die hinteren Stellen verschoben. Natiirlich muss
auch die Kontrollmatrix H entsprechend verdndert und angepasst werden.
Wird ein Code von einer Matrix der Form G = (I A) erzeugt, so wird er
auch systematischer Code genannt, eine zugehorige Generatormatrix heifst
Standardgeneratormatriz.

1.3 Zyklische Codes

Bisher bendtigen wir zur Beschreibung eines linearen Codes eine k-elementige
Menge von Basisvektoren der Lange n, die den (n, k)-Code C' (in Form einer
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Generatormatrix) erzeugen. In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie sich
zyklische Codes vollstédndig durch Angabe eines Polynoms mit Koeffizienten
aus dem Korper, iiber dem der Code definiert werden soll, beschreiben lassen.
Die Aussagen sind aus der Vorlesung [Hol99| entnommen.

Definition 1.3.1. Ein Code C der Lange n heifst zyklisch, wenn fiir jedes
Wort (cg, 1, ..., cn—1) auch die zyklische Vertauschung (¢,_1, o, ..., ¢p—2) in
C enthalten ist.

Um das Wissen iiber Ringe, Kérper, Polynome, etc. fiir die Codierungstheorie
nutzbar zu machen identifizieren wir nun mittels der Abbildungen

F" — F[X] egen — Flz] :=F[X]/(X"-1)
(cor. o yCn1) = co+aX+...+c X" = cotcar+... ™!

die Worter der Lénge n mit den Restklassen des Polynomrings iiber dem
Korper F modulo (X™ —1). Die Abbildungen sind offensichtlich Vektorraum-
isomorphismen. Die erste bildet die kanonische Basis des F" auf die ka-
nonische Basis {1, X, X2, ..., X" 1} ab und die zweite bildet diese mittels
r := X mod (X" — 1) auf die Basis {1,z,2% ...,2" '} von F[z] ab. Da-
mit ist auch die Verkniipfung ein Vektorraumisomorphismus und schliefslich
F* = F [x].

Wie stellen sich die Codewdrter in dieser polynomialen Betrachtung dar?
Nach Definition 1.3.1 gilt (co,c1,...,¢n1) € C = (¢h1,C05---,Cn2) € C
was sich nunmehr {ibertrigt auf cg +ciz + ... + ¢, 12" € Fla] = ¢,_1 +
T+ ...+ cpox" P =a-(co+cix+...+c,12"1) € Fla], denn 2" = 1
in I [z]. Dies lidsst sich fiir beliebige Potenzen x' mit 0 < i < n — 1 fort-
fithren. Deshalb ist mit ¢(x) auch stets ¢(z) - ¢(z) in C' enthalten, wenn t(x)
eine beliebige Linearkombination der Basisvektoren 1, x, z2,..., 2" !, also ein
beliebiges Element aus F [x] ist.

Bemerkung 1.3.1. Die zyklischen Codes entsprechen offenbar gerade den
Idealen des Rings F [z] und jedes Ideal in F [z] ist Hauptideal, da F [z] ein
Hauptidealring ist.

BEWEIS. Es bleibt nur noch der zweite Teil zu zeigen. Dazu sei ¢ ein belie-
biges Ideal aus I [z]. Die Abbildung p bildet umkehrbar eindeutig F [X],,,_,
auf F [z] ab. Folglich gibt es auch zu ¢ ein Ideal p~!(¢) C F[X], das sogar
Hauptideal ist, da F [X] ein Hauptidealring ist, d. h. p~1(¢) = (g(X)) fiir ein
9(X) € F[X]y,p, Bs ist dann ¢ = p(p~'(c)) = p((9(X))) = (g(x)). Daraus
folgt nun unmittelbar, dass F [x] Hauptidealring ist, also die Behauptung.

Definition 1.3.2. Es sei C ein zyklischer Code der Lange n. Ein normiertes
Polynom kleinsten Grades in C'\ {0} C F [X] heifst Generatorpolynom von
C.



Satz 1.3.1. Es sei g(X) Generatorpolynom und c¢(X) ein beliebiges Code-
wort eines zyklischen (n, k)-Codes, dann gilt:

L g(X) | e(X),
2. g(X) | X" —1 und
3. g(X) ist eindeutig bestimmit.

BEWEIS. 1. Essei degg(X)=r <nund ¢(X) # g(X) ein Codewort des
von g(X) erzeugten Codes C. Dann gibt es zwei eindeutig bestimm-
te Polynome ¢(X) und r(X), so dass gilt ¢(X) = t¢(X)g(X) + r(X)
mit degr(X) < r. Umgestellt nach r(X) ergibt sich r(X) = ¢(X) —
t(X)g(X). Wir betrachten nun die Reste: Da ¢(z) und g(x) Codeworter
sind, muss auch r(z) im Ideal (g(x)) liegen, also ein Codewort sein. Da
aber g(X) nach Definition kleinsten Grades in C'ist, folgt mit der Grad-
formel r(X) = 0, da andernfalls auch r(z) # 0, also die Behauptung
o(X) = H(X)g(X).

2. Mit der gleichen Argumentation und X" — 1 = 0 anstatt ¢(X) erhalt
man deg r(X) > degt(X)+deg g(X) > deg g(X) und folglich wiederum
r(X) =0, also X" —1=¢X)g(X).

3. Essei nun ¢'(X) ein weiteres Generatorpolynom, dann gilt auch ¢'(X) |
g(X) und ¢g(X) | ¢'(X). Da Generatorpolynome nach Definition nor-
miert sind, folgt sofort g(X) = ¢'(X). =

Um eine Generatormatrix zu einem gegebenem zyklischen Code C' C F [X]
aufstellen zu konnen, bendtigen wir zunéchst das Generatorpolynom g(X) =
go+ g1 X +...+g,_1 X" 1. Die Dimension k des Codes erhalten wir dann aus
der maximal linear unabhéngigen Anzahl von Basisvektoren von C' in F [z].

Als Basis bieten sich damit die Vektoren g(x), zg(x), z%g(x), ..., 2" 1g(x) an.
Sei nun 0.B.d.A. g(X) =go + 1 X + ... + g1 X" % dann ist

g9 91 - Gk 0O -+ 0

= 0 g 91 - G-k O

T 0

0O - 0 9o g1 - Yn—k
eine Generatormatrix von C.
Die Codierung einer Information a = (ay, . .., ax—1) ist nun als Multiplikation

von Polynomen darstellbar:

a-G=c2c(z)=((ag+a X + ...+ a1 X" 1) g(X)) mod (X" —1).
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Eine technische Umsetzung ist das so genannte Schieberegister (shift regis-
ter), wie sich bei [Ham87|, [Hei95] oder auch [van99] nachlesen ldsst. Um
Codeworter decodieren zu konnen bendtigen wir eine Kontrollmatrix, bzw.
geniigt uns auch hier wieder ein Kontrollpolynom, wie wir gleich sehen wer-
den. Da nach Satz 1.3.1 stets gilt g(X) | X" — 1, gibt es also ein Po-
lynom h(X), so dass g(X)h(X) = X" — 1 = 0. Ist, wie oben, g(X) =
go + 1 X + ... + gu_r X" * das Generatorpolynom, so hat das zugehérige
h(X) die Form h(X) = hg+ X + ...+ h X"

Definition 1.3.3. Ist C ein von g(X) € F[X] erzeugter (n, k)-Code, dann
heifst das normierte Polynom kleinsten Grades h(X) # 0, fiir das gilt g(X)h(X) =
X" —1=0in F[z] das Kontrollpolynom des Codes C'.

Damit fiir alle Codewérter ¢, d.h. fiir jede Linearkombination aus Zeilen von
G gilt H - ¢ = 0, bietet sich als zugehoérige Kontrollmatrix die Form

0 -« 0 hy -~ hy ho
: 0 hg -+ hy hy O
Hop = k 1 0 .
0 :
hy -+ hy hg O --- 0

an. Multiplizieren wir ndmlich die erste Zeile von G skalar mit der ersten
Zeile von H, so ist das Produkt g, _x_1hg + gn_rhr_1. Ein Vergleich der Ko-
effizienten von g(x) - h(z) mit dem Nullpolynom liefert

=1 : goho + gn—rhu = 0
LEI . g1h0+ggh1+... =0
" gpkeihe + gnokhe—r = 0

Der Koeffizient von 2”71 ist genau das Skalarprodukt von oben. Beim Mul-

tiplizieren der ersten Zeile von G' mit den iibrigen n — k — 1 Zeilen von H
entstehen analog die Koeffizienten von 22 bis 2. Zusammenfassend erhal-
ten wir das

Korollar 1.3.1. Es sei C ein zyklischer (n, k)-Code mit dem Kontrollpoly-
nom h(X) € F[X]|. Ein Element v(z) € F [z] ist genau dann ein Codewort
aus C, wenn in F[z] gilt h(z)v(z) = 0.

BEWEIS. Nach Definition ist ein Polynom ¢(X) genau dann ein Codewort
wenn es ein Polynom ¢(X) € F[X] gibt mit ¢(X) = ¢(X)g(X) = ¢(X)3~
und das ist genau dann der Fall, wenn A(X)c(X) = ¢(X) - (X" —1) =
0 mod (X" — 1) gilt.

(X)

[m]
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Anmerkung 1.3.1. Wir wollen im folgenden fordern, dass fiir den iiber
[F, definierten zyklischen Code der Lénge n gilt g¢7'(n,q) = 1. Dann gilt:
ist X" —1 = fi(X)fo(X) - fi(X) eine Zerlegung in (iiber FF,) irreduzible
Faktoren, so kommen alle f;(X) nur einfach vor, d.h. X™ — 1 ist separabel
(vgl. [BosO1], S. 182).

Wir haben damit die Moglichkeit eine von 2! verschiedenen Kombinationen
der irreduziblen Polynome auszuwéahlen und daraus das Generatorpolynom
eines Codes zu bilden. Das Grundprinzip, das hinter allen zyklischen Codes
steckt, besteht darin, dass man einer Information bei der Multiplikation mit
dem Generatorpolynom bestimmte (einfache) Nullstellen hinzufiigt und mit
dem Kontrollpolynom nachsieht, ob in dem empfangenen Wort noch alle
zugefiigten Nullstellen enthalten sind.

1.3.1 Reed-Solomon-Codes

Definition 1.3.4. Es sei [, wieder ein Korper mit ¢ Elementen, n,d € N
mit n | (¢ —1) und 2 < d < n sowie ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Ist
nun

gX)=(X =X =) (X —=¢) (L.7)
das Generatorpolynom eines zyklischen Codes der Lange n, so heifit C' Reed-

Solomon-Code?. Gilt sogar n = g — 1, so heifit C' primitiver Reed-Solomon-
Code.

Reed-Solomon-Codes finden in vielen Bereichen Anwendung, wie wir in ei-
nigen Beispielen (Bsp. 1.3.1) weiter unten sehen werden. Dies liegt neben
schnellen Codier- und Decodieralgorithmen vor allem an der Aussage des
folgenden Satzes.

Satz 1.3.2. Reed-Solomon-Codes sind MDS-Codes (optimale Codes).

BEWEIS. Es sei C' ein Reed-Solomon-Code vom Typ (n, k,d) und

1 .. 1
.. d—1
H = C ‘ : (1.8)
Cn'—l e C(d—l')(n—l)

eine n x (d—1)-Matrix. Wir zeigen zunéchst, dass H Kontrollmatrix von C ist,
dass also fiir die durch H bzgl. der kanonischen Basen beschriebene lineare

Zbenannt nach I. S. Reed und G. Solomon (1960)

12



Abbildung « : Fy — ]Fg_l gilt ker« = C. Es sei dazu a = (aq, ...,a,_1) ein
beliebiges Wort aus [y und C, g wie in Definition 1.3.4. Dann sind folgende
Beziehungen offensichtlich dquivalent:

a€C < alx) e (g(x)) < ) eF,lz]: alx) =t(z)g(x)
Sal()=0Vi=1,...,d -1 a€kera.

Da a beliebig gewahlt war gilt nunmehr C' = ker a. Die Kontrollmatrix H hat
die Gestalt einer Vandermondeschen Matrix. Da die ¢* verschieden sind fiir
1 =20,...,n—1, hat H dank der bekannten Determinante den Spaltenrang
d — 1. Auferdem sind auch mindestens d — 1 Zeilen linear unabhénging, die
Dimension des Bildes ist somit < d — 1. Mit dem Dimensionssatz folgt

n = dim ker o+ dim Im
—_— Y—
=dim C=k <d-1
also
n—k+1<d.

Gleichzeitig gilt auch fiir jeden Reed-Solomon-Code die Singleton-Schranke
(Satz 1.2.1) d < n—k+1 und damit insgesamt die Behauptung d = n—k+1.p

Beispiel 1.3.1 (Audio Compact Discs). 3 Auf einer gewohnlichen Au-
dio CD befinden sich durchschnittlich etwa 100.000 Fehler. Dass diese bei
der Wiedergabe nicht zu horen sind, ist im wesentlichen den Fahigkeiten
eines Reed-Solomon-Codes zu verdanken. Man verwendet einen primitiven
2-fehlerkorrigierenden Code vom Typ (255,251,5). Er ist definiert iiber dem
Korper Fos = Fas6 = F5, wie er aus dem Grundkorper Fy durch Adjunktion
einer primitiven 255-ten Einheitswurzel ¢ entsteht. Der Grad der Korperer-
weiterung ist hier 8. Folglich ist ein Polynom achten Grades notwendig, um
die gewiinschte Erweiterung zu erzeugen. Das Polynom X?°° —1 hat in Fy[X]
das irreduzible Polynom f(X) = X®+ X"+ X%+ X +1 als Faktor. Mit diesem
ist Fos = Fo [T /(f(T')). Das Generatorpolynom des Codes ist

9(X) = (X = QX = )X = )X = ¢

und entsprechend ist das Kontrollpolynom

X255 -1
9(X)

3Quellen: http://www.stanford.edu/class/ee387 /handouts/hw7.pdf,
http://www.math.uni-duesseldorf.de/ ~klopsch/students /seminar/cd _rscode.pdf

WMX)=(X =) (X =) =
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In der Praxis werden zwei gekiirzte? (255,251, 5)-Codes, genauer ein (32, 28, 5)-

Code und ein (28,24, 5)-Code, ineinander geschachtelt (cross interleaving)

und dadurch ein 32 - 8 = 256 stelliger Code realisiert. Dadurch wird ins-

gesamt ein Satz von 24 Zeichen aus Fys in ein Codewort von 256 Bit aus
28 24 _ 3

Fy = {0, 1} codiert. Die Informationsrate betréigt dann 5 - 55 = .

Beispiel 1.3.2. 5 Der NASA-Standard-Code fiir die Satellitenkommunikati-
on ist ein 16-fehlerkorrigierender Reed-Solomon-Code des Typs (255,223,33),
der mit einer Codeform verkniipft wird, die wir hier nicht behandeln wollen
(Faltungscodes). Das Generatorpolynom des ebenfalls tiber Fos definierten

Codes ist
143

g(xX) =[] (x = ¢).

j=112

Beispiel 1.3.3. 6 Beim digitalen Fernsehen wird fiir die Ubertragung durch
das Kabelnetz ein (204,188,17)-Reed-Solomon-Code verwendet. Fiir die Uber-
tragung via Antenne oder Satellit wird ein zusétzlicher Code zur Verkniipfung
notwendig, da diese Verbindungsarten stérungsanfilliger sind.

Wir wollen an dieser Stelle noch nicht auf Decodier- und Fehlerkorrektu-
ralgorithmen eingehen, sondern verweisen auf den folgenden Abschnitt iiber
BCH-Codes.

Das Grundkonzept der Reed-Solomon-Codes lésst sich noch verallgemeinern.

Definition 1.3.5. Es seien v = (vg,...,v,—1) und a = (ag,...,a,-1) aus
Fym, wobei v; # 0 und a; # a; fir ¢,j = 0,...,n — 1. Der generalisierte
Reed-Solomon-Code GRSk (a,v) hat als Codewdrter alle n-Tupel

(vof(ao)s viflar), ..., vn-1f(an-1)). (1.9)

Dabei durchlauft f die Menge der Polynome vom Grad kleiner als k, also
fE€Fm [x]deg<k'

Sindnunv = (1,...,1)unda = ((,¢?,...,¢") (n = ¢—1 und ¢ primitive n-te
Einheitswurzel), so erkennen wir unseren Reed-Solomon-Code aus Definition
1.3.4 wieder. Der Code besteht namlich in diesem Fall aus folgender Menge
von Wortern

C={(f(),....f(("); fe F, [X]deg<k}'

4Kiirzen bedeutet nichts anderes, als das die ersten 223 bzw. 227 Zeilen und Spalten
der urspriinglichen 251 x 255-Matrix gestrichen werden. d bleibt dadurch unverédndert.

®Quelle: http://www.cambr.uidaho.edu/chips,/rs16.pdf

5Quelle: http://www.radynecomstream.com /pdf/reedsol.pdf
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Fiir das Hamming-Gewicht eines solchen Wortes gilt
w(e) =n—4#{i; f(¢') =0} >n—degf>n—k+1
Wegen der Singleton-Schranke ist n — k + 1 > d, also
w(c) >n—k+1=d=min{w(c); ce C}.

Die Optimalitéit folgt unmittelbar und klar aus der Diggonal—Ahnlichkeit zZu
Reed-Solomon-Codes in Definition 1.3.5, da Diagonal-Ahnlichkeit offensicht-
lich den Typ erhalt.

1.3.2 BCH-Codes

Definition 1.3.6. Ein zyklischer Code der Lénge n iiber dem Korper F,
heift BCH"-Code zum Entwurfsabstand 6 (6 > 1), wenn sein Generatorpoly-
nom das kleinste gemeinsame Vielfache der zu ¢!, ¢+, ..., (92 gehorigen
Minimalpolynome fiir ein beliebiges | € Z ist, wobei ¢ € F,s (s € N) eine
primitive n-te Einheitswurzel ist.

Ist [ = 1, so heifst der Code BCH-Code im engeren Sinne.

Wenn n = ¢° — 1, wenn also ¢ ein primitives Element von Fs ist, dann wird
der BCH-Code primitiv genannt.

Korollar 1.3.2. Reed-Solomon-Codes sind primitive BCH-Codes.

Im weiteren wollen wir nur BCH-Codes im engeren Sinne betrachten, d.h.
[ = 1. Die Bezeichnung ,...zum Entwurfsabstand ¢* begriindet der folgende

Satz 1.3.3 (BCH-Schranke). Der Minimalabstand d eines BCH-Codes zum
Entwurfsabstand 6 ist mindestens 0.

BEWEIS. |Kai00] Es sei also C' ein BCH-Code zum Entwurfsabstand ¢ der
Lénge n. Zunéchst suchen wir wieder die Kontrollmatrix H (siche Beweis
von Satz 1.3.2). Die (§ — 1) x n-Matrix mit Eintrégen aus [

1 ¢ - g(n—l)

1 2 ... e
e | ¢ C.

|1 mDme

"benannt nach R.C. Bose und D.K. Ray-Chaudhuri (1960) sowie A. Hocquenghem
(1959)
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erfiillt die Bedingung HcT = 0 genau dann, wenn ¢ Codewort aus C' ist mit
der gleichen Begriindung wie in Satz 1.3.2 (¢! liegt im Kern von H). Wir
interpretieren die Korpererweiterung F,s wieder als s-dimensionalen Vektor-
raum iiber F,. Dazu wéhlen wir eine Basis B von Fs iiber F, aus. Erset-
zen wir in der Kontrollmatrix H jeden Eintrag aus Fgs durch den durch
B bestimmten entsprechenden Spaltenvektor aus Fy, so erhalten wir eine

s(0 — 1) x n-Matrix H. Dann ist der Code C' C [y genau der Kern der

Matrix H. Insbesondere ist die Minimaldistanz von C' gleich der minimalen
Anzahl von iiber F, linear abhéngigen Spalten von H. Nach Konstruktion
von H ist eine Menge von Spalten von H genau dann linear abhingig, wenn
die entsprechende Menge von Spalten von H linear abhéngig ist. Folglich ge-
niigt es, zu zeigen, dass die Determinante jeder (6 —1) x (§ — 1)-Untermatrix
von H ungleich Null ist. Die Determinanten, die auf diese Weise entste-
hen sind wiederum allesamt Vandermondesche Determinanten. Seien etwa

J1s 92y -+ -5 Js—1 € {0,1,...,n — 1} Spaltenindizes einer solchen Untermatrix
le Cj2 o Cjé—l
(G N (G P (S
B = : : :

<<6—.1)j1 (<5—.1)j2 (Cé_l.)jé—l
Die Exponenten konnen vertauscht werden und wir erhalten eine Vander-
mondesche Matrix

C:jl2 gsz C?5712
J1 J2 Js—1
po| @7 @

(Cj1)5—1 (<j2)5—1 (Cjaf.l)ts—l

fiir deren Determinante gilt

det(B) — Cj1+j2+...+j571 H(Cjb _ Cja) £ 0.
a<b
Dies gilt nur, da 1,(,¢?,...,¢""! paarweise verschieden sind (¢ war ja pri-
mitive n-te Einheitswurzel) und die Spaltenindizes j; ebenso. Also sind die
Spalten beliebiger (§ — 1) x (0 — 1)-Untermatrix von H linear unabhéingig
und damit hat ein beliebiges Codewort ¢ # 0 einen Minimalabstand > §. o

Bevor wir darauf eingehen, wie BCH-Codes decodiert und mogliche Fehler

erkannt und korrigiert werden kénnen, wollen wir ein kurzes Beispiel fiir einen

BCH-Code geben.
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Beispiel 1.3.4. ([van99], S. 92) Wir wollen einen primitiven BCH-Code im
engeren Sinne der Linge n = 31 = 2° — 1 (¢ = 2,5 = 5) iiber dem Kor-
per Fys zum Entwurfsabstand 6 = 8 konstruieren. Es sei ( eine primitive
31-te Einheitswurzel aus F9s. Dann ist das Generatorpolynom des primiti-
ven BCH-Codes nach Definition 1.3.6 das kleinste gemeinsame Vielfache der

Minimalpolynome von ¢, (?,...,¢". Die Minimalpolynome m;(X) von (* fiir
i=1,... 7sind

mi(X) = (X = (X = C)(X = (X = E)X = () = ma(X) = my(X),
ma(X) = (X = )X = )X = )X = X =) = me(X),

ms(X) = (X = )X = ()X = )X = O)X = (%) = mag(X) = my(X),
mr(X) = (X — ()X = X = )X = )X =)

Das Generatorpolynom ist das Produkt ¢(X) = mq(X)mg(X)ms(X)m7(X).
Da aber ms(X) = myo(X) = mg(X) gilt, sind im Generatorpolynom auch
¢? und ¢'° Nullstelle und damit der tatséichliche Minimalabstand wenigstens
11.

Wir wollen nun den oben angekiindigten Fehlerkorrekturalgorithmus vorstel-
len. Dieser kann z. B. bei [Hei95], [van99] oder [Kai00| nachgelesen werden.
Situation: Sei C' C IFZ ein BCH-Code zum Entwurfsabstand § = 2t + 1
und ¢ € F,s wieder eine primitive n-te Einheitswurzel. Im weiteren gelten
folgende Bezeichnungen:

e gesendetes Wort C(z) = Co + Ciz + ...+ Cpqz™t € C,

e empfangenes Wort R(z) = Ry + Rz + ... + R, 12" € F7,

e Fehlerpolynom E(z) := R(z)—C(z) = Eo+ Eyx+...+ E, 2" € FY,
e Fehlerpositionen M :={i € {0,1,...,n—1}; E; # 0},

e Anzahl der Fehler e := #M,

e Lokatorpolynom o(xz) := [],c),(1 — ('z) = 0g + o1z + ... + 0,2 und

e Auswertepolynom w(z) := ", ,, Ei('z HjEM\{i}(l — ().

Zunachst stellen wir fest, dass auftretende Fehler korrigierbar sind, wenn
wir in der Lage sind o(z) und w(z) auszurechnen. Tritt ndmlich ein Fehler
etwa an der i-ten Position auf, dann ist o(¢™*) = 0. Der aufgetretene Fehler
berechnet sich mit Hilfe des Auswertepolynoms zu

L —w(@)¢
E; = e (1.10)
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Kennen wir alle E;, so kénnen wir mittels C'(z) = R(z) — E(x) auf das
korrekte Codewort schliefien. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. e > t: Allgemein ist hier eine Fehlerkorrektur nicht moglich, da die
Anzahl der Fehler den Fehlerkorrekturindex iibersteigt. Im speziellen
sind dennoch Korrekturen abschéatzbar.

2. e < t: In diesem Fall ist eine Fehlerkorrektur grundséatzlich denkbar.
Zunichst sehen wir, dass mit (x) 'z = Y7 (i)l — 777, (Cx)! gilt

Sy BT R =YY
=1

ieM ieM =1 =1 ieM
oo
_ L Al
— S B,
=1
Wir wissen weiter, dass fiir das Syndrom

S = B(C') = R(¢Y) — C(¢) = R(SY (1.12)

mit 1 < [ < 2t ist, da C nach Voraussetzung ein BCH-Code zum
Entwurfsabstand 2¢ + 1 ist. Demnach sind die ersten 2¢ Summanden
obiger Darstellung von w(z)/o(z) bekannt; die tibrigen streichen wir.
Fassen wir nun die Gleichungen (1.11) und (1.12) zusammen, dann
erhalten wir

w(z) = o(x) Z St = (Z aixi> . <Z Slxl)

(1.11)

(1.13)

Da nach Konstruktion degw(z) <e,ist ), ., Sio; = 0fiire < k < 2t.
Wir haben damit ein homogenes lineares Gleichungssystem mit 2t — e
Gleichungen in den e 4+ 1 Unbekannten o, o1, ..., 0. gefunden und wir
wissen bereits, dass 0g = 1. Auf jeden Fall ist o(z) Losung des Systems.
Sei () = >_7_, ;" die Losung kleinsten Grades. Dann haben wir fiir
e< k<2t

0=> Siuor =Y > EC* 6 =) E¢*s(C"),  (1.14)
l

€M ieM
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also wieder ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten (. Ist
{i1,...,ic} = M die Menge der Fehlerpositionen, dann hat die Ko-
effizientenmatrix die Form

Ci1(2t—e+1) (et g(2t—e+1)i1 <(2t)i1

Cie(2t;e+1) <i;2t C(Zt—'e-&-l)ie C(Q;f)ie

Dies ist wieder eine Vandermondesche Matrix, deren Determinante un-
gleich Null ist, also ist F;a(¢™%) = 0 fiir i € M die triviale Losung. Da
E; # 0 fiir alle i € M, muss 6(¢™*) = 0 fiir alle ¢ € M. Damit sind alle
(1 — ¢*z) und damit auch das Produkt [[,.,,(1 — ¢’z) Teiler von 6(x)
also gilt o(z) | 6(z). Da 6(x) minimalen Grades war, gilt aber auch
o(z) | o(z) und damit die Gleichheit.

Wir haben nunmehr einen Algorithmus gefunden, der es uns erméglicht bis
zu t Fehler eines mit einem BCH-Code zum Entwurfsabstand § = 2t + 1
codierten Wortes zu korrigieren. In der Technik erfreuen sich weniger theo-
retische, dafiir schnellere Algorithmen, wie etwa der von Berlekamp/Massey
grofer Beliebtheit. Diese beruhen auf der Losung eines Kongruenzsystems

S(z)o(z) = w(z) mod

Die Arbeitsweise unseres Algorithmus wollen wir in einem Beispiel testen.

Beispiel 1.3.5. (siehe auch Anhang A.1) Gegeben ist ein 2-fehlerkorrigierender
BCH-Code vom Typ (15,7,5) iiber Fou = Fy [T] /(T* + T + 1) mit dem Ge-
neratorpolynom g(X) = X®+ X7 + X6 4+ X4 + 1. Das empfangene Wort ist

r = (111110111100101). Dies entspricht R(x) = x'* + 1% + 212 + 2™ + 210 +
"+’ + a4+ 1

1. Gehort r zum Code, so teilt g(x) das empfangene Wort R(x).
Ergebnis: g(z) t R(x), also R(x) kein Codewort.

2. Das Syndrom von R(z) wird berechnet. Dazu wird tiberpriift, ob die
ersten d — 1 = 4 Potenzen der primitiven 15-ten Einheitswurzel (, die
von dem Minimalpolynom m¢(z) = 2* + 2+ 1 erzeugt wird, Nullstellen
des Polynoms R(z) sind.

Ergebnis: S; = (4,89, = (8,95 =(, 5, = (.

3. Nun wird das Lokatorpolynom ausgerechnet. Wie oben beschrieben
erhalten wir ein 2 x 2-Gleichungssystem mit Koeffizienten Si,...,.9;
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und Unbekannten o4, 09 (09 = 1 ist bekannt):

S109 + Sa01 + S309 =0
SQO'Q + 530'1 + 540'0 =0

Ergebnis: (01, 09) = (¢*,¢%) und damit o(x) = *2? + (*x + 1.

4. Nach Konstruktion sind die Exponenten der Nullstellen des Lokator-
polynoms gerade die Fehlerstellen des Wortes R(x).
Nullstellen: x; = ¢, 2y = (13,

Es ist nur noch das Fehlerpolynom zu berechnen und der Fehler mit-
tels C(z) = R(z) — E(x) zu korrigieren. Das Fehlerpolynom lautet also

E(z) = 2% + 21,

Ergebnis: Das korrigierte Wort ist dann C(z) = 2! + 21?2 + 210 4 28 +
27 + 2% + 2% + 22 + 1. Der zur Probe berechnete Syndromvektor des
korrigierten Wortes ist tatsachlich der Nullvektor.

Der Algorithmus lasst sich dank Korollar 1.3.2 problemlos auch auf die in
Abschnitt 1.3.1 beschriebenen Reed-Solomon-Codes anwenden. Das Beispiel
1.3.5 ist ein 2-fehlerkorrigierender Code mit Informationsrate % Legen wir
den Korper Fos zugrunde, kann man mit Generatorpolynomen vom Grad
< 12 folgende weitere BCH-Codes vom Typ (63, k) konstruieren:

Anzahl Informationsstellen: k& | Anzahl korrigierbare Fehler: t | d > ¢
30 6 13
24 7 15
18 10 21
16 11 23
10 13 27
7 15 31

Im Satellitensystem INMARSAT® wird (neben anderen) ein (63,39)-BCH-
Code zur Dateniibertragung eingesetzt.

8INMARSAT betreibt ein Netzwerk von derzeit neun geostationirer Satelliten, die mobile

Kommunikation via Satellit ermoglichen.
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Kapitel 2

Goppa-Codes

Wir beschéftigen uns im zweiten Kapitel mit einer Klasse von Codes, die
noch relativ neu ist. Der russische Mathematiker V.D. Goppa kam um 1970
bei seinen Untersuchungen der BCH-Codes auf die Idee, diese als lineare
Konstrukte auf der projektiven Geraden iiber einem endlichen Ké&rper zu
betrachten. Das brachte ihn im weiteren dazu, neuartige fehlerkorrigierende
Codes auf linearen Rdumen tiber algebraischen Kurven zu entwickeln. Von
zentraler Bedeutung fiir die Bestimmung des Typs der Goppa-Codes ist der
Satz von Riemann-Roch, der im Abschnitt 2.2.3 besprochen wird. Am Ende
des Kapitels werden wir sehen, wie uns der urspriinglich aus der Funktionen-
theorie stammende Residuensatz eine Kontrolle der rational-geometrischen
Goppa-Codes ermoglicht.

2.1 Klassische- und affin-lineare Goppa-Codes

Wir betrachten wieder einen endlichen Korper F, mit einer Primzahlpotenz
q=p".

Definition 2.1.1. Essei g(z) = go+ g1z +. ..+ g:x' ein Polynom vom Grad
t aus Fys [7] (s € N). Sei D = (po, ..., pn—1) € Fyy, so dass g(p;) # 0 fiir alle
0 <i<n—1. Wir definieren den klassischen Goppa-Code C :=T'(D, g) als
die Menge von Codewdrtern ¢ = (co, ..., c,—1) € Fy, fiir die gilt

n—1

C;
T — P

= 0 mod g(z). (2.1)

=0

Anmerkung 2.1.1. Aquivalent dazu kénnen klassische Goppa-Codes auch
mittels einer Kontrollmatrix definiert werden (siehe [Sti93], S. 54).
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Unter den gleichen Voraussetzungen, wie oben wird dabei zunéchst ganz
allgemein ein Code C(D, g(x)) iiber F,- definiert durch die Generatormatrix

9(po)~" glp)™t - gpa-1)

pog(po)™"  prg(p1)! Pn-19(pn—1)""

H = (2.2)

ph " g(po) ™t P rg(pr) !

pf;ﬁg(pn—l)*l
Die Einschrénkung des zu diesem Code dualen Codes auf Fj
D(D, g(x)) = C(D, g(x))* NEL, also
I'(D,g(z)) ={ceFy; H-c" =0}

heifst klassischer Goppa-Code mit dem Goppa-Polynom g(x).

In dieser Definition ist der Bezug zu den generalisierten Reed-Solomon-Codes
(Definition 1.3.5) deutlich sichtbar. Wihlen wir némlich v; := g(p;)~! und
a; = p; firi =0,...,n — 1, sowie k = t, dann ist H Generatormatrix von
GRSk(a,v), denn 27 fiir j = 0,...,k — 1 ist Basis von F[z],,,. Damit
ist (D, g(z))* = GRSk(a,v), der klassische Goppa-Code I'(D, g(z)) also
offenbar dual zu einem GRSj(a,v)-Code.

Beispiel 2.1.1. Es sei ¢ wieder eine n-te primitive Einheitswurzel in Fgs,
g(x) = 2°~! das Goppa-Polynom und D = (1,¢(7Y, ..., ¢~ Y) das n-Tupel.
Der daraus konstruierte klassische Goppa-Code I'(D, g(x)) ist ein BCH-Code
zum Entwurfsabstand § im engeren Sinne. Die (6 — 1 x n)-Kontrollmatrix
bilden wir aus den gegebenen Parametern g(z) und D, wie oben zu

1 ¢@=1 . ¢0-1n—1)
11 _ =L A(—1)(5—
o 1 (¢ LoD (g( 1)) L =D -1)
=2 s N G=2) 16
1 (¢ 1)( )'C(é n oL, (g( 1)) .g( D(6-1)
1 Cé—l . C(6—1)(n—1)
1 C6—2 . C(6—2)(n—1)
| e

und erkennen die Kontrollmatrix aus dem Beweis von Satz 1.3.3 wieder, wenn
wir die Reihenfolge der Zeilen entsprechend vertauschen.
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Bevor wir im Abschnitt 2.3, den Ideen Goppas folgend, Goppa-Codes auf
der projektiven Geraden betrachten werden, wollen wir zunéchst eine affine
Interpretation geben.

Definition 2.1.2. Es seien A"(F) = F" der n-dimensionale affine Raum
iiber dem Korper F und D := (pg, ..., pn_1) € (A})" ein System von Punkten
der affinen Gerade A'(F), wobei p; # p; fiir alle i # j.

1. Die Abbildung
wp : F[X] —F"
f(X) = f(D) = (f(p0)7 s 7f(pnfl))
heifst Werte-Abbildung von D.

2. Es sei L C F[X] ein bzgl. IF linearer Unterraum. Das Bild von L unter
der Werte-Abbildung wp

C(D,L) :=wp(L) CF"

heifst affin-linearer Goppa-Code mit den Parametern D und L auf der
affinen Geraden A'(F).

Wir stellen fest, dass generalisierte Reed-Solomon-Codes G RSk (a, v) mit a =
D und v = (1,...,1) affin-lineare Goppa-Codes sind, denn es ist F [X]deg<k
ein I linearer Unterraum von F [X] mit Basis 1, X,..., X*~1. Insbesondere
sind damit auch alle Reed-Solomon-Codes affin-lineare Goppa-Codes.

2.2  Grundbegriffe 11

Bevor wir im néchsten Abschnitt zu geometrischen Goppa-Codes kommen,
miissen wir noch einige wichtige Begriffe und Zusammenhénge erkléren, auch
wenn hier nicht immer sofort der Bezug zu den Codes sichtbar ist.

2.2.1 Geometrische Uberlegungen - vom affinen zum
projektiven Raum

Bisher haben wir Goppa-Codes iiber der affinen Geraden A'(F) betrachtet.
Den affinen Raum A™ iiber einem Korper F kénnen wir uns allgemein als
Punktraum vorstellen. Seine Elemente sind Punkte, die durch jeweils n Ko-
ordinaten aus dem Grundkorper F gegeben sind. Der affine Raum A"(F)
selbst ist kein Vektorraum: in ihm sind die Addition zweier Elemente, sowie
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die Multiplikation eines Punktes mit einem Element aus dem Grundkorper
(skalare Multiplikation) nicht definiert.

Betrachten wir nun den n + 1-dimensionalen affinen Raum iiber F ohne den
Nullpunkt (0,0,...,0) und definieren darauf eine Aquivalenzrelation

(ag, a1, ... a,) ~ (Aag, Aag, ..., Aay,),

wobei A € F\ {0}. Dann ist jede Aquivalenzklasse eindeutig durch ein Sys-
tem homogener Koordinaten (ag,as, ... ,a,) bestimmt. Die Klasse wird mit
(ap : ay : ... : ap) bezeichnet. Durch diese Aquivalenzrelation wird der n-
dimensionale projektive Raum iiber dem Korper I definiert als

P"(F) = {(ap:ay:...:a,); (ag,ar,...,a,) € A" (F)\ {(0,0,...,0)}}.

P:=(ag:ay:...:a,) heilt projektiver Punkt.
Die projektive Gerade ist der 1-dimensionale projektive Raum

PHF) = {(a0 : a1); (a0, a1) € A*(F) \ {(0,0)}}.

Da F ein Korper ist, existiert ein multiplikatives Inverses zu ag # 0, so dass
sich mit a := gt die projektive Gerade schreiben lasst als

PYF)={(1:a); ac FU{(0:1)}.

Die Menge der projektiven Punkte, aus denen die projektive Gerade besteht,
kann demnach als Menge der Steigungen a € F affiner Ursprungsgeraden
in A%, bzw. als affine Gerade {(1 : a); a € F} interpretiert werden. Da
wir oben ay = 0 nicht beriicksichtigt haben, dieser Fall fiir a; # 0 jedoch
eintreten kann, miissen wir noch eine Gerade mit Steigung oo hinzufiigen
und definieren oo := (0 : 1) als den unendlich fernen Punkt.

Wir fassen zusammen:

o PY(F) = AY(F) U {oo} ist die projektive Gerade.

e Die Punkte P der projektiven Geraden (bis auf (0 : 1)) sind eindeutig
durch einen Parameter a € F bestimmt, d.h. P = P(a).

e Der Punkt (0 : 1) wird als oo definiert und heifst der unendlich ferne
Punkt.

Im folgenden ist P! = P!(FF).
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2.2.2 Funktionenkorper, Stellen, Divisoren, Funktionen-
raume und Differentialformen

Der gesamte Abschnitt orientiert sich weitestgehend an der Vorlesung [Hol99].
An einigen besonders gekennzeichneten Stellen haben wir Ergdnzungen vor-
genommen.

Funktionenkorper

Der iiber unserem Korper F definierte Polynomring F [X] ist nullteilerfrei
und besitzt ein Einselement, ist also ein Integritatsbereich. Wir sind daher in
der Lage einen Quotientenkorper iiber F [X] zu definieren. Dabei orientieren
wir uns an der Konstruktion der rationalen Zahlen als Briiche ganzer Zahlen
(vel. [Bos01]). Durch Aquivalenzklassenbildung entsteht dann

fX),
9(X)’
der Korper der rationalen Funktionen einer Variable X mit Koeffizienten aus
F oder einfach der rationale Funktionenkorper. Von zentraler Bedeutung fiir
die geometrischen Goppa-Codes ist das Verhalten der rationalen Funktionen
in den Punkten der projektiven Geraden P!. Insbesondere das Auftreten von
Null- oder Polstellen von rationalen Funktionen in diesen Punkten und ihre
Vielfachheiten werden uns im folgenden beschéftigen. Wir wollen hier bereits
folgende 1 : 1-Zuordnung zwischen den Punkten P = P(a) und oo von P!(TF)
und dem Funktionenkérper F(X) treffen:

P=P(a) «— (X —a) und co +— X' :=

F = F(X) = Q(F [X]) = { F(X),g(X) € FIX],g(X) # o}

1
<
Stellen

Definition 2.2.1. Essei p(X) = % mit g(X) # 0 eine beliebige rationale

Funktion aus F(X) \ {0}. Da F[X] ein ZPE-Ring ist, existiert zu vorgege-

benem p(X) eine eindeutige Darstellung ¢(X) = % = p(X)"“Qg;, wo-

bei p(X) ein Primpolynom ist, f1(X), g1(X) teilerfremd zu p(X) sind und
g1(X) # 0 gilt. Die Abbildung

kJ1(X)
g1(X)

heifst eine Bewertung von ¢ bzgl. eines Primpolynoms p(X). Um alle ratio-

nalen Funktionen bewerten zu kénnen, setzen wir noch v,(x)(0) := coz.

Mit X' := )—1( definieren wir weiter

vx/(p) == —deg f(X) + deg g(X) (2.4)

vxy: F(X) =2, ¢(X) =p(X)

= oo (p(X)) =k (23)
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und analog vx/(0) := ooy.

Die Bewertung der rationalen Funktionen des Funktionenkorpers F(X) be-
ziiglich der Primpolynome p(X) € F(X) und X’ ist ein Gruppenhomomor-
phismus von (F(X)*,-) — (Z,+) U {occ} mit folgenden wichtigen Eigenschaf-
ten (ohne Beweis; ¢, € F(X)):

1. vpx) () = 0oz genau dann, wenn p(X) =0,

2. Up(X)

(
(
3. vp(x)(
(v + ¥) = min{vyx) (@), vpex) (V) }, falls vpx) (@) # vpx) (V)
4. vpxy(p(X)) =1 und

5. Up(x)(

Da diese fiinf Eigenschaften erfiillt sind, sprechen wir allgemeiner auch von
einer diskreten Bewertung v,x) =: v von F/F.

Definition 2.2.2. Ein Ring O, der die beiden Eigenschaften
1. FCOC Fund
2. fiir alle p € F gilt o € O oder o=t € O

erfiillt, heifst Bewertungsring oder Stellenring des rationalen Funktionenkor-
pers F' = F(X).

Die Ringe
Op(X) = {tp e I, Up(X) > O}
_ {90 _ % € F; /(X),9(X) € FIX], p<X>+g<X>},
Ox :={p € F; vx >0} (2:5)
FX)
_ {90 L € P 0,000 € FIX), deg < degg},

wobei p(X) ein normiertes Primpolynom aus F [X] ist, sind demnach Stellen-
ringe, denn es ist jeweils I als Menge der konstanten Funktionen (v,(x)(c) =
0 Ve € F) echt enthalten und die Ringe selbst sind echte Unterringe von F
(denn fiir ¢ € F mit v,x) < 0 ist ¢ ¢ Opx), aber Opxy C F). Aukerdem
ist jedes ¢ € F eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) in Prim-
polynome zerlegbar und damit entweder ¢ € Opx) oder o' € Opx), und
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damit sind beide Forderungen aus Definition 2.2.1 erfiillt. Die zugehorigen
Einheitengruppen sind

Opix) =19 € F; vpx) () = 0},

O% = {p € F; vx/(p) = 0}. (2:6)

Einige Eigenschaften von Stellenringen fasst der folgende Satz zusammen.
Satz 2.2.1. Sei O ein Stellenring des Funktionenkorpers F'. Dann gilt:
1. O ist ein kommutativer Ring,

2. O ist ein lokaler Ring, d.h. O besitzt ein eindeutig bestimmtes Maxi-
malideal, namlich P := O\ O*,

3. O ist ein Hauptidealring, in dem P ein Hauptideal ist, d.h. P = (t) =
t - O mit einem erzeugenden Element t,

4. Wenn P =t - O ist, dann ist jedes Element 0 # ¢ € F eindeutig
darstellbar in der Form ¢ = t" - u, wobein € Z und u € O*.

BEWEIS. 1. Nach Definition ist F C O C F, wobei F' und F Korper,
also insbesondere auch kommutative Ringe sind. Dann ist auch der
Unterring O C F' kommutativ.

2. Ezistenz: Wir zeigen, dass P := O\ O* ein Ideal in O und dass P ma-
ximal ist. Es miissen also die Idealeigenschaften gepriift werden. Dazu
sei @ € P und o € O. Dann ist auch a -0 € O\ O* = P, denn wire
a-o € O so wire a eine Einheit. Des Weiteren gilt fiir zwei beliebige
Elemente a,a’ € P auch ¢’ — a € P, denn wir kénnen 0.B.d.A. anneh-
men, dass mit a,a’ auch a/a’ und 1 — a/a’ in O liegen. Mit der ersten
Idealeigenschaft ist dann auch o’(1 — a/a’) = @' — a € O und somit P
ein Ideal in O. Fiir die Maximalitdt von P miissen wir zeigen, dass fiir
ein weiteres Ideal I C O mit P C I C O folgt I = P oder I = O. Wir
nehmen an, es gibe ein Element ¢ € I, das nicht in P enthalten ist, d.h.
i € O*. Dann enthélt I sowohl P (denn ¢P C I), als auch die ganze
Einheitengruppe O*. Es folgt I = O* U P = O und damit P maximal.
Eindeutigkeit: Angenommen, es giabe ein zweites Maximalideal P’ € O,
P # P. Wir unterscheiden zwei Fille: a) P’ enthélt eine Einheit
e € O*. Dann ist P’ = O. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Ma-
ximalitdt von P. b) P’ enthélt keine Einheit aus O. Nun ist offenbar
P C P=0\O*und damit P = P" wegen der Maximalitdt von P
und P'.
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3. Wir beweisen die Behauptung hier nur fiir den Spezialfall O = O,x).
Es sei dazu a ein beliebiges Ideal aus Op(x) und a := min{v,x)(a); o €
a} > 0, sowie p € a mit v,x) (1) = a. Da vy(x)(0) = ooy ist, folgt 11 # 0.
Ist nun a € a beliebig, dann ist v,(x)(5) = vpx) (@) — vyex) () = 0.
Folglich ist % € Oy(x) und somit o € p- Op(x) = (). Da «a € a beliebig
gewéhlt war, gilt a C (u). Andererseits ist aber auch (1) € a und
damit (4) = a. a ist also von einem p erzeugt und damit Hauptideal.
Da auch a beliebig aus O x) war, ist jedes Ideal Hauptideal und O, x)
Hauptidealring. Damit ist dann auch das Maximalideal P Hauptideal
und wird entsprechend von einem Element ¢ erzeugt, so dass P =t-QO.

4. Existenz: Nach Definition ist fiir jedes ¢ € I entweder ¢ € O oder
el € 0. Wenn ¢ € O*, dann ist ¢ = t%. Ist ¢ ¢ O*, dann bleibt der
Fall ¢ € P zu betrachten. Da P ein Hauptideal ist, besitzt es ein er-
zeugendes Element ¢ und jedes Element des Hauptideals ist darstellbar
als Produkt einer Einheit und einer Potenz des Erzeugenden. Es gibt
also ein (maximales) m > 1, mit ¢ = t"u und u € O*.

FEindeutigkeit: trivial. O

Definition 2.2.3. Ist O ein Stellenring mit dem eindeutig bestimmten Ma-
ximalideal P, dann heifit P eine Stelle des Funktionenkorpers F'. Ein erzeu-
gendes Element ¢ des Maximalideals P = (t) =t - O heiftt lokaler Parameter
in P.

Pr := {P; P ist Stelle von F'}.

Op := O heilt Bewertungs- oder Stellenring an der Stelle P.

Beispiel 2.2.1. Im Stellenring Opx) ist p(X) ein lokaler Parameter und in
Ox ist dies X' = 1/X (siehe Gleichungen (2.5) und (2.6)).

Wir stellen dariiber hinaus fest, dass Kp := Op/P ein (Restklassen-) Korper
ist, da Op ein Ring und P Maximalideal ist. Insbesondere ist jedes Maxima-
lideal auch Primideal.

Lemma 2.2.1. Seip(X) € F[X] ein lokaler Parameter in der Stelle P. Der
Restklassenkdorper Kp := Op/P st eine endliche Kdorpererweiterung vom
Grad [Kp :F] = degp(X), falls P # oco. Fir P = oo ist [Kp:F] = 1.
Insbesondere ist Kp fiir alle Stellen P ein endlicher Korper mit #Kp =
(#F)deg:n(X) = gdeer(X),
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BEWEIS. Zum Beweis des Lemmas betrachten wir hier verkiirzend nur das
folgende Diagramm:

PP

P — Op — KPZOP/P
T T :
(p(X)) = FX] - F[X]/(p(X))

Die vertikalen Abbildungen sind injektiv. Also ist insbesondere (p(X)) C P.
Die Abbildung F[X] /(p(X)) — Kp ist zusitzlich surjektiv, also insgesamt
bijektiv und damit isomorph, da sie linear ist. Daraus folgt die Gleichheit

F[X]/(p(X)) = Kp. 0
Von besonderer Bedeutung ist die Abbildung

pp:Op — Kp, p — pmod P.

Definition 2.2.4. Es sei pp die Restklassenabbildung, wie oben. Das Bild
einer rationalen Funktion ¢

p(P) = pp(p)

in Kp heifst Funktionswert von y in der Stelle P.

Der Funktionswert einer rationalen Funktion in einer Stelle P ist demnach
der Rest, den die Funktion bei Division durch das P erzeugende normierte
Primpolynom lésst.

Definition 2.2.5. Sei p(X) = % € F weitestgehend gekiirzt.

1. Der Grad [Kp : F] der Korpererweiterung Kp/F heifst Grad der Stelle
P, in Zeichen [Kp : F| =: deg P.

9(X)
©(P) = 0, wenn also gilt p(X) | f(X). vp(e(X)) heifst dann Null-
stellenordnung von ¢ in P.

2. Die Stelle P heift Nullstelle von p(X) = L&) genau dann, wenn
)

3. Die Stelle P heifst Polstelle oder Pol von ¢(X) genau dann, wenn
é(P) = 0, wenn also gilt p(X) | g(X). 'Up(ﬁ) heifst dann Polord-
nung von ¢ in P.

Wir wollen nun die Punkte der projektiven Geraden iiber F mit den Stellen
des rationalen Funktionenkorpers F' in Beziehung setzen. Dabei helfen uns
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Satz 2.2.2. FEs gibt keine weiteren Stellen in dem rationalen Funktionenkor-
per F', aufler Pyxy := Opx) \ (’);(X) und Py := O \ OL.

und das

Korollar 2.2.1. Es gibt eine 1 : 1-Zuordnung zwischen Pr und der Menge
der normierten Primpolynome aus F [X] vereinigt mit {X'} = {1/X}.

BEWEIS. (von Satz und Korollar) siehe [Sti93], S. 10. 0

Das Korollar ldsst uns die Punkte P = P(a) und oo der projektiven Geraden
P!(F) mit den Stellen vom Grad 1 des Funktionenkorpers F' identifizieren,
also mit den von normierten linearen Primpolynomen erzeugten Maximal-
idealen in F(X):

PY(F) 3 a < (X —a) € F[X],
PL(F) 5 00 < (X') = (1/X) € F[X].

Divisoren

Definition 2.2.6 (und Satz). Wir betrachten wieder den rationalen Funk-
tionenkorper F' = F/F = F(X) tiber dem endlichen Kérper F = F, und
setzen mp, 1= vp,(p) = vy, (x)(p) fiir ¢ € F.

1. Ein Divisor ist eine formale Summe D := ZPGPF mpP, mit mp € Z
und m, = 0 fiir fast alle P.

2. Die freie abelsche Gruppe (Div(F'),+) (mit koeffizientenweiser Additi-
on der formalen Summen) heift die Divisorgruppe des Funktionenkor-
pers F'.

3. Der Trdger eines Diwvisors D ist die Menge der Stellen P, € Pr mit
mp, # 0, in Zeichen supp(D) := {P; € Pp; mp, # 0}.

4. Ein Divisor D heifst positiver oder effektiver Divisor, wenn mp, > 0 fiir
alle P, € Pp.

5. Wir definieren eine Ordnungsrelation (eine Halbordnung) auf Div(F)
durch D > 0 :& mp, > 0 fir alle P, € Pp. Und es ist D > D' <
D — D’ >0, da Div(F) additive Gruppe.

6. Der Divisor einer rationalen Funktion ¢ € F, definiert durch (p) :=
> perp Upi(x) (@) Pi heikt Hauptdivisor von ¢ € F. Die Menge der
Hauptdivisoren von F' ist eine Untergruppe der Divisorgruppe Div(F')
und wird mit Princ(F) bezeichnet.
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7. Der Grad eines Divisors wird durch deg D := ) pp (mpdeg P) defi-
niert. Hauptdivisoren haben Grad Null.

BEWEIS. (von 5.,6. und 7.) 5.: Die Ordnungsrelation ist reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch. Es ist D > D und fiir D > Fund F > Fist D > F,
sowie D > D' = D’ z D falls D # D’. Also ist > eine Halbordnung auf
Div(F).

6.: Es geniigt, zu zeigen, dass Summe und Differenz zweier beliebiger Haupt-
divisoren ¢, € Princ(F') in Div(F') enthalten sind. Dies sehen wir mit den
Definition 2.2.1 folgenden Eigenschaften der Bewertung sofort ein.

fX) Pt
9(X) T gtgse
und p;(X), ¢;(X) € F[X] paarweise verschiedene Primpolynome sind. Seien
P;, Q; die den Primpolynomen zugehdrigen Stellen, so ist (¢) von der Form

(p) = > iy miPi — >0 m;Q;. Fiir den Grad gilt damit

7.: Sei o = eine rationale Funktion aus I, wobei m;,n; € N

deg(p) = > mideg P, — Y n;deg Q; + vao(p(X))
i=1 =1

= midegp(X) = > njdegq;(X) + deg g(X) — deg f(X)
i=1 j=1
= deg f(X) — deg g(X) 4 deg g(X) — deg f(X) =0
und damit die Behauptung. o

In [van99| lesen wir, dass der Divisor einer rationalen Funktion ¢ die Rolle
eines Buchhalters spielt, der Auskunft iiber die Nullstellen und Pole von ¢
mit ihren jeweiligen Ordnungen gibt. Allgemein kénnen wir jeden Divisor in
einen Nullstellen- und einen Polstellenanteil zerlegen (mp € N, P, € Pp,

P, # P fir i # j):

D = iszPl — i mpiP
i=1

1=r+1

7 .
7

TV vV
Nullstellenanteil Polanteil

Definition 2.2.7. Zwei Divisoren E, E’ € Div(F) heiken linear dquivalent
(geschrieben: E = E'), wenn es einen Hauptdivisor (¢) € Princ(F') gibt, so
dass gilt

E' =FE + (e).
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Funktionenraume

Definition 2.2.8. Es sei D ein Divisor. Die Menge der rationalen Funktio-
nen

L(D):={peF; (p)+D>0}uU{0}
heiflt der durch D bestimmte Funktionenraum.

Ein so definierter Funktionenraum besitzt einige wichtige Eigenschaften, die
wir in einem Lemma zusammenfassen.

Lemma 2.2.2. Es sei L(D) ein durch D bestimmter Funktionenraum.

1. L(D) ist ein Vektorraum dber dem Kdérper F.
2. Fir seine Elemente ¢ € L(D) gilt fiir ein r € Ny:

(a) ¢ hat Polstellen in Py, ..., P, der Ordnung < mp, firl <i<r,
(b) ¢ hat Nullstellen in Py, ..., P, der Ordnung > mp, firr+1 <
1 < n.

BEWEIs. 1. Mita € F* und ¢, v € L(D) folgt die Abgeschlossenheit bzgl.
der Multiplikation mit einem Skalar:

LD) 3 (a-¢)=(a) + () =0+ (p) = (¢) € LID).

Die Abgeschlossenheit bzgl. der Addition zweier Elemente erhalten wir
mit der Dreiecksungleichung fiir Bewertungen, da mit (¢), (¢)) > —D
auch (¢ + 1) > —D ist.

2. folgt sofort mit einer Zerlegung des Divisors D, wie oben, in D
YoiimpP=3"" . mp P mit mp, € N und der Definition von ()
D.

o IV Il

Wir wollen hier nur ein konkretes Beispiel anfithren, das an spéterer Stelle
interessant sein wird.

Beispiel 2.2.2. Es sei G = (k—1) - 0o ein Divisor. Der zugehorige Funktio-
nenraum iiber F' ist dann

LG)={p e F; (p)+G >0}
={p € I, vp(p) > 0 Avs(p) > —(k — 1) VP # oo}

Xy
={p= 70 € F; —deg f(X) +degg(X) > —(k—1)}
)

= {f(X) e F[X]; deg f(X) < k}
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also die Menge der Funktionen mit Koeffizienten aus F vom Grad kleiner als
k. Dabei gilt (x), da g(X) = const € F*, denn sonst hétte g(X) einen Pol
im endlichen und es wire vp(1/g9(X)) = —vp(g(X)) < 0 fiir eine Stelle P im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 2.2.3. Linear dquivalente Divisoren liefern isomorphe Funktionen-
raume.

BEWEIS. Es seien E,E’ zwei Divisoren, fiir die gilt E' = (¢) + E, (€) €
Princ(F)und L(E), L(E') die zugehorigen Funktionenrdume. Die Abbildung
L(E) — L(E"), ¢ — e ist ein Isomorphismus, denn ¢ € L(E') < (p) >
—FE—(e)e(p)+(e)>—F<(p-€)>—FE < pec L(E). 0

Wir wollen nun die Dimension des F-Vektorraums £(D) untersuchen, die wir
mit [(D) := dimg L(D) bezeichnen.

Satz 2.2.3. Es sei L(D) der Funktionenraum zum Divisor D, dann gilt
1. I(D) < oo fiir jeden Divisor D € Div(F),
2. (D) =0, falls deg D < 0 und
3. (D) =1+4deg D, falls deg D > 0.

BEWEIS. 1. Die Korpererweiterungen Kp/F sind allesamt endlichen Gra-
des, also sind auch alle Stellen P von endlichem Grad. Damit ist auch
der Grad eines jeden Divisors (als endliche Summe) endlich. Die Be-
hauptung folgt dann aus 3. und 2.

2. Wir konnen zeigen, dass D = (deg D) - co. Dann ist auch £(D) =
L((deg D) - 00) und folglich I(D) = I((deg D) - o0). Es gilt auferdem
L((r—1)-00) =F[X]y,,, also I((r —1) - 00) = 7. Ist nun deg D <0,
so ist [(D) = I((deg D) - 00) = 0.

3. Fiir deg D > 0 erhalten wir mit den gleichen Uberlegungen, wie in 2.
schlieflich (D) = I((deg D) - 00) = 1 + deg D. O

Differentialformen
Wir betrachten wieder nur den Fall des rationalen Funktionenkorpers F'.
Definition 2.2.9. Es sei F' der rationale Funktionenkorper iiber F.
1. Die formale Ableitung eines Polynoms f(X) = > ja; X" € F[X] ist
definiert durch f/(X) =" iq; X"t
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2. Der Raum 2 := Qp := F - dX heilkt Raum der rationalen Differen-
tialformen. Dabei ist dX zunédchst nur ein Symbol, so dass Qp ein
eindimensionaler Vektorraum iiber F' mit Vektorraumbasis dX ist (der
frei erzeugte F-Modul, denn jeder Vektorraum iiber einem Koérper F

ist ein F-Modul).

3. Die Abbildung
d: F—Q, pr—dp:=¢ -dX

heifst Differentialabbildung, wobei fiir o = % € Fmit g(X) #0
J'(X)g(X)—f(X)g'(X)
9(X)? '

definiert ist ¢’ :=

Fiir die Differentialabbildung gelten die tiblichen Ableitungsregeln (Produkt-
regel, F-Linearitét). Fiir zwei Differentialformen w := f; -dy und n := gy - dp

wird eine Fortsetzung von % := g—: definiert durch % = 5—1, so dass auch die

dg

df dg _ df -
Kettenregel i o7 =% gilt.
Fiir die Bewertung einer Differentialform dX definieren wir

“WMV_{g,iiz’ (2.7)

wegen dX, = X/ dX = —1/X?%dX = —X2dX.
Damit konnen wir nun beliebige Differentialformen bewerten, was wir im
folgenden Beispiel zeigen wollen.

Beispiel 2.2.3. Es seien f,g € Fund w =g -dt € Qp.

e vp(g-dt) = vp(gt'-dX) = vp(g)+vp(t')+vp(dX) = vp(g9)+vp(t'-dX) =
vp g) + Up(dt)

frw)=vp(fg-dt) =vp(f)+vp(g) +vp(dt) =vp(f)+vp(g-dt) =
f)+vp(w

Definition 2.2.10. Es sei w €  eine Differentialform.

(
® Up(
(

uvp

1. Gilt vp(w) > 0, so heikt w reguldr in der Stelle P.

2. Ist w # 0, dann heift der Divisor (w) := ) pcp, vp(w) - P kanonischer
Drwvisor von w.

Ist w regulér in der Stelle P und ist vp(w) > 0, dann hat w in P eine
Nullstelle der Ordnung vp(w). Ist vp(w) < 0, w also nicht regulér, so hat w
in P eine Polstelle mit Ordnung —vp(w). Dies wird hier analog zu Definition
2.2.5 definiert.
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Es ist unmittelbar einsichtig, dass kanonische Divisoren Divisoren im Sinne
von Definition 2.2.6 sind. Denn ist etwa w = g - dX, g € F, eine beliebige
Differentialform aus Qp mit zugehoérigem kanonischen Divisor (w) = (g) +
(dX), dann ist vp(w) = vp(g) + vp(dX) = 0 fiir fast alle Stellen P € Pp,
gemék Gleichung (2.7).

Es ist weiterhin offensichtlich

deg(w) =deg((g) + (dX)) = deg(g) + deg(dX)

=0+ (0+...+ 0+ v,(dX)) (2.8)

= —-2.
Bemerkung 2.2.1. Sind w,n # 0 zwei Differentialformen aus 2, dann
finden wir eine rationale Funktion f € F', so dass w = f - 7. Folglich sind die
zugehorigen kanonischen Divisoren linear dquivalent geméafs Definition 2.2.3
und bilden eine Aquivalenzklasse, die wir mit W := (w) bezeichnen wollen.
BEwEIS. Nach Definition 2.2.9ist Qp = F -dX =F-n=F-f-n=F -w
fir ein f € F und es gilt (w) = (f-n) = (f)+(n) = (w) = (), denn f ist

rational. O

Definition 2.2.11. Es sei D ein Divisor auf Pr. Wir definieren einen Raum

QD) :={w € Qp; (w)—D >0}

und nennen seine Dimension dimg Q(D) =: §(D) index of speciality.
Satz 2.2.4. Es gilt (D) = (W — D).

BEWEIS. Es geniigt, zu zeigen, dass {2(D) isomorph ist zu L(W — D), denn
isomorphe Rdume haben die gleiche Dimension. Es sei W = (w). Wir be-
trachten die lineare Abbildung

¢: UD) = LW =D), f=o(f):=fw (2.9)
und sehen sofort ein, dass diese Abbildung bijektiv ist, also ist ¢ ein Isomor-
phismus und die Behauptung gezeigt. o

Daraus folgt unmittelbar, dass §(D) < oo, denn [(G) ist fiir alle Divisoren G
endlich nach Satz 2.2.3.

Definition 2.2.12. Unter einer logarithmischen Differentialform verstehen
wir eine Abbildung

A F*—Q, fr—>/\(f)::%-df.
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Sie hat folgende wichtige Eigenschaften:

o \(f) = % df = % : % Sdt = fTI - dt. Daher erklart sich auch der Name
Jogarithmisch®, denn (In(f)) = f'/f.

o M[f-9)=7-d(fg) = 7,-(g-df + f-dg) = 5 -df + % -dg = A\(f) + \(g)-

Man sagt, die logarithmische Differentialform sei additiv.

2.2.3 Der Satz von Riemann-Roch

Wir benétigen diesen Satz, um spéter Aussagen iiber den Typ residueller
Goppa-Codes machen zu kénnen.

Satz 2.2.5 (Riemann-Roch fiir das Geschlecht g = 0). Ist D ein Di-
visor aus Div(F) und W ein kanonischer Divisor, dann gilt

(D) — (W — D) = deg D + 1.

BEWEIS. Wir unterscheiden drei Falle:

1. deg D > 0: Es gentigt, zu zeigen, dass [(W — D) = 0. Dazu zeigen wir,
dass deg(W — D) < 0. Es ist

deg(W — D) = deg W — deg D &

—2 —deg D < 0. (2.10)
Die Behauptung folgt dann mit Satz 2.2.3.

2. deg D = —1: Nach Satz 2.2.3 ist in diesem Fall I(D) = 0. Mit Gleichung
(2.10) erhalten wir deg(W — D) = —1, also auch (W — D) = 0. Folglich
gilt die Behauptung auch in diesem Fall.

3. deg D < —2: Es ist wieder /(D) = 0. Mit Gleichung (2.10) ist [(W —
D) = (-2 —deg D) + 1. Insgesamt haben wir damit

(D) —I(W —D)=0—(—degD —2+1) =deg D + 1,

was zu beweisen war. O
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2.2.4 Der Residuensatz

Der Residuensatz wird uns im néchsten Abschnitt helfen, eine Kontrollmog-
lichkeit der dort definierten rational-geometrischen Goppa-Codes zu finden.
Bevor wir jedoch zum Satz kommen, miissen wir erst noch erkliaren, was wir
unter einem Residuum verstehen wollen.

Definition 2.2.13 (und Satz). Es seien F' der rationale Funktionenkorper
iiber F und P € Pr eine Stelle vom Grad 1 mit lokalem Parameter t = ¢(P).

1. Esseien f € F, ¢; € F, m € Z und n € N, dann gibt es eine eindeutige
Zerlegung

f=cmt™ + conrt™ M + e it" S, (2.11)

wobei gilt t" | f,. Diese Zerlegung heifst Laurentreihenentwicklung von
f in P bzgl. des lokalen Parameters t im Abschnitt [m,n).

2. Der (—1)-te Koeffizient einer solchen Entwicklung heifst das Residuum
der rationalen Funktion f in der Stelle P und wird bezeichnet mit

resy(f) == c_1.

3. Fiir eine Differentialform 2 > w = f - dt definieren wir das Residuum
von w in P durch

resp(w) = res;(f).

Es ist unabhingig von der Wahl des lokalen Parameters der Reihenent-
wicklung in P.

4. Die Menge F((t)) := {>_:2,, cmt™; m € Z, ¢; € F} ist ein Korper, der
Korper der formalen Laurentreihen.

Satz 2.2.6 (Residuensatz). Es sei w eine beliebige Differentialform aus
Qp =F -dX, dann gilt

Wir wollen diesen wichtigen Satz, wie auch den vorigen, hier nicht beweisen,
sondern verweisen auf die entsprechende Literatur zur Funktionentheorie.
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Lemma 2.2.4. FEs seien P eine Stelle vom Grad 1 aus P, f eine rationale
Funktion in Op und w € Qp eine Differentialform mit vp(w) > —1, dann
qilt

resp(f-w) = f(P)-resp(w).

BEWEIS. Wir betrachten die Laurententwicklung von w in der Stelle P bzgl.
eines zu P gehorigen lokalen Parameters ¢. Da nach Voraussetzung vp(w) >
—1 verschwinden alle Koeffizienten ¢; der Entwicklung fiir ¢« < —1. Die Ent-
wicklung von w ist also von der Form

W = (Cfltil + Coto + Clt + .. )dt (212>
Entwickeln wir nun auch f in einer Laurentreihe in P bzgl. ¢, so erhalten wir
f = a0t0+a1t+a2t2—|— ceey (213>

denn nach Voraussetzung ist f € Op, also vp(f) > 0 und damit alle Ko-
effizienten a; = 0 fiir j < 0. Mit den beiden Gleichungen (2.12) und (2.13)
erhalten wir
resp(f - w) = resy(agc_1t™" + (agco + arc_1)t* +...)
= apC_1
= (f mod P) - res;(c_it™ "+ cot’ + et +...)
— F(P) - resp(w)

was zu beweisen war. o
Wir benotigen spéater noch ein weiteres

Lemma 2.2.5. FEs gibt eine logarithmische Differentialform n € Qp, so dass
fiir die Stellen P;, i =1,...,n aus supp(D) gilt:

resp,(n) =1 und vp,(n) = —1.

BEWEIS. Es seien X —a; die mit P; identifizierten normierten Primpolynome
vom Grad 1, fiir j = 1,...,n und es sei h(X) := [[}_,(X — a;) das Produkt

j=1
dieser linearen Polynome. Dann gilt fiir das Residuum der logarithmischen
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Differentialform 7 := A(h) in der Stelle P;

n

resp,(n) = resp,(A(h)) = resp, (A [(X — a))))

und damit die erste Behauptung. Aufserdem gilt auch

vp, (1) = vp, (A( A J(X = ay)

7=1
n n 1
= o (DX =) = on (3 (- d(X )
=1 =1 !
also der zweite Teil der Behauptung. o

2.3 Geometrische Goppa-Codes

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie die vorbereiteten Erkenntnisse
iiber Stellen, Divisoren, Funktionenrdume und Differentialformen fiir die Co-
dierungstheorie nutzbar sind.

Im weiteren gelten folgende Bezeichnungen und Bedingungen:

e [ ist der rationale Funktionenkorper iiber dem endlichen Korper F =

F

Q>
e P, ..., P, sind paarweise verschiedene Stellen aus Pr vom Grad 1,
e D:=P +...+ P, ist ein Divisor aus Div(F),

e (i ist ein Divisor aus Div(F), so dass supp(D) N supp(G) = 0.

2.3.1 Rational-geometrische Goppa-Codes
Definition 2.3.1. Der zu den beiden Divisoren D, G gehérige Code

Ce(D,G) = evp(L(G)) :==A{(p(P1), ..., o(Fn)); v € L(G)} CF"

~~

=evp ()
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heifst rational-geometrischer Goppa-Code.

Wir werden nun einige Aussagen iiber den Typ eines solchen Codes machen.

Satz 2.3.1. EsseiCp(D,G) ein rational-geometrischer Goppa-Code des Typs
(n,k,d).

1. Die Linge n des Codes ist durch den Divisor D bestimmit.

2. Fir die Dimension k des Codes Cr(D,G) gilt allgemein:

k=1(G) -G - D)

und im speziellen unter der zusdtzlichen Voraussetzung, dass G ein
effektiver Divisor ist

b 14+ degG, fir degG < degD;
N deg D, fir deg G > deg D.

3. Fir den Minimalabstand d gilt d > 6 == n—deg G. Falls deg G < deg D
ist, gilt sogar d =n —k+ 1, also Cz(D,G) optimal.

BEWEIS. Zum Beweis des Satzes stellen wir zunéchst fest, dass alle Funk-
tionen ¢ aus L£(G) keinen Pol in den Stellen P, ..., P, haben, denn wegen
supp(D) Nsupp(G) = B ist vp,(¢) > —vp,(G) = 0. (Der Divisor G wird daher
auch als Polschrankendivisor bezeichnet.)

1. Damit ist offenbar ¢ € Op, und p(P;) € F, denn P; ist Stelle vom
Grad 1. Es folgt nun sofort, dass der aus den Tupeln (p(Fy), ..., o(P,))
bestehende Code die durch den Divisor D bestimmte Lange n hat.

2. Wir betrachten zum Beweis der allgemeinen Gleichung fiir £ die Ab-
bildung evp von L(G) in Cr(D,G). Der Kern dieser Abbildung ist der
Funktionenraum £(G — D) ={f € F; (f) > -G+ D = —(G — D)},
denn fiir alle f € L(G — D) ist evp(f) = fmod P, = 0 fiir die
P, € supp(D), da vp,(f) > 1 in L(G — D). Den Rest erledigt die
Dimensionsformel:

k = dimp Cz(D, G) = dim £(G) — dim ker(evp (L(G)))
—(G) - (G — D).

Fiir die Fallunterscheidung im speziellen erinnern wir uns an Satz 2.2.3.
Mit der allgemeinen Gleichung von oben und G > 0 erhalten wir die
Behauptung durch einfaches Ausrechnen.
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3. Es sei ¢ = evp(yp) ein Codewort aus Cr(D, G) mit Hamming-Gewicht
d. Dann gibt es nach Definition gerade n — d Stellen vom Grad 1,
etwa P;,..., P, ,, so dass ¢(P;) = 0 fiir diese Stellen und fiir alle
iibrigen aus supp(D) ungleich Null ist. Es ist ¢ also Element eines
Funktionenraums £(G — E) # {0}, wobei E := P, +...+ P, _,. Es
ist (G — E) > 1, woraus mit Satz 2.2.3 folgt: 0 < deg(G — F) =
deg G — deg E = deg G — (n — d) und somit

d>n—degG =.

Die Optimalitidt von C(D,G) im Fall degG < deg D folgt mit der
Singleton-Schranke (Gleichung (1.6)) und d > n—deg G = n—(k—1) =

Wir wollen im weiteren nur noch den optimalen Fall 0 < degG < deg D
betrachten, d.h. es ist £ =1+ degG.

Wie sieht dann eine Generatormatrix von Cr(D, G) aus? Wir erinnern uns,
dass die Zeilen einer Generatormatrix gerade die Basisvektoren des Codes

sind. Ist {fo, f1,..., faegc} €in linear unabhéngiges Erzeugendensystem von
1 + deg G Funktionen aus £(G), dann ist die Matrix
fo(P1) fo(P2) o fo(Fy)
AtP)  AR) - A(R)
GCE(D’G) - : : .. :
fdegG(Pl) fdegG(PQ) fdegG(Pn)

eine Generatormatrix unseres rational-geometrischen Goppa-Codes.

2.3.2 Goppa-Residuen-Codes

Definition 2.3.2. Es seien D, G Divisoren, die die oben angegebenen Be-
dingungen erfiillen. Der Code

Ca(D,G) :={(resp, (w),...,resp, (w)); w € UG — D)} CF"

(.

-~

=:Resp(w)

heifst Goppa-Residuen-Code oder residueller Goppa-Code.

Korollar 2.3.1. FEs seien D, G zwei Divisoren, wie oben. Der residuelle Goppa-
Code Cqo(D, Q) und der rational-geometrische Goppa-Code Cp(D,G) sind
dual zueinander:

Co(D,G)* = Cp(D,G).
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BEWEIS. Es ist zu zeigen, dass jedes Codewort ¢ = (D) := evp(p) €
Cr(D,G) senkrecht zu den Codewdrtern von Cq(D,G) ist. Mit Definition
1.2.2 soll also gelten

(¢(D), Resp(w)) = 0.

Wir berechnen das Produkt:
(p(D), Resp(w)) = ((p(P1), - .- p(Pn)), (resp, (w), ..., resp, (w)))

= > elP) - resn ()

= Z resp, (¢ - w) (wegen Lemma 2.2.4)
i=1

® (wegen des Residuensatzes 2.2.6, siehe unten).
Wir zeigen, dass (%) gilt. Die Summe der Residuen der Stellen vom Grad 1
zerfallt in zwei Summen:

0= Z res(p-w) = Z res(yp-w) + Z res(p - w)

PeP Pesupp(D) PePL\supp(D)

Es geniigt zu zeigen, dass sie zweite Summe verschwindet, denn dann muss
wegen des Residuensatzes auch die erste Summe verschwinden. Nach Vor-
aussetzung war ¢ € L(G), also (¢) > —G. Fir w galt w € Q(G — D), also
(w) > G — D. Daraus folgt nun, dass (¢-w) > —G+ G — D = —D ist. Damit
ist

> —1 falls P € supp(D),
vp(e# w){ >0 sonst.

Folglich sind die Residuen im Fall P € P} \ supp(D) allesamt 0 und damit
verschwindet die ganze Summe. Also muss die erste Summe 0 sein und die
Codes sind tatséchlich dual. o

Folglich ist eine Generatormatrix von Cq (D, G) gleichzeitig auch Kontrollma-
trix von Cr(D,G). Wir wollen wieder den Typ der eben definierten Goppa-
Residuen-Codes bestimmen.

Satz 2.3.2. Es sei Cq(D,G) ein durch die Divisoren D, G, fir die gelten
soll =2 < deg G < deg D bestimmter Goppa-Residuen-Code. Dann gilt fiir
seine Parameter (n, k*,d*):

1. n ist wieder durch D bestimmt,

2. k*=n—degG —1
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3. d* > degG + 2, also ist d* > n — k* 4+ 1 und Co(D,G) optimal.

BEWEIS. Wir stellen zunéchst fest, dass die Definition sinnvoll ist, da die
Residuen der Laurentreihenentwicklungen jeweils aus F sind.

1. Folglich ist die Lénge des Codes n durch die Anzahl der Stellen in
supp(D) festgelegt und es ist schlieklich n = deg D.

2. Nach Satz 2.2.4 gilt
E* = dimp Q(G — D) =06(G — D) =1(W — (G — D))
fiir einen kanonischen Divisor W. Mit dem Satz von Riemann-Roch ist
(W —-(G—-D))=1I(G—-D)—deg(G—D)—1.

Da aber deg(G — D) < 0 nach Voraussetzung, folgt (G — D) = 0 und
mit deg(G — D) = deg G — deg D haben wir die Behauptung bewiesen.
Es ist dann

)(G—D)=n—degG — 1.

3. Fiir die Abschétzung des Minimalabstands d* verfahren wir analog zum
Beweis der Abschéitzung von d fiir rational-geometrische Goppa-Codes.
Daher stellen wir hier abkiirzend nur noch fest: Es gibt ein w € Q(G —
D + E) # {0} mit E wie oben. Nach Satz 2.2.4 ist in diesem Fall
(W -G+ D —FE) > 1 und mit Satz 2.2.3 und Gleichung (2.8) gilt nun

0 <deg(W—-G+D—E)
=degW —degG +degD —deg
=—-2—degG+n—(n—d),

also d* > deg G+ 2, wie behauptet. Die Optimalitat folgt ebenfalls mit
der Singleton-Schranke. 0

Wie es nicht anders zu erwarten ist, zeigt sich, dass fiir die Summe der
Dimensionen der beiden zueinander dualen Codes Cq(D,G) und Cr(D, G)
mit deg G < deg D gilt

k+k*=(14degG)+ (n —degG —1) =n.

Wir wollen nun {iberlegen, wie wir eine Generatormatrix fiir einen solchen
Residuen-Code Cq(D, G) finden kénnen. Dabei hilft uns die in Korollar 2.3.1
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festgestellte Orthogonalitdt von Cr(D,G) und Cq(D,G). Wir kennen be-
reits die Generatormatrix von Cr(D,G) aus dem vorigen Abschnitt. Diese
ist gleichzeitig Kontrollmatrix von Cqo (D, G). Auf der anderen Seite ist aber
auch jede Kontrollmatrix von Cr (D, G) Generatormatrix von Cq(D, G). Das

Problem reduziert sich daher darauf, eine Kontrollmatrix von C,(D,G) zu
finden.

Bemerkung 2.3.1. Essei Cr(D, G) ein rational-geometrischer Goppa-Code
des Typs (n,k,d) und G eine Generatormatrix in Standardform, so dass
sich durch Spaltenpermutationen mittels einer n x n-Matrix P eine Form
G =P-G = (Ix A) erzeugen léasst, wobei wir mit I} die k x k-Einheitsmatrix
bezeichnen wollen. Dann ist die Matrix

H =H PT .= ([_A>
n—k

eine Permutation der Kontrollmatrix H des Codes C(D,G).

BEWEIS. G kann mit dem Gauss-Algorithmus soweit transformiert werden,
dass mit Spaltenvertauschungen eine Standardform hergestellt werden kann.
Die entstandene Matrix ist Generatormatrix eines zu Cr (D, G) dquivalenten
Codes gleichen Typs. Wir haben lediglich die Information von der Redundanz
getrennt. Die Permutationsmatrizen P und PT sind zueinander invers; ihr
Produkt ist eine Einheitsmatrix. Es gilt daher

H-G=H-P-P.G=H-G=-A+A=0

und damit die geforderte Orthogonalitit. o

Die transponierte Matrix H'? ist also eine Generatormatrix des zu C(D, G)

dualen Codes Cq(D, G).

Auf den ersten Blick scheinen Goppa-Residuen-Codes sehr verschieden
von rational-geometrischen Goppa-Codes. Der néchste Satz lasst sie uns ein-
fach nur als residuelle Darstellung rational-geometrischer Goppa-Codes ver-
stehen.

Satz 2.3.3. ([Sti93], S. 48) Es seien D = Py + ...+ P, und G zwei Divi-
soren mit supp(D) N supp(G) = O und Cq(D,G), Cr(D, Q) die zugehdorigen
Goppa-Codes. Ist nunn € Q) eine logarithmische Differentialform, fir die gilt
vp,(n) = —1 und resp,(n) =1 firi=1,...,n, dann ist

Cr(D,G)*: = Cq(D,G) = Cp(D, H),
wobei H =D — G+ (n).
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BEWEIS. Zunéchst stellen wir fest, dass wegen der Voraussetzungen vp, (1) =
—1firi=1,...,n und supp(D) N supp(G) = O fiir den Schnitt supp(D) N
supp(D—G+(n)) = 0 gilt. Die Differentialform n existiert nach Lemma 2.2.5.
Der Funktionenraum £(H) = L(D — G+ (n)) ist somit sinnvoll definiert. Mit
Satz 2.2.4 wissen wir bereits, dass es einen Isomorphismus ¢ gibt, der L(H)
mittels ¢(f) = fn auf Q(G — D) abbildet, da (n) ein kanonischer Divisor

ist. Verwenden wir die Voraussetzung, dass resp,(n) = 1 fiir i = 1,...,n ist,
dann erhalten wir
(L. 2.2.4)
f(P) = f(R)-1=f(R)-resp(n) = "resp(fn) (2.14)

fir alle ¢« = 1,...,n. Damit folgt unmittelbar die Gleichheit Cq(D,G) =
Cr(D, H), da die Funktionenrdume isomorph sind und sich die Darstellung
mit der Gleichung (2.14) beliebig tiberfiihren lésst. =

Proposition 2.3.1. ([Sti95], S. 205) Es seien y und t rationale Funktion
aus F mit vp (t) =1, vp(y) =0 und y(P;) =1 fir allei =1,...,n. Fir das
Differential n =y - A(t) =y - % gilt dann vp,(n) = —1 und resp,(n) = 1.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist vp,(t) = 1, t also lokaler Parameter der
Stelle P;. Entwickeln wir y in eine Laurentreihe in der Stelle P; bzgl. des
lokalen Parameters ¢, so ist  von der Form

dt
=y Mt)=y-—
dt
t
=1t +e+..)dt

— (1t tt..)

Das Residuum ist dann tatséchlich 1 und es gilt vp,(n) = —1, da der erste
von Null verschiedene Koeffizient in der Reihe der von ¢! ist. o

Als Folgerung erhalten wir fiir den Divisor H aus Satz 2.3.3
H=D-G+ (n)=D -G+ (y) + (dt) — (1),

wobei fiir y, ¢t € F gelten muss vp, (t) = 1, vp,(y) = 0 und y(P;) = 1 fiir alle
1=1,...,n.
2.3.3 Decodieralgorithmus

Wir wollen nun zur Praxis zuriickkehren und einen Algorithmus® zur Deco-
dierung mit Fehlerkorrektur fiir geometrische Goppa-Codes vorstellen. Dieser

! Anmerkung: Der Algorithmus geht zuriick auf Arbeiten von A.N. Skorobogatov und
S.G. Vladut.
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kann in ([Sti93], Kap. VIL.5) nachgelesen werden. Zur Herleitung betrachten
wir einen beliebigen residuellen Goppa-Code Cq(D,G) vom Typ (n, k*, d*)
mit Divisoren D, G. Dieser korrigiert bis zu ¢ < [%] Fehler in einem Co-

dewort, der Lénge n. Wir verwenden im weiteren folgende Bezeichnungen:

e empfangenes Wort: a = (ay,...,a,)
e richtiges Codewort: ¢ = (cq,...,¢y)
e Fehlervektor: e = (eq,...,e,) :=a —c

e Fehlerpositionen: M :={i; ¢; #0, 1 <i <n}

e Syndrom: s(b) := [b, f] := (b,evp(f)) = >_j_,b; - f(F;), wobei b =
(b1,...,bp) € Fy und f € L(G)
Da Cq(D,G)* = Cr(D, Q) gilt, erhalten wir mit der Abbildung [-,-]? eine
neue Beschreibung von Cq(D, G):

Ca(D,G) = {b e F7; b, f] = 0Vf € L(G)}. (2.15)

Es sei von nun an 0 < w(e) = #M < t. Wir definieren einen weiteren Divisor
G1 € Div(F) mit folgenden drei Eigenschaften:

supp(G1) N supp(D) = 0,

deg G < degG' + 2 — t, (2.16)

I(Gy) > t.
Unser erster Schritt wird sein, eine Fehlerlokatorfunktion zu konstruieren,
d.h. eine rationale Funktion f aus L£(G,), fiir die gilt f(P;) = 0 fiir alle
1 € M. In einem zweiten Schritt wollen wir dann die einzelnen Fehlerwerte
e; und damit den Fehlervektor e bestimmen. Dazu haben wir einige lineare

Gleichungssysteme zu l6sen. Wir fixieren zundchst Basen der Funktionenréu-
me

{fi, ..o, fi} fiir L(Gh),
{91, gx} fiir L(G — Gy),
{hlyahm} fir E(G)

Diese hangen nicht vom empfangenen Wort a ab. Es ist offensichtlich f\g,
wieder ein Element aus £(G). Wir betrachten das Gleichungssystem

!
Z[a,ngp] cxa=0mit p=1,...,k. (2.17)
A=1

’[]: Fy x L(G) — F/Fy, (b, f) = X7, bj - f(P;) offensichtlich bilinear
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Lemma 2.3.1. Mit obigen Vereinbarungen und Bezeichnungen hat das Glei-
chungssystem (2.17) eine nicht-triviale Losung. Ist (aq,..., o) eine solche
nicht-triviale Losung, so setzen wir

l
fi=) anfr € L(GY). (2.18)
A=1

Dann ist f(P;) = 0 fiir alle Fehlerstellen i € M, f ist also eine Fehlerloka-
torfunktion.

BEWEIS. Der Funktionenraum L(Gy — ) ,.,, F;) hat Dimension > 0, da
0 < #M < t < l(G;) nach Voraussetzung (2.16). Stellen wir nun eine
Funktion z # 0 aus £(G1 — ) _,c,, F;) als Linearkombination der fixierten
Basisvektoren {fi,..., f;} dar

z
2= nh
=1

wobei v\ € F,, dann ist auch zg, enthalten in £(G4) fiir alle p = 1,...,k

und wir erhalten l

[a, 2g,] = Z [a, fxg,) - 1. (2.19)

A=1

Auf der anderen Seite wissen wir, dass fiir das Codewort ¢ € Cq(D, G) und
ein beliebiges Wort aus £(G), also insbesondere auch fiir zg, € L£(G;) gilt
[c,zg,] = 0, da Cq(D, G)* = C¢(D,G). Wir fassen unsere bisherigen Ergeb-
nisse zusammen und erhalten

[ ng] =[c+e, ng] = e, ng] + [e, ng]

= le;2g)) =Y _ei-2(P) - g,(P) = 0.

=1

(2.20)

Die Summe verschwindet, da alle Summanden verschwinden. Es ist namlich
e; =0, wenn ¢ ¢ M und z(P;) =0, wenn i € M, denn z ist nach Konstruk-
tion aus £(G1 — Y _;cp F;) und damit ist vp,(z) > 1 fiir die i € M.

Daraus folgt, dass v = (71, ...,7;) eine nicht-triviale Losung des Gleichungs-
systems (2.17) ist, denn z # 0 und die linke Seite von (2.19) verschwindet
wegen (2.20).

Den zweiten Teil des Lemmas beweisen wir indirekt. Wir wéihlen eine beliebi-
ge nicht-triviale Losung (ay, ..., ;) aus und setzen f := Zl)\zl a fx. Nehmen
wir also an, es gébe ein ig € M, so dass f(P;,) # 0. Nach unseren allgemeinen

47



Voraussetzungen (2.16) ist

deg(G — G — ZR) >degG — degG, —t> —2.
ieM <deg G+2—t

Dann gilt mit dem Satz von Riemann-Roch auch

LG=Gi=) P)SLEG-Gi— >, P).

ieM i€eM\{io}

Folglich ist es moglich, eine Funktion h in £(G — G4) zu finden, so dass
h(P,) # 0 und h(P;) = 0 fir die iibrigen i € M \ {ip} ist. Wir berechnen

wieder

n

i=1

:eio'f(Pi)'h<Pio)7éO'

Da sich h als Linearkombination von {g¢i, ..., gy} darstellen ldsst und wir
bereits aus den Gleichungen (2.17) und (2.19) wissen, dass fir p=1,...,k

(2.21)

l

[CL, fgp] - Z [aa f)\gp] cay =10

A=1
gilt, haben wir einen Widerspruch. Also muss f(F;) = 0 sein fiir alle i € M .g

Bezeichnen wir mit Ny := {i; 1 <i <n, f(P;) = 0}, so stellen wir fest, dass
stets gilt
deg Gy > #Ny, (2.22)

denn es war f € L(G1 — 3 ¢y, F2) nach Konstruktion. Wir kénnen nun zum
zweiten Schritt iibergehen und den Fehlervektor e bestimmen. Wir betrachten
dazu ein weiteres lineares Gleichungssystem

S ha(P) -z = [a, ] (2.23)

1€ENy
mit p=1,...,mund {hy,...,h,} Basis von L(G).

Lemma 2.3.2. Unter obigen Voraussetzungen besitzt das Gleichungssystem
(2.23) genau eine Lésung. Die eindeutig bestimmte Ldosung entspricht den
Komponenten e; des Fehlervektors, fir die f(P;) =0 gilt.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Losung. Da e; = 0 fiir alle
i & M, ist (e;)icn, eine Losung des Systems (2.23), denn

[a> h#] = [C +e, hu] = [67 hu]

= e () = Y e ().

€Ny

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es gibe eine zweite Losung

des Systems, etwa (€;)icn,. Wir konnen den Vektor €’ := (e}, ..., e,) bilden,

r n
indem wir e, = 0 setzen fiir die Positionen i = 1, ... n, fiir die f(P;) # 0 ist.
Damit erhalten wir

€, h] = Z hu(P;) - € = [a, hy] = [e, ]
= le',h,] —[e,h) =[¢ —e h,) =0

fir p = 1,...,n. Da {hy,..., h,} Basisvektoren von £(G) sind, folgt, dass
¢’ — e Element von Cq(D, G) ist, wegen Gleichung (2.15). Wir schétzen den
Abstand von e zu €', also das Hamming-Gewicht von ¢’ — e ab:

d(e,e) =w(e —e) <w(e)+w(e)
(2.22) (2.16) S.2.3.2
<H#Np+t < degGi+t < degG+2 < d".

Da aber der Minimalabstand von Cq(D,G) gerade d* ist, bleibt nur noch
¢/ = e um die Abschatzung zu erfiillen. 0

Zusammengefasst erhalten wir folgenden Decodieralgorithmus:

1. Berechne das Syndrom s(a). Ist s(a) = 0, dann ist kein Fehler enthal-
ten/erkennbar; andernfalls nachster Schritt.

2. Bestimme eine nicht-triviale Losung (v, . . ., «;) des Systems (2.17) und
bilde damit die Fehlerlokatorfunktion f = 3"\_, axfy.

3. Berechne die mdglichen Fehlerpositionen 1 < ¢ < n iiber f(F;) = 0 fiir
diese Stellen.

4. Der Fehlervektor ist die Losung des Systems (2.23), wobei e; = 0 gesetzt
wird, falls f(P;) # 0 fiir eine Position.

5. Rekonstruiere nun das korrekte Codewort ¢ aus dem empfangenen Wort
a mittels ¢ = a — e. Probe durch Syndromberechnung von c.
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Wir wollen diesen Algorithmus in einem Beispiel testen. Gleichzeitig wollen
wir auch zeigen, wie ein Goppa-Code konkret aussehen kann und wie Code-
worter erzeugt werden.

Beispiel 2.3.1. (siche auch Anhang A.2) Unser Code Cq(D, G) soll die Lén-
ge n = 15 und einen Minimalabstand von wenigstens d* = 7 haben. Wir
betrachten die projektive Gerade iiber dem Korper F = Fi4. I[hre Punkte

identifizieren wir wieder mit den Stellen vom Grad 1 aus Pr in der tiblichen
Weise.

Stellen vom Grad 1 | normierte Primpolynome | Punkte der projektiven
in Pp 1-ten Grades Geraden P*(TF)
Py X (1:0)
Py X —=C (1:¢)
ISE X - ¢ (1:¢")
00 X' =1/X oco=(0:1)

Fiir den Divisor D definieren wir dann D := P; + ... + P;5, womit wir auch
die Vorgabe n = 15 einhalten. Die beiden iibrigen Parameter k*, d* werden
durch den Divisor G bestimmt. Da supp(D) N supp(G) = O gelten soll, bieten
sich fiir G lineare Kombinationen aus Fy und oo an. Ferner gilt nach Satz
2.3.1,dass k* =n—degG—1, falls deg G < deg D und d* = n—k*+1, wegen
der Optimalitat der Goppa-Codes. Mit d* = 7 folgt k* = 9. Wir konnen also
G := 5 - 00 als zweiten Divisor wahlen. Daraus folgt, dass &k = n — k* = 6.
Der Funktionenraum L£(G) ist dann gerade die Menge der Funktionen mit
Koeffizienten aus F vom Grad < 6, also F [X],, . Eine zu C(D, G) gehorige
Generatormatrix ist dann wegen der Basis h = {1, X, ..., X} von L(G) die

Matrix
1 1 . 1
C <2 . <'15

Heo (D s00) = = Gop(D500)-

¢® (¢ e ()
Sie ist die Kontrollmatrix von Cq(D, G)?. Wie wir aus Bemerkung 2.3.1 wis-
sen, lasst sich daraus eine Generatormatrix des Residuen-Codes bilden. Diese

3Die Ahnlichkeit zur Kontrollmatrix eines BCH-Codes ist kein Zufall, wie wir im néchs-
ten Kapitel sehen werden.
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geben wir hier nur als Resultat an.

1 ¢6 ¢3¢ B ¢ 100000000
G ¢z ¢ ¢t 1 010000000
1 ¢ ¢ ¢ ¢2 ¢ 001000000
¢ ¢v ¢t ¢ ¢ ¢C 000100000
Gognsoy=| ¢ ¢ ¢® ¢ ¢ ¢ 000010000
CH C13 Cﬁ CM CH <2 0 0 O O O 1 0 0 0
2ol it ¢l 5 000000100
Gttt 000000010
63 M Bt 1T 000000001

Wir wollen eine Information von 9 Bit, z.B. (7, ¢, ¢'2, ¢4, ¢, ¢, ¢4, ¢, ¢1)
codieren. Dazu lassen wir die Generatormatrix G, (p5.00) Von rechts darauf
wirken und erhalten als Codewort

c= (<-14’ C3’ <7 g87 17 <—137 <-77 17 <12, <-47 C67 C7 C47 C5; C14)'

Wihrend der Ubertragung sollen drei Fehler auftreten, so dass das empfan-
gene Wort lautet

a = (Cl4 CS C gS C9 C13 C7 Cll ClQ C4 Cﬁ g <-4 C? C14)-
Dies entspricht der Addition a = ¢ + e eines Fehlervektors
6: <O7 O? 07 07 C2707 07 C14707 07 07 07 O? <67O)'

zum Vektor c. Auf der Empfingerseite wird zunéchst das Syndrom berechnet.
Dazu wahlen wir 0.B.d.A. f(X) = X aus £(G). Damit ergibt sich

s(a) = o, f(X)] = D> aif (P) = #0
i=1

und wir stellen fest, dass a fehlerbehaftet ist. Nun benétigen wir den Di-
visor G; mit den Eigenschaften (2.16). Sei G; = 3 - 00 und {fi,..., fa} =
{1,X,..., X?} Basis von £(G1). Der Funktionenraum £(G — G1) = L(2-00)
habe {g1, 2,93} = {1, X, X?} als Basis. Wir suchen jetzt eine Fehlerloka-
torfunktion. Dazu brauchen wir eine nicht-triviale Losung des homogenen
Gleichungssystems

4
Z[a,ngp]-x,\:Omitpzl,...,?).
A=1
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Wir setzen ein und erhalten das folgende System in Matrixschreibweise

SN
T 1] =0
¢ )\

Als eine nicht-triviale Losung finden wir (¢2,¢3,¢*,1). Die Fehlerlokator-
funktion ist dann

f<X>:<12+C3X+€4X2+X3

und wir ermitteln damit die potentiellen Fehlerstellen, indem wir fiir 1 <
i < n die Werte von f(F;) berechnen. Wir sehen dabei, dass f(F;) fiir
i € {5,8,14} =: Ny verschwindet. Damit haben wir die méglichen Fehlerpo-
sitionen gefunden. Nun wollen wir die Fehlerwerte mit Hilfe des Gleichungs-
systems

1 1 1 7
gf’o C; g;l €5 gz
cBo | e8| = ¢ (2.24)
SN €14 1
ClO <10 <1O CQ

berechnen. Der Computer liefert als Fehlerwerte es = (2, eg = (!4, e14 = (5.
Mit der Beziehung ¢ = a — e ldsst sich nun leicht das richtige Codewort
herstellen.
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Kapitel 3

Elementare Codes als
Goppa-Codes

Ziel dieses Kapitels soll es sein, zu untersuchen, wie sich die im ersten Ka-
pitel beschriebenen elementaren Codes in der Theorie der Goppa-Codes aus
dem zweiten Kapitel darstellen. Wir werden sehen, dass den generalisierten
Reed-Solomon-Codes eine besondere Bedeutung bei diesen Untersuchungen
zukommt. Wir orientieren uns dabei an [Sti93|, Kapitel 11, reduzieren jedoch
wieder auf die projektive Gerade (g = 0).

Grundsatzlich sollen auch in diesem Kapitel wieder folgende Bezeichnungen
und Bedingungen gelten:

e F =T(X) ist der rationale Funktionenkdrper iiber dem endlichen Kér-
per F =T,

e P, ..., P, sind paarweise verschiedene Stellen aus Pr vom Grad 1,
e D:=P, +...+ P, ist ein Divisor aus Div(F),
e (G ist ein Divisor aus Div(F), so dass supp(D) N supp(G) = 0.

Wenn wir von rationalen Goppa-Codes reden, dann meinen wir damit von
nun an rational-geometrische Goppa-Codes.

3.1 Reed-Solomon-Codes

Im ersten Kapitel haben wir gesehen, dass wir Reed-Solomon-Codes zu gene-
ralisierten Reed-Solomon-Codes verallgemeinern kénnen. Insbesondere konn-
ten wir dort auch alle Reed-Solomon-Codes als generalisierte Reed-Solomon-
Codes mit a = (¢,¢?,...,¢") und v = (1,...,1) schreiben, wobei ( ei-
ne primitive n-te Einheitswurzel war und n = ¢ — 1 galt. Abschnitt 2.1
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hat gezeigt, dass generalisierte Reed-Solomon-Codes G RSk (a, v) affin-lineare
Goppa-Codes sind, wenn der Vektor a mit dem Punktesystem D {iberein-
stimmt und v = (1,...,1) ist. Um das Verhéltnis von generalisierten Reed-
Solomon-Codes und rationalen Goppa-Codes zu kléaren hilft uns der folgende

Satz 3.1.1. Es sei C' = C(D,G) ein rationaler Goppa-Code iber dem end-
lichen Kérper F =F, vom Typ (n,k,d).

1. Wenn n < q ist, dann ezistieren Elemente aq, ..., a, in Fy mit a; # a;
fiir i # j und vy, ..., v, in Fy, so dass

C= {(vlf(a1>7v2f<a2)a T 7Unf<an)); f € IE‘?q [X]deg<k:}'

Die Matrix
’Ul ’U2 PR vn
a1V A2V2 s QpUn
2 2 2
Go=| aivi  agva - apuy, (3.1)
k—1 k—1 k—1
a; U1 Gy Vg - @, Up

1st eine Generatormatriz von C'.

2. Istn=q+ 1, dann hat C' die Matriz

on Uy e Up—1 0
a1y gy -+ Ap_1Up—1 O
2 2 2
ajv azvy -+ ay_qUp—1 0
Geo = ) (3.2)
k—2 k—2 k—2
allC U1 a% Uy ag—l”n—l 0
~1 -1 ~1
a; v Gy Uy ot Qp_qUp—1 1
als Generatormatriz, wobei Fy = {ay,...,an_1} und vq,...,v,—1 aus

F:.

BEWEIS. Essei C'= Cr(D, G) ein beliebiger rationaler Goppa-Code iiber F,
vom Typ (n,k,d) mit D = P, + ...+ B,, P; Stelle vom Grad 1 aus Pp.

1. Fall n < ¢: Nach Voraussetzung enthélt supp(D) nicht alle moglichen
Stellen vom Grad 1, denn D = P, + ... + P,, aber F, hat ¢ > n
Elemente. Es gibt also eine Stelle vom Grad 1 aus Pp, die nicht in
supp(D) enthalten ist; es sei P eine solche Stelle.

Wihlen wir nun eine weitere Stelle vom Grad 1 aus Pg, die von P
verschieden ist, etwa Q = P; # P, dann gilt [(Q) — P) = 1, wegen Satz

o4



2.2.3, denn es ist deg(Q) — P) = deg@ —degP=1—-1=0.
Daraus folgt weiter, dass @) — P =: (¢) ein Hauptdivisor ist, denn nur
fiir Hauptdivisoren ist der Grad Null.

Dann ist ¢ = % eine rationale Funktion aus F' mit f(X),g(X) €
F[X], g(X) # 0.
Wegen

Q-r=(0)= (2] =700 - )

= Y op(f(X)P —deg f(X) - o0
co#PEPY,
— Z vp,(9(X))P; + deg g(X) - o0

oo;éPGIP}:

folgt P = oo und g(X) = ¢ € F*. Sei 0.B.d.A. ¢ = 1. Die Funktion ¢ =
f(X) ist ein erzeugendes Element des rationalen Funktionenkoérpers
F=F,(X)/F,.

Nach Voraussetzung ist C' vom Typ (n, k,d), wobei k = deg G + 1 ist.
Betrachten wir nun den Divisor (k —1)-00 — G =: (u), 0 # u € F, so
hat dieser den Grad Null und ist demnach ebenfalls ein Hauptdivisor.
Nach Konstruktion ist u - ¢’ fiir j = 0,1,...,k — 1 enthalten in £(G),
denn (u-¢?) = (u)+(¢’) = (u)+j(Q—00) > (u)—(k—1)-00 = —G und
@ hatten wir 0.B.d.A. gleich P, € supp(D) gewahlt. Die k Elemente
w,u - pu- 9% u e o1 sind auRerdem linear unabhingig iiber F,
und da die Dimension von £(G) gerade k ist, bilden sie eine Basis von
L(G). Es ist also

L(G) = {u-¥(p); ¥ € Fy [X]jeper}-
Setzen wir nun noch a; := ¢(P;) und v; := u(F;), so erhalten wir
u-()(P) = u(BF) - ¥(p(F)) = vi - (a;)
fiir i = 1,...,n und damit
C=0Cr(D,G) ={(vi-Y(a1),va-1(az),...,v,-P(an)); ¢ € Fy [X]deg<k}.
Die Generatormatrix ergibt sich in der gewiinschten Form, wenn wir in
die k Zeilen jeweils das zu u - ¢/ gehorige Codewort (vial, ..., v,al),

j =0,1,...,k — 1 eintragen und damit die Basis 1, X,..., X*! von
Fy [X]jeger ausnutzen
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2. Fall n = ¢+1: Nun haben wir fiir den Divisor D = Pi+.. .+ P, _1+PF, =
Py + ...+ P, 4 0o. Wir wéhlen die Funktion ¢ € F', wie im ersten Fall,
so, dass sie erzeugend ist und dass P = P, = oo. Nun betrachten
wir wieder den Divisor (u) := (k —1)-00 — G, 0 # u € F. Analog
ist dann auch u,u - p,u- % ..., u- "1 wieder Basis von £(G). Die
Elemente a; := ¢(F;) sind nun jedoch nur fir i = 1,...,n —1 = ¢
paarweise verschieden, da F, = {a1,...,a,-1 = a,}. Mit den gleichen
Ersetzungen v; := u(F;) € F}, wie oben, erhalten wir fiir die ersten
k — 1 Basisvektoren (j =0,...,k —2)

(u?)(P1),. .., up’ (P,)) = (a{vl, . ,ai_lvn,l, 0).

Den k-ten Basisvektor (j = k — 1) erzeugen wir, indem wir die n-te
Komponente durch ein v # 0 aus F, ersetzen:

((ug" ) (1), -, upt ™ (Pa) = (™ o, -, 6071001, 7).

Dadurch sichern wir die lineare Unabhéngigkeit zu den iibrigen Basis-
vektoren. Die Generatormatrix erhalten wir mit v = 1. o

Korollar 3.1.1. Jeder generalisierte Reed-Solomon-Code lisst sich als ratio-
naler Goppa-Code darstellen und jeder rationale Goppa-Code ist darstellbar
als generalisierter Reed-Solomon-Code.

BEWEIS. Sei GRSk (a,v) ein generalisierter Reed-Solomon-Code der Lénge
nmit a = (a1, ...,a,), a; € Fgund v = (vy,...,v,), v; € F;. Wir betrachten
wieder den rationalen Funktionenkérper F' = F(X) und identifizieren die
Stellen P; mit (X —a;) fiiri =1,...,n und co mit X’ = 1/X (siche Korollar
2.2.1). Wir wéhlen nun u(X) € F gerade so, dass u(P;) = v; furi =1,...,n.
Die Divisoren D, G definieren wir in der folgenden Weise:

D:=P +...+P,, (3.3)
G:=(k—1) 00— (u). (3.4)

Damit haben wir eine Situation hergestellt, wie sie im Beweis des Satzes auf-
taucht. Folglich ist der Code Cz(D, GG) ein rationaler Goppa-Code, der durch
die Divisoren D, G bestimmt ist. Die Umkehrung folgt ebenfalls unmittelbar
aus dem Beweis des Satzes. o

Da wir bereits eingesehen haben, dass jeder Reed-Solomon-Code auch ein ge-
neralisierter Reed-Solomon-Code ist, konnen wir somit Reed-Solomon-Codes,
wie etwa die Brenncodes fiir CD und DVD, als rationale Goppa-Codes dar-
stellen. Dies wollen wir im folgenden Beispiel praktisch durchfiihren.
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Beispiel 3.1.1. Wir betrachten einen (255, 251, 5)-Reed-Solomon-Code, wie
er bei der Sicherung von Audiodaten auf CD verwendet wird. Wie wir bereits
in Beispiel 1.3.1 gesehen haben, wird dieser Code vom Generatorpolynom

9(X) = (X = (X = ) (X - )X = ¢

erzeugt, wobei ( eine primitive 255-te Einheitswurzel aus dem Koérper Fos =
Fy [T) /(T®+T7"+T?+T + 1) ist. Den Korper fassen wir als Vektorraum F§
mit Basis {1,¢,¢?, ..., ("} auf und finden damit eine Darstellung der 256 Ele-
mente von Fys als Linearkombinationen aus diesen Basiselementen. Um die
zugehorige Generatormatrix dieses zyklischen Codes zu finden, multiplizieren
wir das Generatorpolynom ¢(X') aus und konstruieren aus den Koeffizienten
die 251 x 255-Generatormatrix mit Eintragen aus Fos.

Clo C48 C52 C43 1 0 .- 0

0 ClO <48 CSZ <43 1 0 o 0

Gep=| :
0 . 0 ClO C48 C52 C43 1 0

o --- 0 ClO C48 €52 §43 1

Mit dieser Matrix kdnnen wir nun Information mit einer Lange von 251 Stel-
len in Codeworter der Lange 255 codieren. Unser Reed-Solomon-Code ist
2-fehlerkorrigierend, da fiir den Fehlerkorrekturindex gilt

-[7)-»

Der Decodier- und Fehlerkorrekturalgorithmus funktioniert wie in Abschnitt
1.3.2 und Beispiel 1.3.5 beschrieben.

Zur Darstellung als rationaler Goppa-Code benétigen wir als Zwischenschritt
eine Darstellung unseres Codes als generalisierter RS-Code G RSss5:(a,v).
Diese erhalten wir, wenn wir

a=(¢,¢%. ... ¢*) (3:5)
3.6

setzen. Dann sind die Codewdrter von GRSy51(a, v) geméf Definition 1.3.5
CGR5251(a,v) = {(f(g)v f(c2)7 cey f(<255)); f € ]F28 [X]deg<251}

Wir wollen nun die beiden Divisoren D,G bestimmen. Dazu identifizieren
wir zunachst wieder die Stellen vom Grad 1 mittels der normierten linearen
Primpolynome mit den Punkten der projektiven Geraden iiber Fos.
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Stellen vom Grad 1 | normierte Primpolynome | Punkte der projektiven
in Pp 1-ten Grades Geraden P!(TF)
Py X (1:0)
Py X —=C (1:¢)
P, X =" (1:¢M)
00 X' =1/X co=(0:1)

Den Divisor D = P + ...+ Ps55 haben wir damit bereits gefunden. Dem Be-
weis von Korollar 3.1.1 folgend, konstruieren wir G, indem wir eine Funktion
u(X) finden, so dass gilt u(P;) =1 fiir i = 1,...,255. Die Funktion

w(X) =1

erfiillt diese Forderung, denn u(F;) = u(X) mod P, = 1. Wir erhalten damit
fiir den Divisor G = 250 - co — (1). Wir kénnen nun den rationalen Goppa-
Code Cr(D, G) angeben und eine Generatormatrix konstruieren. Im weiteren
ist F' = Fqys(X) der Korper der rationalen Funktionen iiber Fys.

Cre(D, G) ={(P(e(P)), - ((Pass))); ¢ € Fos [X]qegensi }

Wir haben eine ahnliche Rechnung bereits in Beispiel 2.2.2 durchgefiihrt. Es
gilt also offenbar tatsdchlich Cz(D,G) = Carsysy(aw) = Cop. Als Genera-
tormatrix verwenden wir Matrix (3.1), denn es ist jan = ¢ — 1 < ¢. Die
Funktion ¢ € F musste lediglich erzeugendes Element des rationalen Funk-
tionenkorpers F' sein. Wir kénnen daher ¢(X) = X wihlen und erhalten mit
Matrix (3.1) als Generatormatrix

C C2 . C255
GCg(D,G) = . . :
C2.50 C(2~.250) .. C(255.-250)

Mit Bemerkung 2.3.1 konnen wir leicht auch eine Kontrollmatrix des Co-
des Cr(D,G) finden. Wir verweisen an dieser Stelle auf den Anhang A.3.
Dort ist die Generatormatrix in Standardform eines (28,24, 5)-RS-Codes als
rationaler Goppa-Code tiber der projektiven Geraden angegeben (inklusive
eines vollstdndigen Satzes von Kontrollfunktionen, d.h. Funktionen, deren
Residuen in den Stellen P, ..., Pyg die Eintrige der Kontrollmatrix bilden).
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3.2 BCH-Codes im engeren Sinne

Wir haben im Abschnitt 1.3.2 BCH-Codes ganz allgemein definiert und als
eine Verallgemeinerung der Reed-Solomon-Codes erkannt. Da wir uns dort
nur auf BCH-Codes im engeren Sinne beschriankt haben, wollen wir uns auch
hier nur auf diesen Spezialfall konzentrieren.

Satz 3.2.1. Es sei n Teiler von ¢° — 1 sowie F' = Fy(X) und es sei C
ein BCH-Code im engeren Sinne vom Typ (n,k,d) zum Entwurfsabstand ¢
mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel (. Es gelte folgende Zuordnung fiir
i=1,...,n:P < X—"1Yund Py « X. Den Divisor D definieren wir durch
D:=D; =P +...+ P,. Ist nun a € Z eine ganze Zahl mit 0 < a < n,
dann ist:

1.
Ce(D¢, =Py +a-00) = C,

wobet fir den Entwurfsabstand 6 = a + 1 gilt.

2. Der duale Code von Cr(D¢, —Py+ a - 00) ist gegeben durch
Ce(Dey, —Py+a-00)" = Cp(D¢,b - 00),
mitb=n—a—1.

BEWEIS. Wir gehen von einem rationalen Goppa-Code Cf (D, —Py+a-00)
mit 0 < a < n aus. Die Elemente X7 mit j = 1,...,a bilden eine Basis des
Funktionenraumes £(—F + a - 00). Also ist die Matrix

1 ¢ oo C("_l)
L@ e (@)
Hep =1, . : ;
Lo¢n (¢ - ()Y
eine Generatormatrix von Cz (D¢, —FPy + a - 00). Ersetzen wir nun noch ¢ =
a+ 1, so erkennen wir in H¢, aber auch die Kontrollmatrix eines primitiven
BCH-Codes zum Entwurfsabstand § aus Satz 1.3.3 wieder:

1 ¢ ¢2 ¢
2 212 2\(n—1)
o= |l ¢ @ (©)

L

. G (C(‘S‘l;)(”‘”
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Wir haben jetzt also einen Zusammenhang zwischen einem rationalen Goppa-
Code und dem dualen Code eines BCH-Codes (beide mit den entsprechenden
Parametern). Mit der zweiten Aussage des Satzes gelangen wir zu unserem
Ziel, eine Darstellung von BCH-Codes als rationale Goppa-Codes zu finden.
Zum Beweis erinnern wir uns an Satz 2.3.3. Demnach geniigt es, eine (loga-
rithmische) Differentialform n mit vp,(n) = —1 und resp,(n) = 1 zu finden,
so dass gilt

b-oo=D; — G+ () = D¢+ Py —a- o0+ (1),

wobei b = n — a — 1 sein soll. Durch Umformen erhalten wir fiir (n) die
Bedingung

(n)=(m—-1) 00— D¢ - F. (3.7)
Mit Proposition 2.3.1 wissen wir, dass eine solche Differentialform 7 eine
Darstellung der Form 1 = y - A(t) besitzt, wobei fiir y,t € F gelten muss
vp(t) = 1, vp(y) = 0 und y(P;) = 1 fir alle ¢ = 1,...,n. Wahlen wir
t=nX)=]1_,(X—=¢)=X"—1und y = X " so erhalten wir fiir den
kanonischen Divisor

(n) = () + (W'(X)) — (h(X)) = 2- 00
= (X7 + (H(X)) = De+n-00—2-00
=-n-Fhp+n-o00o+((n—1)-(Pp—0)) — D¢+ (n—2) 00
=—FP—Dc+(n—1) 00

(3.8)

und damit die geforderte Bedingung aus Gleichung (3.7). Wir wollen uns
noch kurz tiberzeugen, dass y(P;) = 1 gilt, alle {ibrigen Forderungen sind
offensichtlich erfiillt. Dazu berechnen wir
h(X)=X"—1=0mod P,

< X" =1mod P,

<1 =X"mod P, = y(F).
Die Bewertungen von 7 in den Stellen P; € supp(D) sind alle —1 und die
Residuen in diesen Stellen sind +1 nach Proposition 2.3.1. Somit ist n die
gesuchte (logarithmische) Differentialform und Cr(D¢, (n —a — 1) - 00) eine

Darstellung eines BCH-Codes im engeren Sinne als rationaler Goppa-Code,
was 7zU zeigen war. o

Wir wollen auch hierfiir ein konkretes Beispiel diskutieren.

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten einen BCH-Code der Lange n = 15 und der
Dimension k£ = 9 im engeren Sinne zum Entwurfsabstand 6 = 7 iiber dem
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Korper Fou = Fo [T]/(T* + T? + 1), der vom Generatorpolynom g(X) =
X104 X9+ X8+ X6 4+ X5+ X? + 1 erzeugt wird. Nach Satz 3.2.1 ist der
zugehorige rationale Goppa-Code dann Cz (D¢, 8 - 00). Der Funktionenraum
L(8-00) hat 1, X, ..., X® als Basis; die Stellen P; des Divisors D, identifizieren
wir mit X — ¢*~!. Die Matrix

1 1 .. 1
1 Cl . 414
Gpenason = | . : :
1 ¢ o (48)

ist eine Generatormatrix des Codes als rationaler Goppa-Code und in Stan-
dardform

CG CH C7 C2 C15 612
¢ o1 ¢ ¢ ¢
CS CS C2 CH CG CS
Cll CM Cll <12 Cl3 C5
¢ ¢ C
¢ 1 ¢
CM CS C6 CS <4 C12
CS C C7 C12 C3 CM
gS C Cll CQ (6 (9
Die zugehorige transponierte Kontrollmatrix ist eine Generatormatrix fiir den
dualen Residuen-Code. Wenden wir das in Bemerkung 2.3.1 beschriebene
Verfahren an, so erhalten wir

/ —
BCH(15,9,7) —

O OO OO oo
[N elNelBoNBeNoll e
[lelNeNoNBell S e
[N eNoNaoll oo No)
[N eNel o NoNoNo)
SO O OO oo
SR OO O o oo
_— O O O oo oo

—_ O O OO oo oo
TN
—_
—
N
=
N
[

o
(@]
(@)
(@]
(a]
(a]
(a]
(a]

¢ ¢ ot ¢ttt TM 3 100000
CH 1 <8 g14 <6 <8 g8 C C 010000
o[ ¢t ¢ ¢t 001000
BOH(59,7) = | ¢2 ¢b (M 12 10 7 5 (12 .9 00 01 00
1 ¢T3t 3000010
e ¢ ¢ ¢t 000001

Aus dieser Matrix lassen sich nun unmittelbar die Kontrollfunktionen
ablesen, d.h. die Funktionen, deren Residuen an den Stellen Pi,..., P;5 die
Zeilen der letzten Matrix bilden.

CG CS CS Cll Cll C7 414 CS 45 1
X1 Tx_ctx_aetTx_oTx_atx_stx_ocTx_cx_agtx_o
_ Cll C15 CS C14 CG CS CS C C 1
f2_X—l+X—C+X—C2+X—(3+X—(4+X—C5+X—§6+X—{7+X—C8+X—C1O

fi=
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<—7 CQ C2 Cll <6 1 CB <—7 Cll 1

f3:X—l+X—(+X—CQ+X—(3+X—§4+X—C5+X—§6+X—§7+X—<8+X—C11
_ <2 45 Cll 412 CIO C7 <5 412 C9 1
f4_X71+X7(+X7<2+X7(3+X7C4+X7<5+X7§5+X7(7+X7<8+X7C12
B 1 C7 CG <13 <3 CS C4 CS CG 1
f5_X—l+X—§+X—C2+X—(3+X—§4+X—C5+X—§6+X—§7+X—<8+X—§13
12 2 5 5 8 12 14 9
fo = ¢ " ¢ * ¢ " ¢ * ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 1

X tx—ctx—etx—aTx—atTx_o T x—o T x_ctx_—ctx_a1

3.3 Vergleich und Diskussion

Um die Starken und Schwéachen unterschiedlicher Codes diskutieren zu kon-
nen, miissen wir Vergleichskriterien festlegen. Von Bedeutung sind vor allem
die Informationsrate % und die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines nicht-
korrigierbaren Fehlers bei gegebener Fehlerhdufigkeit des Ubertragungskanals
Pe. Wir wollen in einem konkreten Beispiel einen geometrischen Goppa-Code
mit einem Reed-Solomon-Code vergleichen.

Beispiel 3.3.1. Wir fixieren als Alphabet bzw. Zeichenvorrat fiir beide Co-
des den Korper Fyq = F3. Wir betrachten einen 4-fehlerkorrigierenden Reed-
Solomon-Code des Typs (16,8,9). Er entsteht aus einem (15, 8,8)-RS-Code
durch Hinzufiigen eines zusétzlichen Paritétspriifbits. Die Informationsrate
ist % = 1—% = % Die Wahrscheinlichkeit, dass héchstens e = [%] Fehler
auftreten betragt

n i n—i
p(#M <e) = ZO (Z) P (L=pe)" "
Fir p. = 0,02 errechnet man daraus eine Wahrscheinlichkeit fiir mehr als 4
Fehler von ca. 1-107°. Im Vergleich dazu betrachten wir einen geometrischen
Goppa-Code iiber der projektiven Geraden. Er habe die Lange n = 16 und
den Minimalabstand d = 9. Fiir die Dimension des Codes gilt dann &k = 8
und damit % = 1% = %, wie oben. Auch die Wahrscheinlichkeiten &ndern sich
nicht, da beide Codes in d und damit in e {ibereinstimmen. Somit ist bei

dieser Betrachtungsweise kein Vor- oder Nachteil erkennbar.

Leider haben wir uns in unseren Betrachtungen nur auf geometrische Codes
iiber der projektiven Geraden beschrankt, ihre volle Leistungsfahigkeit entfal-
ten diese aber erst tiber anspruchsvolleren algebraischen Kurven (Geschlecht
g > 0) mit vielen rationalen Punkten, etwa der Klein-Quartik (vgl. [Pre98|,
S. 69) oder iiber Hermite-Kurven (vgl. [van99|, S. 163). Das Geschlecht der
Kurven geht namlich in die Parameter des Codes ein und kann dadurch einen
Vorteil gegeniiber den klassischen Codes produzieren.
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Anhang A

Codierung und Decodierung mit
Maple V

Das Computer-Algebra-System Maple V (Release 5) ermoglicht es Codierung
und Decodierung, sowie Fehlererkennung und -korrektur praktisch umzuset-
zen. Wir haben einige ausgewahlte Beispiele so programmiert, dass bestimm-
te Parameter (Fehlerposition, Fehlergrofe, Information) verédndert werden
konnen und dadurch ein Einblick in die konkrete Arbeitsweise der zuvor
theoretisch behandelten Algorithmen gewéahrt wird. Die Dateien sind auf der
beiliegenden CD gespeichert.

A.1 Fehlerkorrektur beim BCH-Code

Auf den folgenden drei Seiten ist der Quelltext der Datei BCH-Code.mws
angegeben.
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A.2 SV-Fehlerkorrektur

Die néchsten fiinf Seiten enthalten den Quelltext der Datei Goppa-Code . mws.
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A.3 Generatormatrix des CD-Brenncodes als
rationaler Goppa-Code und Kontrollfunk-

tionen

© — o © ™ < N~ N D~ <+ ~
N2 IBIIATRII-RIITESF B Y
o AR RN IS S N N N A2 AL, YA,
[ap] o 0 (o] ~ o (2] ()] 0 O 0
SASDRIRRBEFTIILISRIFRIR2ETITIFS
RN RN AR NI N R I N ~r (R AN RN R\

(=) Ne) N (@2} [aN} N
8 = 28 3 a 5 3 2 B — 8 &8 Q
o, P P p Ay A p o i,

001 0000000O0O0O0ODO0OO0OOO0O0OOO0UO0 0 (209 (2 (178 (192

000100000000O0O0O0DO0O0OOGO0O0OO0 0 17 (2
0000100000O0O0DO0O0OOO0OOO0OOOGOO0 0 (187 ¢lod
0000010000000O0O0O0OO0OO0OGO0O0 0 (2
0000001000000O0OO0OO0OOOGO0O0 0 ('
0000000100000O0O0O0OO0OOOGOO0GO0 (%
000000001000000O0O0OO0OO0OGO0O0GO0 ¢
00000000O0O0O0O0OOO0OOTLOO0OOO0O0O00 0 (62 (187 84 (25

0000000001 000O0O0O0OO0OO0OGOO0 0 (B (24
0000000000100 00O0O0O0O0OO0O0O0GO0O0O (>
000000000001 000O00O0O0O0O0GO0GO0O0O (°
0000000000001 0000O0O0OGO0OGO0GO0O0 (23
00000000D00O0O0DO0T1O0O00O0O0O0O0GO0OGO0O0 (2
00000000O0O0O0O0OO0O0OT1O0OO0OOOT OO0 (B 4
00000000O00O0O0DO0O0OOO0OT1O0O0OGO0OGO0O0 0 (2 (18
00000000O00O0O0O0O0OOO0OOTLOO0O0O0O0 0 (19 (127 (155 (183
00000000D00DO0O0O0O0OO0OO0T1O0O0GO0O0GO0 (%
000000D00O0O0O0O0DOO0OOOOOOTLOTOO0 0 (A8 (20
00000000DO0O0O0O0OO0O0OOO0OOO0OOT1O0O0O0 (2
00000000O00O0O0DO0O0OOO0OOO0OOOTLO0O0 (6
00000000DO00DO0O0O0O0OOO0OOO0OOO0OGO0T10 (2

10000000OO0O0OO0DO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0O0O0 C¢*
01 000000000O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0 ¢
00000O0DO0ODO0DO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0T1 ¢
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C21 CQ C209 gll? €137 C—124

MEXTX-e X0 TX-g TX-¢ X0
198 56 81 231 25 6
P SR N s ST BT s SR
X—C " X- " X—-¢ " X—¢o"Xx_¢ux_(nr
238 238 234 162 244 196
S T T Y

X—(B XM x (BT X6 x (7 X (8
60 218 208 165 234 11 255
+ g 19 + g 20 + C 21 + C 22 + C 23 + C 24 + C 25
X—(0  X—(0 X X-(® X-(® X-& X-¢
e C32 N CllQ N C233 N C219 N C104 N C?S
TX—C T X-C X3 "X X0 X—¢S
39 146 122 214 159 44
+ C 7 + ( 8 + C 9 + C 10 + C 11 + C 12
X—¢ X0 X-¢ X-{0 X-{0 T X—¢
49 50 141 187 182 127
+X€_C13 +X<._<'14 +X<_ <15 +XC_ Clﬁ +XC_ C17+X<_ <18
<112 <205 C62 429 <27 C222 C255
+ =+ + + + + +
X_C X_CZO X_CQl X_C22 X_<23 X_<24 X_CQG
o C243 N 6220 C178 C78 <41 g135
REP SR EICAP ST SYCMD SYCP 83
83 7 47 90 232 13
S S S S S
X—( " X-¢ " X-¢ " XxX—¢0" x_¢1"x_(
N <‘177 N 4206 N C43 N C184 C42 C155
_ /13 __ 14 __ /15 __ /16 _ 17 __ /18
X (B T X o X n XS X7 X ¢

N C'133 N <'92 N C139 N C228 N €236 N C105 N C255
X_<‘19 X_CQO X_CQl X_CQQ X_<‘23 X_C24 X_€27
126 89 192 191 68 240
P SO I S S S |
X—C X-C ' X-@ " X—¢*"X=-0 "X
53 34 146 183 21 254
. ¢ . ¢ . ¢ . ¢ N ¢ . ¢
X X—-¢ X—-0 X-(0 XU X-—(»

59 247 112 254 207 183
D S S S S S
X_<13 X_<14 X_C15 X_<16 X_Cl? X_CIS
N C74 N <26 N C194 N C218 N ng N <227 N <255
X_<19 X_CZO X_C21 X_C22 X_<23 X_C24 X_CQB
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