THEMEN DER ALGEBRAISCHEN ZAHLENTHEORIE

1. Dedekindsche Ringe

7, = ganze Zahlen, C Q = Korper der rationalen Zahlen.

K|Q eine endliche Korpererweiterung. Man nennt K einen algebrai-
schen Zahlkorper

Was sind die ganzen Zahlen in K ?

r # 0,€ K. Die Potenzen {z}3, sind linear abhéngig iiber Q. Es

existiert ein minimales n > 1, sodass

-1
2" =a,_12" "+ +ax+ag, a; €Q

Definition: x heif3t ganz, wenn alle auftretenden Koeflizienten a; in 7Z
liegen. Die Menge solcher x € K (einschliefllich z = 0) heift:

Ok := ganze Zahlen in K. Sie bilden einen Teilring in K.

Die Ringe Ok gehoren zur Klasse der Dedekind Ringe.

Sie sind 1-dimensional, d.h. jedes von 0 verschiedenen Primideal ist

bereits maximal.



2. Hauptsatz der Arithmetik

In Z bzw. Q:

Jede rationale Zahl z besitzt eine eindeutige Darstellung

(1) @=sgn(@) [

p

als Potenzprodukt von Primzahlen mit ganzzahligem Exponenten.

In Ok bzw. K:

Jedes gebrochene Ideal a in K besitzt eine eindeutige Darstellung

(2) a=][]p>®
p

als Potenzprodukt von Primidealen mit ganzzahligen Exponenten.



3. Nichtarchimedische Bewertungen und lokale Korper

z € K — vy(z) = Exponent von p in
der Zerlegung des Hauptideals Og -

Absolutbetrag: |z, := qp—vp(x)

wobei ¢y, in Abhéngigkeit von p gewéhlte natiirliche Zahl (> 1).

Nichtarchimedische Dreiecksungleichung;:

|z + ylp, < max{|z|,, |y|p}

K, := Ring der Cauchyfolgen beziiglich ||, modulo Ideal der Nullfol-
gen.

K, ist ein lokaler Zahlkorper.

Viele Konzepte und Satze der Zahlentheorie haben vereinfachte Vari-
anten fiir die Kérper K. Umgekehrt ergeben simultane Betrachtungen

fir die Korper K, (fiir sdmtliche p) Konsequenzen fiir K.



4. Fine Grundaufgabe und arithmetische Konsequenzen

p € Z sei Primzahl, a = Ogp sei das von p erzeugte Ideal. Wie sieht
die Zerlegung (2) aus (?)
Beispiel: K = Q(v/—1).

Ok = Z + Z(/-1) sind

die ganzen Gauflschen Zahlen.

(3) Oxp= p1-pe falls p=1(4)

p falls p = 3(4)

Daraus folgt:
Satz: (Lagrange) p ist Summe von 2 Quadraten genau dann, wenn
p=1(4).

(Die Richtung = ist klar. Die Richtung <= folgt aus (3)).

5=224+1"=(2+vV-1)(2—-V-1)
Weitgehende Verallgemeinerungen von (3) bzw. des Satzes von La-

grange werden unter dem Thema ,,Quadratische Zahlkorper und qua-

dratische Formen“behandelt.



5. Invarianten von Dedekind-Ringen.

Jeder der eingangs definierten Ringe O besitzt eine Darstellung
Ok = Zwri + -+ - + Zuwy,

als direkte Summe mehrerer Kopien von Z. Die Mulitplikation ist be-
stimmt, sobald man die Produkte w;w; kennt. Eine erste Invariante

von Of ist die ganze Zahl
dri := det(Spur(wiw;)) € Z.

Sie heif3t die Diskriminante von K bzw. Og.

Minkowski-Abschitzung: Sei n = [K : Q] die Dimension von K als

@-Vektorraum. Dann gilt:

2n

T 27’2 n .
|dx| > (Z> i) mit 2ry < n

Folgerung: (i) Wenn |dx| = 1, dann ist K = Q.

(ii) Wenn d > 1, dann gibt es hochstens endlich viele K mit |dx| = d.
Eine zweite wichtige Invarainte ist hg = Klassenzahl von Og.
Hierzu erwdhnen wir nur:

hx = 1 genau dann, wenn Ok Hauptidealring, d.h. der Hauptsatz der

Arithmetik (vgl. 2.) gilt mit Elementen statt mit Idealen.
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6. Kreisteilungskorper.

n-te Einheitswurzeln entsprechen geometrisch den n-Teilungspunkten
des Einheitskreises in C.

K = Q, sei die kleinste Korpererweiterung von QQ, welche die n-ten
Einheitswurzeln enthilt.

Aus der Theorie der Dedekind-Ringe folgt:

Es sei p eine Primzahl (# 2), sodass die Klassenzahl hg, nicht durch

p teilbar ist. Dann hat die Fermat-Gleichung

7P 4 yP = 2P

keine Losungen (z,y, z) € Z3 mit p{ zyz.



7. Analytische Methoden

Euler zeigte 1737:

Die Summe der Reziproken aller Primzahlen divergiert:

S 15 In(in(a)) - %

p<z p

Satz von Dirichlet: Sez m > 1 nattrliche Zahl und sez

a€{l,---,m—1} prim zu m. Die Anzahl der moglichen a wird durch

die Fulersche Funktion ¢(m) bestimmdt.

(X p)
lim p=a(m) _ 1

s—=1+ (Zpﬁ p~*)  @(m)

Da der Nenner fiir s = 1 einen Pol hat, gilt dasselbe fiir den Zahler.

Also gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = a mod m.



8. Beweis mit Hilfe von Dirichlet-Reihen

f(s) = Z apn”_?®

Zahlentheoretisch wichtige Dirichlet-Reihen sind:

a) Riemannsche ¢-Funktion:

((s)=) n”*

n>1

b) Dedekindsche (-Funktion eines Korpers K|Q:

wobei iiber die Ideale von Ok summiert wird und N (a) bezeichnet

die ,,Absolutnorm®.

c) Dirichletsche L-Reihen:

L(s,x) =Y x(n)n™*

n>1

wobei x ein Charakter der primen Restklassengruppe (Z/n)* ist.

Sei K = Q,. Dann gilt:

() Ca.(s) = C(s) - Tlp1 L(5: %)



wobei das Produkt iiber die Charaktere von (Z/n)* zu neh-

men ist.

Der Beweis des Satzes von Dirichlet benutzt wesentlich die Identitat

(*)-



