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1 Bindre quadratische Formen

1. Vorlesung
Problemstellung. Seinen a,b,c, m € Z. Betrachte 18.04.2006
Ganze Zahlen z
Rationale Zahlen Q
z.B. Reelle Zahlen IR
komplexe Zahlen C
x> +3xy +2y2 =7 p-adische Zahlen  Qp
(i) Wann ist eine solche Gleichung ganzzahlig 16sbar? Die Zahlbereiche

e Geometrie: Ellipse oder Hyperbel
o Arithmetik!

(i) Wie kann man ganzzahlige Losungen konstruieren? Problem der arithmeti-
schen Geometrie.

Betrachte Gleichungen
x> +y>2=m

mit m € Z,m = 0. Geometrisch ist dies ein Kreis mit Radius /m. Wann gibt es
auf einem solchen Kreis Punkte mit ganzzahligen Koordinaten?

1.1 Beispiele.

5=2%+1°
10 =32 +1°
64 = 7% + 4°
fir m = M?:
M? = M? + 0°

1.2 Gegenbeispiele (Nichtexistenz von Losungen).
m = 3,19,154
Konstruktiv: Sei m = x° + y? eine Losung, 0.B.d.A. 0 < x < y.

> 2x%2<m

- el




1

5

9
13
17
21
25
29
33
37

2

6
10
14
18
22
26
30
34
38

3

7
11
15
19
23
27
31
35
39

4

8
12
16
20
24
28
32
36
40

Fir m < 40. Die guten
sind fett, die Primzahlen

kursiv.

1 Bindre quadratische Formen

Also teste
m—x?=y?
fur x = 0,...,[\/?}
e m =19, {\/1‘2j = 3 fir x = 0, 1, 2 ist kein Quadrat also Fehlanzeige.

. m:154,{ %J =8,154 — x2 fiir x =0,...,8 testen

1.3 Lemma. Wenn m = 3 mod 4, dann ist m immer schlecht.

Beweis. Wenn eine Kongruenz nicht realisierbar ist, dann ist erst recht die Glei-
chung nicht realisierbar:

m=x>+y> > m=x’+y°> mod4

Test fiir x, y = 0,1,2,3 mod 4, also fiir x2, 2 = 0,1,0,1 mod 4:

0+0 0
x> +9y?°=10+1 =11 mod 4
1+1 2
Die Restklasse 3 kommt nicht vor. O

1.4 Reduktion. Sei m = 0 mod 4. Modulo 4 ist die einzige Losung: 0 = 0 + 0.
D.h.: Wenn m = x2 + y? lsbar ist, dann miissen sowohl x wie y gerade sein:

2 2
7- (3@
4 2 2

Damit haben wir unser Problem auf die Frage

m 2 2
—=a"+b
) a

reduziert.

Man kann so lange reduzieren, bis man ein m erhalt, das nicht mehr durch 4
teilbar ist. Die interessanten Falle sind:



1.1 Primzahlen m

1.1 Primzahlen m

Wir interessieren uns zundchst fiir den Fall, in dem m = p Primzahl ist.
e Ausnahme: p =2 =12 + 12,
e Ungerade Primzahlen p + 2:

p=1 (mod4)
p =3 (mod4) schlecht

1.5 Satz. Seim = p Primzahl + 2. Dann ist p gut gdw. p =1 (4).
Beweis. Wenn p gut = p =1 (4). Zu zeigen: Jede Primzahl p =1 (4) ist gut. O

Zwei Bemerkungen:

1.6 Lemma (Eine triviale Bemerkung). Wenn m, und m; beide gut sind, dann ist
auch my - my gut.

Bewelis. O

Interpretation. Vom Standpunkt der komplexen Zahlen:

2

z=u+iv = |z|?= =u’+v
2

Z.
w=a+ib = |wlP=w- -w=a’+Db?

Damit:
W +v3)@®+b%) =1zP+wl® =z -w|®> = x> + y?

mit x = Re(zw), y = Im(zw).

1.7 Lemma (Eine nichttriviale Bemerkung). Es sei p eine Primzahl + 2.

(i) Der Restklassenring Z [ pZ ist in diesem Fall ein Kérper, d.h. jede Restklasse
[a] = [0] hat ein Inverses.

(ii) (Z/pZ)* ist Gruppe mit p — 1 Elementen.

Behauptung: Diese Gruppe ist immer zyklisch, d.h. es existiert eine Restklasse [x],
so dass sdmtliche Restklassen + [0] als Potenzen von [x] realisierbar sind.

Definition (Primitivwurzel). Mann nennt dann x eine Primitivwurzel modp.
Beispiel. (i) p =5,x = 2:

xl=2 x’=4 x3 =3 x*=1 mod>5

(i) p=7,x = 3:

=6 x*=4 x5=5 x%=1 mods



2. Vorlesung
25.04.2006

1 Bindre quadratische Formen

Sei p gegeben. Finde Formel fiir eine Primitivwurzel modp. Emil ARTIN: Gibt es

unendlich viele Primzahlen p, fiir welche die 2 eine Primitivwurzel ist?

Folgerung. Es sei x eine Primitivwurzel modp. Dann ist

-1
2

x?zZ =-1 modp

Beweis.
Folgerung. Wenn p =1 (4) dann ist die Kongruenz
z2=-1 modp

losbar mit z = x % , wobei x eine Primitivwurzel modp ist.

Beweis.
Folgerung. Wenn p = 1 (4) dann existiert ein Vielfaches M - p, so dass
M-p=z>+1=2z>+1°

und

Beweis.
Beispiel. p = 881,M < 220:
170 - 881 = 387% + 1°
1.8 Satz (Abstiegsargument von FERMATEI). Sei
Mp = a® + b?
mit M < p. Wenn M > 1, dann existiert M > v > 1, so dass auch
rp = x%+y?
Deswegen muss dann auch p selbst eine gute Zahl sein.

Bewelis.

IPierre de FERMAT (1607 oder 1608 - 1665), Jurist, Toulouse

(1.1)



1.1 Primzahlen m

Zusammenfassung. Gegeben sei eine Primzahl p = 1 mod 4. Suche p = x2 + y2.
Es gilt:

x*>=-1 modp und Mp=x%+1
ist 16sbar. Wegen das Abstiegsarguments ist dann auch:
p =a’+b?
Zum Beispiel fiir p = 881:

170 - 881 = 3872 + 12
47 =387 (170)

1=1 (170)
damit
472 +12=3872+12=0 (170)
Also:
472 +12=170-13
3872 + 1% =170 - 881
und

(472 +1%)(3872 +1%) =170 - 13 - 881
= 18 1902 + 3402 = 170°% - 13 - 881

Diese Gleichung muss durch 1702 teilbar sein:

18 190\ [340)\?
< 170 ) +<ﬁ) =13-881

PN 1072 +22 =13 - 881

mit M = 13 des Abstiegsargument. Dies muss noch iteriert werden, um schlieR-
lichvon M = 13 auf M = 1 zu kommen.

In der Praxis ist das Abstiegsargument viel zu schwerfillig (es ist nur Hilfsmit-
tel zum Beweis), sondern man verfahrt wie folgt: 881 = 1 (4) bedeutet 881 ist
Summe von 2 Quadraten:

881 = x° + y?> mit x < {,l&;lsz

Probiere daher 881 — x?2 fiir x = 1,...,20. Man erhélt:

881 = 162 + 252



1 Bindre quadratische Formen

Ergebnis. Fir Primzahlen erhdlt man also:
p=2=12+1°
p =3 (4) schlecht
p=1 (4) gut

1.2 Allgemeine Zahlen m

Jede Zahl m ist eindeutiges Produkt von Primzahlpotenzen zugeordnet:
v
m=[]pl =p} o py
i-1

2vi+1 2
=[1r;” -Ilp™ =pi - piM?
Idee: Jede natiirliche Zahl m schreibt sich eindeutig:

m = Produkt verschiedener Primzahlen -Quadrat

ist leer, wenn m selbst Quadrat ist

In m treten v verschiedene Primzahlen auf. Wenn die entsprechende Potenz ge-
rade ist, dann wird der Primfaktor von M? verschluckt.

Beispiel.
m =252000=2-3%.5%.7
=(2.5-7)-2%.32.52
=(2-5-7)(22-3.5)?

1.9 Satz. Die Primfaktoren p, welche in m mit ungerader Potenz aufgehen, seien
héchstens p = 2 bzw. p = 1 (4). Dann ist m Summe von 2 Quadraten.

Bewelis. O

Weiteres Ziel. Das Ergebnis [1.9]ist vollstandig.



2 Der GauBsche Zahlenring

2.1 Die komplexen Zahlen

2.1 Die komplexen Zahlen C als Restklassenring IR[ X ].
e IR[X] = Ring der Polynome mit reellen Koeffizienten
e deg = Gradfunktion

e (R[X],deg) ist ein euklidischer Ring , d.h. es gibt eine Division mit Rest:
Seien ¢, B € R[X] mit 8 + 0 und

a=>aX'
dann finde eindeutige g, € IR[X], so dass

r=0 oder

@=ap+r und {deg(r) < deg(B)

Allgemeine Konsequenz. Euklidscher Ring = Hauptidealring = Faktorieller Ring

Konkret. Jedes Polynom schreibt sich eindeutig bis auf konstante Faktoren als
Produkt von irreduziblen Polynomen.

Das Polynom X? + 1 € R[X] ist irreduzibel. D.h. (X? + 1), das von X? + 1 erzeugte
Hauptideal, ist Maximalideal und der Restklassenring

RIX] /(X2 +1) =:¢C
ist ein Korper. Die Elemente von C sind die Restklassen:
& ~B < - B teilbar durch X° + 1

Die Division mit Rest durch X2 + 1 (deg = 2) bedeutet: in jeder Restklasse findet
man einen Reprasentanten der Form a + bX mit a,b € RR. Setzen:

1 € € Restklasse des ,Polynoms“ 1
i e € Restklasse des Polynoms X

Es gibt also die Relation

i+1=[0]=0



2 Der Gauflsche Zahlenring

Nicht ganz prazise sagt man: Komplexe Zahlen sind
z=a-+bi mita,beR
und der Relation
i+1=0
Komplexe Konjugation. Definiert durch
z=a+bielC~z=a-bieC

Sie ist vertraglich mit der Addition und Multiplikation:

zZ+ w

Il
NI NI

N
s =
]
gl +

Wir machen aus C einen euklidischen Vektorraum: IR x € — C, IR sind die Skalare,
C die Vektoren, d.h. C ist R-Vektorraum.

Skalarprodukt. (z,w) := Re(zw) € Rmit z,w € C.

Damit ist (C, (o, o)) ein euklidischer Vektorraum mit der Orthonormalbasis {1,1i}.
C ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum.

Norm. Fur z = a + bi € C:

llzll := \{z,z) =VRezZ =vzZ =va? +b> € R
Minkowski-Ungleichung.
lz+wl < lzll + [lwll
Iz —wl = [zl = lwll

C ist nicht nur Vektorrraum, sondern wir haben in € noch die Multiplikation z - w.
Es gilt:

lzwll = llz[l lwl]
Betrachte den Einheitskreis C! := {z € C: | z|| = 1}. Dann gilt fiir z € C!, d.h.
a’>+b>=1:
z=a+bi=cos0+sin0 -i
mit eindeutig bestimmten 6 € [0,217). Beachte hier, das (C, {,)) ein euklidischer

Raum mit der ON-Basis {1,i} ist. Deswegen gilt fiir den Winkel 0 zwischen z und
1:

_ {z,1)
[IzIl 1111
0 = arccosRe(z)

cos 0

= Re(2)



2.2 GauBlsche Zahlenring

Polarkoordinaten. Sei z + 0.

z .
z=|zl|-— =7(cosO +1isin Q)

— |zl
eR “—~
ec!

v :=||z|]| und @ € [0,2717) sind die Polarkoordinaten von z.

Die Multiplikation von komplexen Zahlen schreibt sich bequem, wenn man Polar-
koordinaten benutzt:

z =7(cos O +isin )

w = s(cosy +isiny)
zw =rs(cos(0 + ) +isin(0 + y))

In C€! entspricht die Multiplikation der Addition der Winkel modulo 2.
Beispiel (Die n-ten Einheitswurzeln in €, e?). Finde z mit z" = 1:
z"=1
= zl=1und z = cos O +isin®

= n - 0 = Vielfaches von 21

= G:ZLnkfiirk:O,...,n—l

Satz. In C gibt es genau n n-te Einheitswurzeln. Alle Losungen haben die Form

z=cos0 +isin0 mit Q:k'%,kzo,...,n—l

Die Gruppe (uy, -) der n-ten Einheitswurzeln ist isomorph zu (Z/nZ,+):

k-2t . . k-2m
+1isin

[k] — z := cos Zky+ky = Zky " Zky

n

Auch e? = 37, 77 ist eine wohldefinierte komplexe Zahl (Real- und Imaginér-
teil).

2.2 GauRsche Zahlenring

2.2 Definition (Der GauRsche Zahlenring). Wir betrachten in C die Teilmenge der
Gaufischen Zahlen

O={z=a+bi:a,beZ}

Anschaulich ist ¢ ein Gitter in C.



3. Vorlesung
02.05.2006

2 Der Gauflsche Zahlenring

0 ist ein Ring, d.h. abgeschlossen beztiglich + und -. Aber in ¢ konnen wir im
allgemeinen nicht dividieren. O ist ein Ring, aber kein Korper.

Wir definieren auf ¢ die ,Norm*:
z=a+bie 0~ N(z):= ||z||2 =zZ=a’+b?

Die Normen von Gaufischen Zahlen sind genau die Summen von zwei Quadratzah-
len. Es gilt:

N(zw) = N(z)N(w)

2.3 Satz. Der Gaufische Zahlenring (€, N) versehen mit der Normfunktion ist ein
euklidischer Ring, d.h. es existiert eine Division mit Rest: Sei x, 8 € 0, + 0, dann
finde q,v € 0, so dass

x=qf+r mit N(r) <N(B)oderv =0

Beweis. O
Beispiel. Fir z =6 + 13iund w = 7 + 3i:
z 6+131i  (6+13i)(7 - 3i)

w 7+ 31 58
81 73,

=3 + ﬁl
mit der nichstgelegenen Gaulschen Zahl g =1 +1i (% und ;—2 < 1%):
zZ=qw+7v
6+13i=(1+1i)(7+3i) + (2 + 3i)
erhaltmanv =2 + 3iund N(w) = 58 > N(r) = 13.

2.4 Folgerung. Der Gaufische Zahlenring O'ist ein faktorieller Ring, d.h. jede Gauf-
sche Zahl schreibt sich eindeutig bis auf Einheiten als Produkt Gaufscher Primzah-
len.

Bewelis. O

z

Division mit Rest anschaulich. Seien z,w gegeben, w = 0. Bilde ;> € C. % ist

i.A. kein Gitterpunkt. Wir nehmen fiir g den nachstgelegenen Gitterpunkt mit
N(q) < N(w).
z=qw+7r N(r) < N(w)
Definition.
v-Primzahl := Primzahl in Z
g-Primzahl := Primzahl in ©

10



2.3 Klassifizierung der g-Primzahlen

2.5 Satz (Einheiten in ©). Eine Zahl z € ¢ ist Einheit genau dann, wenn N(z) = 1
ist. Also gibt es in O genau 4 Einheiten:

0" = {1, +i}
Bewelis. O

Bemerkung. In Z gilt: Z* = {+1}. Vier Einheiten bedeuten: Zu jedem &« € 0, + 0
gibt es genau vier zu « assozierte Zahlen «; = «, ..., &4 mit

o | und o | &
Undzwarl - -«, -1 - i-oxund —i- .
Anschaulich:

Z : je ein VertreterVertreter links und rechts der 0
Z +iZ : je ein Vetreter in jedem Quadranten

Beispiel.
« =20+ 31i Quadrant I
- =-20-31i Quadrant III
ix = —=31 + 20i Quadrant II
—ix =31 - 20i Quadrant IV

2.3 Klassifizierung der g-Primzahlen

Unser Ausgangspunkt ist folgender Satz:

2.6 Satz.
(i) Zu jeder v-Primzahl p muss es eine g-Primzahl Tt mit 1t | p geben.

(ii) Ist Tt eine g-Primzahl, dann existiert genau eine v -Primzahl p mit der Eigen-
schaftt | p.

Bewelis. O

Strategie. Betrachte alle r-Primzahlen und zerlege sie in ein Produkt von g-Prim-
zahlen. Dann sind alle g-Primzahlen bekannt. Fiir verschiedene p bekommen wir
verschiedene g-Primzahlen.

2.7 Satz (Der Fall p = 2). Offensichtlich gilt:
2= (=) +i)?

Behauptung: 1 + i ist eine g-Primzahl und die einzige (bis auf Assozierte) g-Prim-
zahl, welche 2 teilt.

11



2 Der Gauflsche Zahlenring

2.8 Satz (Kriterium). Es sei «x € € eine Gauf-Zahl mit der Eigenschaft, dass N(x)
eine v -Primzahl ist. Dann muss « eine g-Primzahl sein.

Beweis. O
2.9 Satz. Sei p eine v-Primzahl, p + 2. Dann konnen nur folgende Fiille eintreten:
(i) unser p ist sogar eine g-Primzahl
(ii) p = 11112 ISt das Produkt von zwei g-Primzahlen mit der Eigenschaft
N(m)=N(m) =p

Die beiden Primfaktoren sind in diesem Fall echt verschieden.

Bewelis. O

2.10 Satz. Seip + 2 eine v-Primzahl.
(i) Wenn p = 3 mod 4, dann ist p auch g-Primzahl.
(i) Wennp =1 mod 4, dann zerlegt sich p in 2 echt verschiedene g-Primzahlen.

Beweis. O
2.11 Satz (Klassifikation der g-Primzahlen). Zu jeder g-Primzahl 1t existiert genau
eine v -Primzahl p mit 1t | p.
(i) p = 2. Es gibt bis auf Assozierte genaueint | 2, 1w =1 + 1.
(ii)) p = 1 (4). Es gibt genau 2 g-Primzahlen 1t, 112, welche p teilen. Wir erhalten
11, T2 aus einer Zerlegung p = x° + y? mit
™ =X +1y
T =y +ix
Wir erhalten genau einen Reprdsentanten im Quadranten L
(iii) p = 3 (4). Dann ist p g-Primzahl.
Frage. Was sind die Konsequenzen fiir unser Problem m = x2 + y2?
2.12 Folgerung. Sei m = p Primzahl mit p = 1 (4). Dann ist die Zerlegung p =
x?2 + y?2 bis auf Reihenfolge eindeutig.
Beweis. O
2.13 Hauptsatz. Sei m € IN. Dann ist m Summe von 2 Quadraten genau dann,
wenn fiir alle Primzahlen p = 3 mod 4 der p-Exponent gerade ist.

2.14 Satz. (i) Seien m,n € IN und sei m? - n Summe von 2 Quadraten. Dann ist
auch n bereits Summe von 2 Quadraten.

(i) Seim € IN uns seim = r2+v3 die Summe von 2 Quadraten rationaler Zahlen.
Dann ist m auch darstellbar als Summe von Quadraten ganzer Zahlen.

Beweis. O

12



2.4 Aufgaben

2.4 Aufgaben

2.1 Zerlege o = 21 + 121i in ein Produkt von g-Primzahlen.
2.2 Es sei p = 3 mod 4. Zeigen Sie, dass dann der Faktorring ¢'/p ¢ ein Korper
mit p? Elementen ist.
2.3 Sei R ein kommutativer Ring mit der Einheitengruppe R*. Es sei G eine end-
liche Untergruppe von R*. Zeigen Sie:

a) Wenn G + {1}, dann ist > ,cc u = Og.

b) Gegeben sei ein regelméRiges n-Eck in €. Wie kann man den Mittelpunkt

dieses n-Ecks berechnen?

13






3 Geometrische Veranschaulichung
unseres Problems

Seien a,b,c € Z und f(x,y) = ax? + bxy + cy?. Welche Losungen (x, y) € Z?
kann eine Gleichung

fx,y)=m

b
fiir m € Z haben? f(x,y) = (x) (Z é ) (¥ ) ist unsere quadratische Form. A =
2
3
( 'Z (Z: ) ist symmetrisch. Wir wollen die Hauptachsentransformation ausfiihren.
2

3.1 Eigenwerte. Dazu brauchen wir die Eigenwerte:

2
Xa(x)=X°—(a+c)X +detA=X>—(a+c)X + <ac— b4)

(X =A (X -A)

a+c
Ao = > t\/(a+c)2—4detA=

:a;rci\/(a—c)2+b2

Wir sehen, dass beide Eigenwerte reell sind, und wir sehen:

arc i\/(a+c)2+b2—4ac

M+Ar=a+c
2

AMAr =detA =ac — bz

Allgemein heilt das: fiir Polynome n-ten Grades bekommt man die Koeffizienten
als elementarsymmetrische Funktionen in den Nullstellen des Polynoms. Idee:
(X —=Ay) - - - (X — Ay) ausmultiplizieren.

3.2 Erinnerung. Sei A € IR"*" eine symmetrische Matrix. Dann besitzt der eu-
klidische Vektorraum (R™1, (o, 0)s), (v,w)s = v' - w eine Orthonormal-Basis,
welche aus Eigenvektoren der Matrix A besteht.

Sei also (by,...,b,) eine solche Basis, und sei Ab; = A;b;, dann bilde die Matrix
P = (by,...,by), mit den Vektoren b; als Spaltenvektoren. Dann gilt:

@) (b1,...,by) ist ON-Basis < P ist Orthogonalmatrix: P'P = I,,, Pt = P!

15

4. Vorlesung
09.05.2006



3 Geometrische Veranschaulichung unseres Problems

(ii) P~1AP ist diagonal mit den Eigenwerten als Eintragen (Reihenfolge!)

A1
P1AP = P'AP =
An

Wir konnen die Matrix P als Hauptachsentransformation interpretieren.

P'P = I, < in unserer Standardmetrik erhalt die Transformation R"<! % Rnx1
Langen und Winkel.

Lemma. Wir betrachten die Quadrik

A1
®,, = 1v e Rt v=m

und die Ausgangsquadrik
Yy = {v e R :ptav = m}

Dann fiihrt P genau die Quadrik &, in die Quadrik ¥y, tiber.

By L,

Pt
Bewelis. O

Uns interessieren ganzzahlige Losungen von ¥y,, d.h. wir suchen:

¥, N Z™1  (ganzzahlige Koordinaten)
|

(I)m A Pt B anl

I:=Pt. 7™ ist wieder ein Gitter.
Wir untersuchen n = 2:
(D) Ym nZ>L (x¥)A(F) =m
(i) ®,, nT ist das transformierte Problem.
Wir suchen nur nach solchen Lésungen, welche gleichzeitig Gitterpunkte sind.
e @, ist unsere Normalform

e [ ist ein gedrehtes Gitter

16



Wei es zwischen (i) und (i) eine Bijektion gibt, haben wir in jedem Fall gleich viele
Losungen. Um uns einen Eindruck von der Menge der Losungen zu verschaffen,
betrachten wir (ii).

Konkret: Normalform ®,,, fiir m + O:
Mx?+Ay2=m (3.1)

wobei A; und A Eigenwerte von A sind.

b
_[a > Al 0
) = )

Fallunterscheidung. Wir unterscheiden nach sgndet A:

(i) detA = A1A2 > 0. D.h. beide Eigenwerte haben dasselbe Vorzeichen. Unsere
Gleichung ist nur losbar, wenn

sgn(m) = sgn(A;)

Was bedeutet das fir ¥V,,?
bZ
det(A) = ac — e >0

Also:
sgn(a) = sgn(c)
AuBRerdem gilt:
a+c=A1+A

A1, A2, a,c haben alle dasselbe Vorzeichen, und die Gleichung ist nur losbar,
wenn die rechte Seite m auch dieses Vorzeichen hat.

Auswahl der Losungen: Aus der Normalform und sgn(A;) = sgn(m)
erhdlt man:

2 2
Xy

m m
Var VA
. m m = 3 -
und mit [ = A k = ‘/)Tz erhalt man &, als Ellipse:

x2 yZ
ﬁ-*—liz:l

Uns interessieren nur diejenigen Losungen, welche auf dem gedrehten Gitter
I = P'Z?*! liegen.

17



3 Geometrische Veranschaulichung unseres Problems

(ii)

(iii)

18

Resultat. det A > 0: Wir konnen nur Losungen erwarten, wenn die Vorzei-
chenbedingung gilt, und wir konnen hochstens endlich viele Losungen er-
warten.

det(A) = A1A2 < 0. D.h. sgn(A;) # sgn(A»). Jetzt gibt es fiir die Normalform
2 keine Einschrankungen mehr fiir die rechte Seite m. O.B.d.A. :

sgn(A;) = sgn(m)

Dann konnen wir ®,,, in der Standardform schreiben

o =1
m m
AL A2
®,, ist also Hyperbel:
2 2
S G
k2 12

Suche &, N I': In diesem Fall ist es moglich, dass sogar der Durchschnitt
®,,, N T unendlich viele Punkte hat.
Resultat. Fir detA < 0: Es kann fir jede rechte Seite m Losungen geben,
und vielleicht sogar unendlich viele Lésungen.
Sonderfall det(A) = ac - %2 = 0.D.h.
bZ

ac = Z

0.B.d.A.a # 0 (sonst: b =0, f(x,y) = cy?),also c = % und

flx,y)=a! (ax + l;y)z =m

2
= ax+§y =am

Ein Losung kann es nur geben, wenn

am =n?

das Quadrat einer natiirlichen Zahl n ist, und wenn die linearen Gleichungen
b
ax + > Y ==*n

2
erfillt sind. Aus ac = (g) folgt 2 | b. Dies fiihrt zu einer ganzzahligen
linearen Gleichung.



3.1 Aufgaben

Beispiel. Fir f(x,y) = x? + xy + y? ist

1
Af:<1
2

— N
N——

mit den Eigenwerten A; = %, Ap = % und den auf Lange 1 normierten Eigenvekto-
ren

Die zugehorige orthogonale Transfomation ist

1L 1y
7z 2 0 3

oder

b (COSQ —sin @

sin 6 COSG) mit 0 = —45°

P ist anschaulich die Drehung um R? um den Winkel —45°.
Sei m = 2. Losungsmenge ®,, d.h. im Gitter Z2:

X2+ xy+y>=2

Losungmenge &;:

1 2 3 2
X+ oy =2
2 oY
2 2

= x—+ Y =1

Es ist 2,/1 ~ 1,15.

3.1 Aufgaben

—
— ol

3.1 f(x,y):x2+5xy+y2:1,Af:<;

), detA=1- %5 < 0 = Hyperbel.

ol

19






4 Eine LOsungsstrategie

4.1 Definition (Unimodulare Transformation). Eine ganzzahlige unimodulare
Transformation L des Raumes R? (allgemein R™) ist eine lineare Selbstabbildung,
welche das Gitter Z? (allgemein Z") auf sich abbildet.

Lemma. Mit L(x,y) = (x,y) - A ist dies dquivalent zu A € Z**? und det A = +1.

Bewelis. O

Lemma. Alle Eintrdige von A aus Z und det A = +1 ist auch im allgemeinen Fall
notwendig und hinreichend.

Definition und Satz (Unimodulare Gruppe). Die unimodularen Transformationen
bilden beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die so genannte unimodula-
re Gruppe GLo(Z) (bzw. GLy, (Z)).

Beispiel. Wie beschafft man sich konkret Elemente aus der Gruppe GL»(Z)? Es
gilt:

o0 — By = +1

D.h. alle Eintrdage aus einer beliebig gewdhlten Zeile oder Spalte miissen immer
ggT = 1 haben. Wahle irgendein Paar «, 8 mit ggT(«, f) = 1. Bilde

(5 4)

xx+yp=1

4.2 Definition. SL,(Z) C GL2(Z) sind die Matrizen mit det = 1. Sie bilden eine
Gruppe, die spezielle lineare Gruppe.

und finde x und y mit

4.3 Definition. (i) Es sei BQF die Menge der bindren quadratischen Formen.
(i) Fiir f(x,y) = ax? + bxy + cy? schreiben wir als Abkiirzung f = (a,b,c).
(iii) Sei M € GLy(Z). Setze fiir M o f:

(Mo f)(x,y):= f((x,y) - M)

Lemma. Aus der der Funktion f(x,y) konnen die Koeffizienten rekonstruiert wer-
den:

f(1,0)=a S(@,1) = f(1,0) - f(0,1) =b f(0,1) =c

21
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4 Eine Losungsstrategie

Lemma. Sei M = (;‘g) € GL2(Z). Die Koeffizienten der neuen Form M f € BQF
sind:

amy = f(e, B)
byr=f(a+B,y+06)—f(x,B)— f(y,0)
CMf = f(Y; 6)
Bewelis. O

Die Transformationen M € GL,(Z) leisten fiir unser Problem das Folgende:
4.4 Satz. Betrachte
Sz(f,m) = {(x,») € Z%: f(x,¥) = m}
Sz(Mf,m) = {(x,y) € Z*: (Mf)(x,y) = m}
Dann kénnen wir Losungsmengen vermittels M ineinander tiberfiihren:

SZ(f1m) = SZ(Mflm) oM
(x,¥) M < (x,y)

Bewelis. O

Wir betrachten nur Matrizen M € GL(Z) um zu garantieren, dass bei der Trans-
formation ganzzahlige Losungen in ganzzahlige iibergehen.

Strategie. Gehe von f(x,y) = m in eine dquivalente Gleichung (M f)(x,y) = m
uber, welche sich leichter 16sen lasst.

4.5 Satz. AufBQF existiert eine Aquivalenzrelation. Seien f,g € BQF:
f~g:o3IMeGlL(Z):g=Mf
Beweis. O

Bemerkung. Eine Aquivalenzrelation entsteht immer dann, wenn eine Gruppe G
auf einer Menge S operiert:

GxS—S
(g,8) —gos

Damit eine Aquivalenzrelation entsteht, braucht man folgende Eigenschaften:

lGo_S‘:S (E]-)
gieo(gzos)=(g192)cs (E2)
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Wie entsteht die Aquivalenzrelation? Allgemein:
S1~S:eodgeG:so=gos)
Nachweis der Aquivalenzeigenschaften:
(i) Reflexivitdts ~ s:Nimm g = 1.
(ii) Symmetries; ~sp =585y ~s1:So =gosp =g Los, =5

(iii) Transitivitdt sy ~ Sp,52 ~ 53 => 51 ~ 53: Also s = g o s und s3 = h o 52. Dann
ists3 =ho(gosy)=(hg)os.

Der konkrete Fall ergibt auf BQF eine Aquivalenzrelation. Alle Formen aus dersel-
ben Aquivalenzklasse haben dquivalente Losungsmengen.

Definition (1-Aquivalenz). In Satz[4.5 kénnte man auch die Gruppe G = SL(Z)
betrachten. Dann sprechen wir von 1-Aquivalenz.

b
4.6 Satz. Sei Ay = (Z i) die Matrix zu f(x,y) = (a,b,c) = ax® + bxy + cy?>.
Dann gilt: ’

Apyp = MAfMt
Bewelis. O

Folgerung. Wenn f ~ g € BQF, dann ist det Ay = detAy.
Beweis. O

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Zwei Sonderfille, bei denen die Um-
kehrung gilt:

(i) f(x,y)=(1,0,1) =x?+ y>mit Ay = ((1)(1)) und det Ay = 1. Wenn det A, =
1, dannist g ~ f.
(i) f(x,¥) =(1,1,1) = x> +xy +y? mit Ay = @ %) und detAy = %. Wenn
detAy = %, dannist g ~ f.
Definition (Diskriminante, eigentliche Losung).
(i) Man nennt Dy := —4detAy die Diskriminante von f. Fiir Ay = (g E) ist
Dy = b? — 4ac.

(ii) Als eigentliche Lésung von f(x,y) = m bezeichnet man eine Lisung
(x0, ¥0) mit ggT(xo, y0) = 1.

4.7 Satz. Sei f = (a,b,c) € BQF. Dann ist folgendes dquivalent:
(i) f(x,y) = m besitzt eine eigentliche Losung.
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6. Vorlesung
23.05.2006

4 Eine Losungsstrategie

(ii) f ist dquivalent zu einer Form g von Typ g = (m, B,y).

Beweis. O

Definition (quadratischer Rest). Eine ganze Zahl v heifit quadratischer Rest mo-
dulo m, falls die Kongruenz v = x° mod m ldsbar ist.

4.8 Folgerung. Wenn f(x,y) = m eine eigentliche Losung hat, dann ist

2

Dy =x° mod |4m]|

losbar. D.h. Dy ist dann ein quadratischer Rest (modulo |[4m/|).

Beweis. O
Anwendung. Betrachte wieder x2 + y2 = m. Wann hat die Gleichung Losungen?
fx,¥) = (1,0,1) = x* + »* Dy =-4detAy = —4

Also notwendige Bedingung: —4 = x2 mod 4m. Also:
x=2y und -1=9° modm

Fiir welche Moduln m ist —1 ein quadratischer Rest?

4.9 Satz. Seim = p;'---py. Dann ist D = x? mod m Iosbar gdw. D = x3

mod pf" Losungen x; fiirallei = 1,...,v hat.

Bewelis. O

Anwendung. —1 = y? mod m ist 16sbar gdw. —1 = 12 mod pivi fiir alle Primteiler
von m. Dies ist dquivalent zu

—1=y? modplosbar < losbarfiirp =1 mod 4
m = x? + y? hat nur dann eigentliche Losungen, wenn fiir alle Primteiler p + 2
vonmp =1 (4) gilt.

Beispiel. Sei f = (1,3,2) = x? +3xy +2y? und M = (}4) € GL2(Z). Was ist
M o f = (&, B, y)? Drei Moglichkeiten der Berechnung:
(i) direkt ausrechnen:

Mf)(x,y) = f((x,y)M) = f(5x +4y,4x + 3Y)
(5x +4¥)% + 3(5x +4y)(4x + 3y) + 2(4x + 3y)
<o =117x% +181xy + 70?2
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4.1 Veranschaulichung der Transformationen aus GL»(Z) in R?

(ii) Koeffizienten berechnen:

&= f(Zi(M)) = f(5,4) =5°+3-20+2-16 =117
Yy =f(Z2(M)) = f(4,3) =4*+3-12+2-9=70
B=f(Zi(M) + Z2(M)) — f(Z1(M)) — f(Zo(M)) = f(9,7) =117 — 70 = 181

b
(iii) Uber die zugehorige Matrix f — Ay = (’Z ; ):
2

A =Man = (34) (15) (39) == (W )

Ergebnis: M f = (117,181,70). Fiir die Diskriminante D = b? — 4ac gilt:

Df=9-8=1=181°-4-117 = Dyy

4.1 Veranschaulichung der Transformationen aus
GL>(Z) in IR?

Resultat in R™*!, Seien b1, ..., b, Spaltenvektoren, die eine Basis bilden. Dazu
gehort das Parallelotop:

n
P(by,...,bn) = «{ZAibi:ogi < 1}
i=1
Es gilt:
vOlP(by,...,by) = |det(by,..., by)|

vol P ist als Vergleichszahl zum Volumen des Einheitswiirfel Py = P(ey,...,en),
aufgespannt von den Einheitsvektoren, zu verstehen.

InR?*L, Sei B = (b1, b>) € GL>(Z). Dann ist |detB| = 1, also vol P(by,b>) = 1.
Pflasterung. Sei Py = P(e;, e») der Einheitswiirfel. Man erhélt die Pflasterung:

R*= {J (y+Po)
yezZ?

Wir wenden hierauf B € GLp(Z) an. Da detB = 0, ist die Transformation bijektiv.
Mit P; = B(Py):

R>= {J (B(y)+P)
y' €z?
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4 Eine Losungsstrategie

B ist ganzzahlig, also ist B(Z?) =T < Z?. Deswegen:
R2=  |J ' +P)
y'€I=B(z2)

Das Volumen von P; ist ebenfalls 1. Wir brauchen als Ansatzpunkt fiir unsere
Pflastersteine samtliche Elemente aus Z2. Daher:

=22
Man kann zeigen:

Satz. Es sei (b1, b») Basis von IR? mit ganzzahligen Koordinaten, d.h. B = (b1, b>) €
Z%*2 "\ GL>(Q), P; = B(Py) undT = B(Z?). Dann ist

_ Vol Py
~ vol Py

(Z?%:T) =vol P, = |detB|

wobei (Z? :T) den Index der UntergruppeT in der additiven Gruppe Z? bezeichnet.

4.2 Konstruktion von Matrizen aus GL»(Z)

Wie stellt man Matrizen aus GL(Z) her? Es gilt:
a b @ T(a,b) = 1
c 4) €C@) = gglla,b)=

Beginne mit einem Zahlenpaar 1 = xa + yb realisierbar, also ist ( e fé) € SLo(Z).

Beispiel. Konkret: (31,13). Nutze die erweiterte Ping-Pong-Methode, suche zuerst

[13]51:
31 13 5 13 5 =2 1 -2
o 1) " \-2 1) \-2 7)7\12 7
Alsoist 12 -13 =1mod 31 und aus 1 = 12 - 13 + 31x erhdlt man x = —5. Damit
ist (31, 13) e SL(2).
Frage. Wie findet man alle Matrizen (?’CI g) € SL>(Z) oder € GL»(Z)?

Eine zweite Moglichkeit. Beginne mit I = ((1) ?) und wende darauf Zeilen- bzw.

Spaltenoperationen an, welche ganzzahlig invertierbar sind. M(‘jglichkeiterﬂ
(i) Zeilen- und Spaltenaddtion. Fiir n € Z:

Zl — Zl +1’LZZ
S1 — S1 +nS»

17, und S; sind Zeile i und Spalte i.
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4.2 Konstruktion von Matrizen aus GLy(Z)

(i) Vertauschung von Zeilen oder Spalten
(iii) Ersetzte Z; bzw. S; durch nZ; bzw. nS;. Es ist nur n = =1 erlaubt.

Beispiel.
1 0 a) 1 5 a) 11 5 b) 2 1 a) 2 3
o1/ \o 1/ \2 1) {11 5)7\11 16)

Moaglichkeiten zur Berechnung von MAM'. Sei GL>(Z) > M = Z(I) erzeugt durch
eine Folge von Zeilenoperationen Z. Dann ist Mt = S(I) erzeugt durch eine ent-
sprechende Folge von Spaltenoperationen S. Daher:

MAM'=Z(I)-A-S() =Z(A) -SU)
=8(Z(A)) = Z(5(A))
Beispiel. Sei f = (a,b,c).
(i) Fiir M = (}9):

Dann ist also M f = (a,2na + b,n%a + nb + c).

(i) Fuir M = ((1) ‘01), erzeugt durch 2 Zeilenoperationen (Vertauschen und 1
Zeile mit —1 multiplizieren).

a 3\ _(c 3\_(c -3
poc)\e o)l g
Alsoist Mf = (c,—b,a).

4.10 Satz (Kriterium von LEGENDREEI). Wenn f(x,y) = m eine eigentliche Losung
hat, dann muss die Diskriminante Dy = X2 mod 4m sein.

4.11 Anwendung. Zwei Anwendungen des LEGENDRE-Kriteriums:

(i) Sei f = (1,0,1), Dy = —4 und x? + y? = m eigentlich losbar. Dann gilt:
—4=x°> mod 4m
mitx =2y: < -1=vy> modm
mit Chin. Restsatz: < -1=7y? mod p”»™ modp Vp|m
mit Lemma: < -1=7%° modp Vp|m
mit Vortrag quadr. Rest: < p=1 mod4 oder p=2,vo(m)=1

2 Adrian-Marie LEGENDRE, 1752 - 1833, Professor an der Ecole Normale, Paris
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4 Eine Losungsstrategie

(ii) Sei f = (1,1,1), Dy = =3 und x? + xy + ¥? = m eigentlich 19sbar. Dann
folgt:

-3 =x2 mod 4m losbar
m ungerade, chin. Restsatz: < -3 =x? mod m losbar
& -3 =x> mod p*»'™ losbar fiir alle p
quadratischer Rest: < -3 =x? mod p losbar fiir alle p | m
< Die Primteiler von p haben alle die Eigenschaft p = 1 mod 3.

Lemma. Seip # 2 eine Primzahl p { A. Dann ist A = X% mod p" fiir v = 1 ldshar
gdw. A = X? mod p Idsbar ist.

Bewelis. O

Vorhin hatten wir:

Ergebnis. Wenn x2 + y2 = m eine eigentliche Losung hat, dann folgt: Die Primtei-
ler von m sind alle = 1 mod 4 und vo>(m) < 1.

Mit dem Ring ¢&'der GauR-Zahlen kann man auch die Umkehrung beweisen.
7. Vorlesung Wir betrachten
30.05.2006
x> +y°=m 4.1)

Nach dem Legendre-Kriterium gilt: Wenn eine eigentliche Losung hat, dann
ist

p =1 mod 4Vp | m und eventuell vo(m) =1 4.2)

4.12 Satz. Es gilt auch die Umkehrung, d.h. wenn [.2) erfiillt ist, dann besitzt
eine eigentliche Ldsung.

Bewelis. O

Beispiel. Sei x? + y? =17%.Da 17 =1 (4) ist, muss eine primitive Losung existie-
ren. Esist 17 = 4! + 12, d.h. m;7 = 4 + i und 7117 = 4 — i sind die beiden Primteiler
von 17 im Ring & Bilde

y =T = (4+1)3 = 52+ 47i
Damit erhdlt man eine primitive Losung:
173 = 522 + 472
Eine nichtprimitive Losung folgt direkt aus 17 = 42 + 12

173 =17-17°=(4-17)% + 172
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4.3 Aufgaben

Bemerkung (Zurtuckfithrung auf primitive Losungen). Ist f(x,y) = m und
(x0, vo) eine Losung mit ggT (xo, o) = d, dann muss d? m teilen und es gilt
Xo Yo\ _Mm
f < d’ d ) dz

Also ist (%, %) eine primitive Losung der Gleichung f(x,y) = 7.

4.13 Hauptsatz. Sei f = (a,b,c) € BQF und m + 0 € Z. Um die eigentlichen
Losungen von f(x,y) = m zu bestimmen, muss man folgende Daten betrachten:

(i) Die Menge {B1,..., Bk} aller Losungen der Kongruenz

2

Dy =x° mod4m

im Bereich {0,1,2,...,2 |lm| — 1}.
(ii) Zu jedem B;, 1 =1,...,k, bilde

Yi= ﬁ(ﬁf _Df>

und betrachte die Formen f; = (m, Bi,y:). (Diese haben alla die Diskriminan-
te Df.)

(iii) Prtife, welche der der Formen f; tatsdchlich zu f 1-dquivalent sind, und finde
gegebenenfalls U; € SLy(Z), so dass f; = U; o f ist. (O.B.d.A.: fi,...,ft ~ f,
ft+1’---’fk *f)

(iv) Bestimme die Automorphismengruppe

Autf:= {U eSLy(Z):Uo f = f}

Wenn diese Daten bekannt sind, dann gilt: Simtliche eigentliche Losungen von
f(x,y) = m sind gegeben in der Form

(1,0) - U;U fiiri=1,...,t und fiir alle U € Aut f

D.h. als erste Zeile der Matrix U;U.

Bewelis. O

4.3 Aufgaben

4.1 Schreibe einige unimodulare Matrizen auf, und stelle fest, dass sie das Nor-
malgitter Z? in sich tiberfithren.

4.2 Aktion einer Gruppe G auf Menge S.
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4 Eine Losungsstrategie

a) S =R™" G =GLy(R)

GxS-S
(ALM) - A-M

Die zugehorige Aquivalenz ist die Zeilenéquivalenz{ﬂ
b) § = R™" G = GL, (IR). Operation:

(A,M) -~ M- AL

Die zugehorige Aquivalenzrelation ist die Spaltenidquivalenz.
4.3 Berechne M o f fir

a) f=(1,20),M=(31)

b) f=G14,M= (1Y)
Zwei Methoden, um die Koeffizienten von M o f zu bestimmen. Ay.r = MAfM".
4.4 Sei f =(1,0,1). x? + y? = 17 ist eigenlich l6sbar mit x = 4 und y = 1. Man
finde g = (17,B,y) mit f ~ g.
4.5 7u gegebener 1. Zeile (a, b) bestimme man alle Matrizen (? Z) € GLx(Z).

4.6 Fir B = (by,b>) € GL2(Z) sei P = P(b,, b>) das zugehorige Parallelogramm.
Dann liegt im Inneren von P kein Punkt aus Z?2.

4.7 Was sagen unsere Kriterien iiber die Losbarkeit von x? + xy + y? = m fur
ungerades m > 1? Hinweis: Zurickfiihrung auf quadratische Rest modp.

3wenn die Matrizen durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen hervorgehen
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5 Reduktionstheorie und
geometrische Veranschaulichung

In der Reduktionstheorie wird folgende Frage behandelt: Gegeben seien zwei For-
men f = («,B,y) und h = («,’,y’) mit derselben Diskriminante Dy = Dy,.
Wie konnen wir entscheiden, ob die Formen tatsdchlich dquivalent sind und wie
finden wir gegebenenfalls eine Matrix M € SL»(Z), so dass h = M o f ist?

5.1 Satz. Jede BQF f = (a, b, c) ist 1-dquivalent zu einer Form h = (a’,b’,c’) mit
der Nebenbedingung
b < |a'| < |c

Bewelis. O

Beispiel. Fur f = (28,75,31).

2na+b=n56+57

(28,75,31) (28,19, -16) L (-16,-19,28)

<a=28,n=-1 tut das
2na+b=-32n-19

(-16,-19,28) (=16,13,31) Test: |a| > |c| = nein! Stop.

<la|=16,n=-1 ist gut

5.2 Folgerung. Zu gegebener Diskriminante D gibt es nur endlich viele nichtdqui-
valente Formen f mit Dy = D.

Bewelis. O

5.3 Folgerung. Alle positiv definiten Formen mit Diskriminante D = —3 bzw. D =
—4 sind dquivalent zu f = (1,1,1) bzw. f = (1,0,1).

Bewelis. O

5.4 Satz. Betrachte f(x,y) = x? + xy + y? = m mit ungeradem m > 1. Dann
existiert eine eigentliche Losung gdw. v3(m) < 1 und fiir Primzahlen p + 2,3 und
p | mgiltp =1 mod 3.

Bewelis. O
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5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

Beispiel. Sei f(x,y) = x% = xy + y? =273 =3 -7 -13. Das Kriterium ist erfiillt,
also muss eine eigentliche Losung existieren. Suche Losung x fiir —3 = x? mod
4m. Lose:

-3 =x? mod 4 > X =
-3 =x5 mod 3 > x1=0
-3 =x5 mod 7 > X1 =
-3 =x5 mod 13 > x1=6

Danach finde x, so dass:

mod 4
mod 3
mod 7
mod 13

AN O =

Dies ist erfillt fir x = 513. D.h. =3 = 5132 mod 4-273, also g = (273,513, -2 =
241). g hat daher Dy = —3 und ist deshalb dquivalent zu f = (1,1,1).

Explizites Herstellen der Aquivalenz:

(1) (¢ %) (Li6 1)

(273,513,241) —— (273,-33,1) —— (1,33,273) (1,1,1)
Fir M = (_116(1)) (?’01) (}1‘1)) ist also
Mo (273,513,241) = (1,1,1) (273,512,241) = M~ o (1,1,1)

und die erste Zeile von M~! ist unsere Losung:

pet— (1O (0 1) (1 0)_(16 1
1 1 -1 0 16 1 15 1
Also ist eine Losung: (16,1). Test: 16% + 16 + 1 = 273.

(273,512,241) (x, ) = (M1 o (1,1,1)) (x, ) = (1,1,1) ((x, )M 1) = 273

hat offensichtlich die Losung (x,y) = (1,0). Also ist (x’,y’) = (1,00M~!, die
erste Zeile von M~!, eine Lésung von (1,1,1)(x’,y’) = 273.

Zerlege ax? + bxy + cy? in Linearfaktoren. Betrachte ax? + bx +c¢ = 0 fiir y = 1.
Dies hat die Losungen:

“b+D o “h=D

2a 2a

w(f)=w=
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Wenn D kein Quadrat ist, dann sind w und w’ zueinander konjugierte quadrati-
sche Irrationalitaten. (D ein Quadrat ist ein Sonderfall, wo man auf lineare Glei-
chungen reduzieren kann.) Ist D = b? — 4ac keine Quadrat, ist ac # 0, also a und
¢ beide = 0.

Normierung von w, w':

(i) Wenn D > 0, dann soll /D > 0 gemeint sein.

(ii) Wenn D < 0, dann soll +/D = i\/[D] positiven Imaginérteil haben.
Nach Konstruktion ist ax? + bx + ¢ = a(x — w)(x — w’), also

ax’> +bxy +cy =a(x - yw)(x — yw’)

Weitere Behandlung mit Hilfe von quadratischen Zahlkérpern (kommt spater).
Frage. Betrachte:

f=(a,b,c)——w(f) € quadr. Irrationalitat

) |’

Mo f1i w (Mo f)

Der Zusammenhang zwischen w (M o f) und w (f) wird in[5.5| aufgeklart.
Definition (*-Operatio. Sei A = (‘C‘Z) € GL2(R), z € C:

GLy(R) xC - C
az+b
cz+d

(A,z)» Axz:=

Um die Operation x iiberall zu definieren, betrachte € := C U . Setze:

Axz: =0 fallscz+d=0
_a _aoo+b_0l+b/oo)
A*oo'_c (_coo+d_c+d/oo

Folgerung (Eigenschaften). Es gelten die Eigenschaften:
A x(Axz)=(AA) xz
insbesondere (A1) % (A x z) = z.

5.5 Satz. Sei f = (a,b,c) € BQF, Dy kein Quadrat (d.h. a,c # 0) und U = (;’,‘g) €
SLy>(Z). Dann gilt:

w(Uo f) =U* xw(f)

IheiRt auch MOB1US-Transformation fiir A € GL» (C)
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5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

wobei U* .= (U*1)t = (UY™Y) das transponierte Inverse von U ist. (Da detU = 1,
istU* = ( 753 v ), die Kofaktormatrix.)
Das folgende Diagramm kommutiert also:

f=(a,b,c)—w(f) = D

UESLZ(Z)l Q lU**

Uofr———w(Uof)

Der Beweis erfolgt durch Zurickfithrung der Behauptung auf zwei Spezialfalle:

Lemma (Spezialfall 1). Sei fiir alle f:
w(ULf) = Ui x w(f) w(Uz2f) = U3 x w(f)
Dann gilt auch:
w(U1Uz2f) = (D1U2)* % w(f) w(U' f) = WUH* xw(f)
Beweis. O

Lemma (Spezialfall 2). Jedes Element A € SL,(Z) Idisst sich schreiben als Produkt
von positiven und negativen Potenzen der Matrizen < := <(1) %) und % := (? o )

Kurz: Die Gruppe SL,(Z) ist durch die angegebenen Matrizen erzeugt:

SLo(Z) = (o, 5B)
Vorsicht: SLy (Z) ist nicht kommutativ, d.h. ABA # A?B, aber es gilt fiir alle n € Z:
am=(§1) B =1

Beweis. O
9. Vorlesung
13.06.2006

Beweis von Satz[5.5 Es gentigt den Satz fir U = & und U = % zu beweisen. [

5.6 Satz. Sei f = (a,b,c) € BQF, U € SLy(Z) und f = (d,i),é)A= Uo f.d ist gdw
Teiler von (a, b, c), wenn er auch gemeinsamer Teiler von (4, b, ¢) ist.
Beweis. O

Folgerung (Ergebnis). Es gilt auch ggT(a, b, c) = ggT(d, b, ¢).

Also bleiben bei f — U o f die Diskriminante D und der ggT = d invariant. Im
weiteren beschranken wir uns auf den Fall d = 1.
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5.1 Klassifizierung der Formen durch die Punkte eines Modulraumes

Definition (primitive Form, BQF;). Dann nennt man die Form (a,b,c) primitiv
und bezeichnet die primitiven Formen mit BQF, C BQF. Zwei Teilfdlle:

(i) BQFS: positiv definite Formen (D < 0,a > 0). Das sind Formen, welche nur
Werte m > 0 annehmen.

(ii) BQFy : indefinite Formen (D > 0, kein Quadrat). Nehmen sowohl positive, wie
negative Werte an.

5.1 Klassifizierung der Formen durch die Punkte eines
Modulraumes

Sei IH die obere Halbebene von €, mit Im > 0, und H,; die quadratischen Irrationa-
litdten in H.

COHDIH,

Definition (H;). w € H; gdw. w ist Nullstelle einer quadratischen Gleichung mit
Koeffizienten in Q:

X -w)(X-w) e Q[X]
Lemma. w € H, gdw. Re(w) € Q und |w|® € Q.
Satz (Bijektion fiir BQF{). Dann bekommen wir eine Bijektion
BQF; — Hy

f—w(f)=

f~0,-w-www) —w

-b++D
2a

mit a = kgV(Nenner(w + w),Nenner(ww)) und f = (a,—a(w + W), aww).

Beweis. O
Beispiel. Fiir w = -2 + Y3i € H,: Es ist
erw——E ww—(15>2+3—228—57
2 2 16 16 4
Mit der obigen Bijektion

15 57

w — (]'l_w _w’ww) = (1’?,Z) ~ (4,30157)

erhdlt man f = 4x? + 30xy + 57?2 als zugehorige Form mit Dy = b? — 4ac =
900 -16-57 = —12.
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5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

Betrachte die indefinite Formen mit D > 0, /D € R.
Definition (R2). Betrachte

2 ._ 2 . die Koordinaten x,y sind Nullstellen
qu T {(X’y) € R°: von quadratischen Polynomen tiber Q}

dh. (x,y) = (w,w’), wobeiw +w’ € Q, ww’ € Q (dquivalent: w —w’ € JQ \ Q).
w,w’ sollen irrational sein. (w' ist die zweite Nullstelle.)

5.7 Satz (Bijektion fir BOF;). Man erhdilt die Bijektion

BQF; — IR2

f— (W), w (f)) = <_b2+aﬁ, _b;aﬁ)

f~0,-w-w,ww') — (w,w’)
Bei (w,w’) — f ist auf die Reihenfolge zu achten! Es ist
f=(a-aw+w),aww’)
mit |a| = kgV(Nenner(w + w’),Nenner(ww’)) und sgn(a) = sgn(w — w’).
Beweis. O
Lemma. Die Bijektionen
BQFg — H,
BQF; — R3
sind vertrdglich mit den jeweiligen Aktionen der Gruppe SL»>(Z). D.h.

wWUo f)=U*xw(f)
(w,w)(Uo f)=U**xw(f),U"xw'(f))

Definition (Klassenzahl h(D)). Sei D eine vorgegebene Diskriminante, D kein Qua-
drat. Dann ist die Klassenzahl von D

(D) i #[SL2(Z) \ BQF{(D)] fallsD < 0
" |#[SL2(Z) \ BQFy (D)] fallsD >0
wobei BQF; (D) = | f € BQF; : Dy = D}.

Mit [SL,(Z) \ BQFj (D)] sind Aquivalenzklassen gemeint. # zahlt die Aquivalenz-
klassen (f,g € BQF):

f~g o 3WEeSLEZ:g=Uof
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5.1 Klassifizierung der Formen durch die Punkte eines Modulraumes

Folgerung. h(D) ist immer endlich.

Beweis. In jeder Aquivalenzklasse gibt es Formen mit der Nebenbedingung
Ib| < lal < |c|
Bei fixiertem D gibt es nur endlich viele Moglichkeiten. O
Beispiel. h(—4) = h(-3) = 1.
Eine wichtige Zusatzbemerkung:

Satz. Wenn h(Dy) = 1 ist, dann ist das Legendre-Kriterium[4.10 fiir die Losbarkeit
von f(x,y) = m nicht nur notwendig, sonder auch hinreichend.

Jetzt geht es weiter mit dem positiv definiten Fall (D < 0,a > 0,c > 0).

Definition (reduzierte Form). Nenne f = (a, b, c) reduziert, falls |b| < |a| < |c]|.
(lal =a,lc| =c.)

Was bedeutet das fir w = 227
Folgerung. Ist f reduziert, dann liegt w = w(f) € Hy; in dem Fundamentalbe-
reich %,
11
F = {w € H; :Re(w) € 55 ,wl =1

Bewelis. O

Wir hatten das Problem: In der Aquivalenzklasse von Formen f befindet sich eine
Form U o f, welche reduziert ist. Aquivalent dazu ist:

Satz. Seiw € H. Dann existiert immer eine Matrix U € SL>(Z) mitU *x w € Z#.
Beweis. O

Seien f und g zwei BQF. Entscheide, ob f ~ g, d.h. ob U € SL,(Z) existiert, so
dass

g=Uof gx,y) = f(x,y)U)
Aquivalente Formen haben den selben Wertebereich (in Z):
f(xiy) = ng(x,y)

Als notwendige Bedingung hat man: Wenn f ~ g, dann sind die Diskriminante
und die Teiler invariant, d.h.

Dy =Dy, af) =d(g)
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5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

Definition (d(f)). d(f) := ggT(a,b,c), falls f = (a, b, c) ist.
0.B.d.A. sei d(f) = 1, betrachte nur positiv definite Formen (D > 0, a > 0):

MEIH

f=(a,b,c) €BQFj — wy = ——

f reduziert bedeutet: |b| < a < ¢ & Wurzel wy € # (d.h. Re(wy) € [—%, %] und
)Wf‘ > 1).

, R
f ——reduzierte Form f

| |

wjf)—>wJ3€$Z
Ist U € SL»(Z) mit der Kofaktormatirx U* = (U~1)", so gilt:
z=Uxwy = g=U*ofhatwy=z

Transport. Es gibt zwei Operationen:
(i) Translation um 1:

(5%)*z:z+1

(ii) Spiegelung an der imagindren Achse und Langendnderung (entfallt, wenn
|z| = 1)

_ 1 z
(13)r2--3--%
z |z|

Frage. Ist f ~ g? Nimm w¢, wy und transportiere sie nach .%.
Ziel. f ~ g gdw. die nach .# transportierten Wurzeln gleich sind.

Der Bereich .# ist dafiir etwas zu groR. Wir miissen vom Rand von .%# die , Halfte“
entfernen, d.h. betrachte nur .%; (siehe lezte Abbildung):

9o:=§\({zeﬁ:Re(z)=%}U{Z€9:|Z|=1/\Re(z)€[0’%]})

S = (a,b,c) mit wy € .Z bedeutet:
Ibl<a<c
2
wy € F bedeutet (beachte ‘Wf‘ =)

—-a<b=<a<c oder O<b=<a=c
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5.2 Geometrische Veranschaulichung

Definition (kongurent). Zwei komplexex Zahlen z,z’' sind kongruent modulo
SL>(Z), falls U € SLy(Z) existiert, so dass z' = U * z.

5.8 Satz (Eindeutigkeitssatz). Seien z + z' € .% komplexe Zahlen, welche kongru-
ent modulo SL;(Z) sind. Dann gibt es nur zwei Méglichkeiten:

(i) Re(z) = i%, z=2z =+1.

(i) 1zl =1,z = -1 = -z

Bewelis. O

5.9 Endergebnis im positiv definiten Fall. Seien f,g € BQFj mit Dy = D, = D.
Finde Transformationen von f und g, bzw. von wy und wy, so dass

—a<b=<a<c

Uy o U> o 5.1
10f,U2 ge{05b3a=c (5.1)

bzw.
wy, r=Ul *wr,wy,y = Uy *wy € %
Dann gilt f ~ g gdw.
Uof=Uog bzw. U *xws=U*wy
Damit gilt auch:

f=Ur'Ug g=U'Uf

5.2 Geometrische Veranschaulichung

Sei f € BQF;. O.B.d.A. sei f reduziert, d.h. (a, b, c) geniigen bzw. ws € Fo.
Man hat in diesem Fall als Nullstellen von ax? + bx + c:

~b++D ,_—_—-b-VD
WEWIT T g WY E T
mit D = b? — 4ac. Untersuche
ax’>+bxy +cy’=m (5.2)
Mit % = —w’ = P22 und ' = —w = 52 € H ist dies

ax?+bxy +cy’=alx -wy)x-w'y)=alx -wy)(x+w0'y)

=a|x+1?1y|2

39



5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

Damit schreibt sich als:

Ix+wy| =2

Y=g
D.h. die Losungen (x,y) € Z? unserer Gleichung (5.1I) entsprechen den Gitter-
punkten x + wy auf dem Kreis mit dem Radius » = \/? . Wir miissen das Gitter
ansehen, welches von 1 und w erzeugt wird.

Nach Voraussetzung ist w € % und w = —w € .% die Spiegelung an der imagi-
ndren Achse.

Wenn wir die Gleichung lésen wollen, dann kommen nur Kreise um den Nullpunkt
in Frage, auf denen sich Gitterpunkte aus Z + wZ befinden. Welches sind die
kleinsmoglichen Kreise?

Wir betrachten nacheinander die Kreise um den Nullpunkt auf dem die Gitter-
punkte

1=1+0-w w=0+1-w 1+w 1-w

liegen. Die Radien dieser Kreise sind:

A a+b+c - a—-b+c
r=|1+w|l=/—— r=|1-w|l=,——
a a

(i) Kleinster Kreis hat Radius 1. Darauf befindet sich der Gitterpunkt 1 +w -0 =

ST

r=1 r=|w|=

1.
(ii) Nachste Moglichkeit: Kreis hat Radius |w| = |w| = \/g (Also Werte a, c,
a+c-—1bl)

(iii) 3. Moglichkeit: Der Kreis durch 1 + w oder 1 — w.

Resultat. Die kleinstméglichen Werte f(x,y) = ax? + bxy + cy? = m + 0, die
wir mit einer reduzierten Form realisieren kénnen sind

m=a m=c m=a+c-—|b|
Fur eine beliebige Form g: Wandle g in eine reduzierte Form f um. g und f

nehmen dieselben Werte an. Die kleinstméglichen Werte ergeben sich aus den
Koeffizienten von f.

5.3 Kettenbriiche

Um die Frage nach f ~ g fir indefinite Formen zu behandeln, braucht man Ket-
tenbriiche (KBE), oder als Variante die Minus-Kettenbruchentwicklung ("'KBE) einer
reelen Zahl.
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5.3 Kettenbriiche

Fir die KBE sind fir alle i die a; > 1:

1
[ao,a1,az,...]1:=aop + 1
a) +
az + ...
Die 'KBE mit der Vereinbarung a; > 2Vi > 0O:
1
[[ao,al,az,...]]:= ag — 1
ay —
az — ...

d.h.: die 'KBE ist immer unendlich. Eine ganze Zahl n € Z hat die 'KBE:

_ 1
n=[n+1222,...] =n+l-————=m+D-1
2 —
2—...

(2 soll dabei die Periode andeuten, d.h. alle folgenden a; = 2.)

Folgerung. Die Zahlen « sind rational, d.h. € Q, gdw. die 'KBE von « endet:
oa=1[...,22,...]

Uns interessieren nur irrationale Zahlen, d.h. Entartungen dieser Art kommen
nicht vor.

Beispiel. Fiir +/2:

D.h. bei 'KBE muss man aufrunden.
Lemma. Die Berechnung der Kettenbruchentwicklung von & erfolgt nach folgen-
dem Algorithmus:

(i) KBE: Sei &y := &, &1 := Ei—lliJ und a; := |&;|. Dann ist € = [ao, a1,...].

(ii) KBE: Sei &y := &, &;41 1= ﬁ und a; := [&;|. Dann ist € = [ag,ay,...].

&

Dabeiist |E] =max{k € N: k < &} und [E] = min {k € IN: k > €}, d.h. € ab- bzw.
aufgerundet.

Literatur. Weiterfiihrende Literatur zu diesem Kapitel findet man in [Gau81],
[Zag81] und [HS9O].
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5 Reduktionstheorie und geometrische Veranschaulichung

5.4 Aufgaben

5.1 Finden Sie die zu f = (48,89,17) dquivalente Form h = (a, b,c) mit |b| <
la| < |c| und geben Sie die Transformationsmatrix M, M f = h, an.

5.2 Finden Sie eine eigentliche Losung der Gleichung x? + y? = 274625.

5.3 Finden Sie eine eigentliche Losung der Gleichung x? + xy + y? = 133. Hin-
weis: Wenden Sie den Hauptsatz an.

5.4 Die Formen (1,1,1) und (1, -1,1) sind zueinander dquivalent.

5.5 Betrachte f = (a,b,c) — D = b%? — 4ac. D ist ein Quadrat gdw. vier ganze
Zahlen aq,..., a4 existieren, so dass

ax’> +bxy +cy? = (a1x + ay)(azx + asy)

Die Lésung von f(x,y) = m ist in diesem Fall dquivalent zur Losung der Glei-
chungssysteme

m
ax+ay=d a3X+0l4y=g

fur alle Teiler d | m.
5.6 Wenn D eine Diskriminante ist, dann ist

D = {(1) mod 4

Umgekehrt ist so ein D stets Diskriminante einer Form. Hauptform:

fo (1,0,—%) falls D = 0 mod 4
B (1,1,Q) falls D = 1 mod 4

5.7 Uberpriife die KBE und KBE von /2 = [1,?] = [2,2,4].
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6 Kettenbriiche und Anwendungen auf
das Aquivalenzproblem in BOF~

11. Vorlesung
27.06.2006

6.1 Kettenbriiche

Siehe auch Abschnitt[5.3] fiir Kettenbriiche.
6.1 Definition (Minuskettenbruch "KBE). Fiir & € R:

1
1

ay — ...

E=ap—

a] —
Notation: KBE und [- - -], € = [ao, a1, az,...].

Berechne mit reeler Zahl &:
(i) Bilde

& aufgerundet wenn & ¢ Z
= 1=
&= (8] + {5 +1 wenn & € Z
(ii) Bilde Ableitungen: & := &, ap := [€]. Wenn &; und a; := [&;] schon gegeben
sind, dann bilde

1
Eir1:= v aiv1:=[&in1]
(iii) Daraus ergibt sich induktiv: & = ag — 7 mit a; = [&]:
ay —
ay —
1
i v
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6 Kettenbriiche und Anwendungen auf das Aquivalenzproblem in BQF~

(iv) Durch Iteration folgt:

&= <alo _1) * &1

Il

N
=S
o |

—
N————

Bemerkung. Es gilt € = [aq,...,a;, &i+1] fur alle i > —1. Dies ergibt sich induktiv
aus E =& und & = a; — i Die &; werden als vollstandige Quotienten von &

bezeichnet.
ag —1 a -1
§:<10 0)”'(171 O)*§n+1

6.2 Lemma (Berechnung der Naherungsbriiche). Der Nédherungsbruch

Pn
an

Folgerung. Es ist:

lao,...,an] =

ist eine rationale Zahl. Setze:

po p-1\._ (a0 1
do 4d-1)° 1 0

mit % = oo und % = ao. Dann gilt allgemein fiir alle n > 1:
Pn) _ (Pn-1 Pn-2 an
dn dn-1 (gn-2 -1

Pn _ (pn—l _pn—2> * dn
an dn-1 —dn-2

und dies ist dquivalent zu

Bewelis. O

Bemerkung (Konjugation einer Gleichung). Sei A = Ag - A; - - - A, und B invertier-
bar. Dann ist

BAB™' =B(Ay---A,)B!
= (BAoB™!) - - - (BA,B™!)
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6.1 Kettenbriiche

Folgerung. Die Niiherungsbrtiche werden stdndig kleiner:

dn-1 S Pn
dn-1 an

Bewelis. O

Beispiel. /2 = [1,?] = [2,2,4]. Wir bilden Ndherungsbriiche:

KBE

V2

"KBE /2

6.3 Lemma (Abschitzung fiir ‘KBE). Fiir die "KBE sind aufier ag = [E] alle weite-
ren a; = 2. Die Nenner q; sind echt wachsend, und aufler q_1 = 0 sind alle Nenner
positiv.

Beweis. O

6.4 Bemerkung. Ist a € Z, dann ist die 'KBE a = [a + 1, 2]. Fiir den Nédherungs-
bruch gilt:

1 . ( 1 )
—=a+ lim (a + =a
an n+1 n—o n+1
Daraus folgt:
e = E=[..7]
(d.h. die 'KBE von & endet auf ...,2,2,2....)
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12. Vorlesung
04.07.2006

6 Kettenbriiche und Anwendungen auf das Aquivalenzproblem in BQF~

6.2 Reduzierte Formen

6.5 Lemma. Sei f; = (&, Bi,yi) € BQF mit D = B2 — 4« y;. Setze

J_Bi+VD

Si=wy = o a; = [&i

wobei wf{, w’fi die Wurzeln von «; X? — B X +y; sind. Sei &1 = al%& die Ableitung

von &;. Dann ist §; 1 = w}/ﬁl fir fiz1 = (Xig1, Biv1, Yis1) mit

fi+l = (ﬁl _01> fi

Dies bedeutet explizit:

(&is1, Bist, Yis1) = (@2 — aii + yi, 2ai 0 — Bi, &)

(4 01)1 _I

fi+1 <~ ‘Si+1
Bewelis. O

6.6 Definition und Satz (reduziert). Sei («,B,y) = f € BQF™ und Dy kein Qua-
drat. Wir nennen dieses Tripel reduziert, falls folgende dquivalente Eigenschaften
gelten:

(i) x>0,y>0undp >x+y
(ii) wf gentigt:

' v
0<wf<1<wf

(ifi) wy geniigt:
0> wy > -1 > w’f
Bewelis. O

Gegeben: Zwei Formen f und g mit denselben D und d(f) = d(g) 0.B.d.A. =
1. Entscheide, ob f ~ g und finde gegebenenfalls U € SL»(Z) mit g = U o f.

Zu f = («,B,y) gehort wy = % (Nullstellen von a«X? + BX + y) und die
duale Wurzel wf = %ﬁ (Nullstellen von «X? — BX + y). Offensichtlich sind wy
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6.2 Reduzierte Formen

und wlf quadratische Irrationalititen (Nullstellen eines irreduziblen Polynoms
mit Koeffizenten in Z).

Sei & eine quadratische Irrationalitit. Dann bezeichne & immer die zweite Null-
stelle, die zu & konjugierte Zahl (wenn & eine komplexe quadratische Irrationalitét

ist, dann ist & = &). Ist D > 0, so sind wf,wf e R.
Wir veranschaulichen eine quadratische Irrationalitit & durch den Punkt (&,&') €
IR?.

p f= (w f,w})

2
J J i R

BQFBf'—»{

Py - Pf entspricht (x,y) - (-»,—x), der Spiegelung an der Diagonalen x =
_y-

Aus technischen Grinden bevorzugen wir Pf als den zu f gehoérenden Punkt.
Was passiert, wenn wir zu einer aquivalenten Form tibergehen?

Definition. Sei U € SL(Z), P = (x,y) € R2.

UxP:=(U=xx,Uxy) (a b>*x::ax+b

Die Frage hat folgende Antwort:

! ! \/
f| Pf! Pf

| I

Uo fr—=Pyos = U* % Pr——=Py, . = UV x P
Dabei ist mit i := ((1"01> und s = (%) (es gilti®? = —I, s> = und s = s71):

Ur=WUYH' =i-U-i!
UV=s-U-s!

a b d c
= — = \/
u <c d) (b a) u
Es sei #Z der Bereich der reduzierten Formen, und es sei .# c R? der Bereich aller
(x,y) mit 0 < ¥ < 1 < x. Es gilt (wegen[6.6):

und

fez < Pfeﬁ
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6 Kettenbriiche und Anwendungen auf das Aquivalenzproblem in BQF~

Definition. Definiere folgende Aquivalenzrealtionen:

(i) f ~ g fallsU € SLy(Z) existiert mitg = Uo f, [ f] seien die Aquivalenzklassen
von f.

(i) P ~ Q falls U € SLy(Z) existiert mit Q = U * P, [P] seien die Aquivalenzklas-
sen von P.

Folgerung. Es folgt:
[f1n% ~ [Pf1nF

reduzierte Formen ~ Punkte aus &,
dquivalent zu f — welche zu Py dquivalent sind

Bewelis. O

Siehe dazu auch den Anhang[A| Tabellen: Reduzierte Formen.

6.7 Satz (Hauptergebnisse).
(i) quadratische Irrationalitdten (§,&') € # < KBE von & ist rein periodisch

§: uaOlali---,QE*lﬂ
mit der Periode e (> ag = [E] =2 2=& > 1).

Bemerkung: Ein entsprechender Satz fiir die KBE:

(£,8) e .#' < KBE von & reinperiodisch

Folgerung: f € # < Pf SIS wf = & hat rein periodische "KBE.

(ii) Betrachte irgendein f und die zugehore quadratische Irrationalitdit & = wf.

Die "KBE von & wird periodisch, d.h. wir haben:

E = [[\610, ey a‘}’L*l]; fln, D] an+6*l)]]

—_

Vorperiode Periode
Dann gilt fiir die Aquivalenzklasse des Punktes P = (§,E') = Pf:

[PINn.ZF = {(§n1§1,1),---,(Enﬁ—e—lsg;ﬁe—l)} e Punkte
&En =lan,...,ante-1,an,...]
Eni1 = [ans1,...]

§n+e = gn

wobei e die Periodenldinge ist.
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6.3 Die Klassenzahl h(D)

Entsprechend haben wir

[flnZz = {fn,---,fn+e—1}

wobei Pfl, = (&, &) ist.

Beachte: In jeder Aquivalenzklasse gibt es reduzierte Formen, und zwar nur
endlich viele.

(iii) Es seien f,g zwei Formen mit wf = E,w} = n quadratische Irrationalitditen.
Dann ist folgendes dquivalent:

a f~g

b) [f]1~1g]
olflnz=I1glnz
d) [PJ1nF =[PInF

e) Es gibt volistindige Quotienten &,, von & und n,, vonn, so dass &, = Nm
ist.

Bewelis. O

13. Vorlesung

Sei f = (a,b,c) € BQF ", D = b? — 4ac > 0 mit ggT(a,b,c) = 1. Die Aquivalenz- 11.07.2006

klasse von f ist [f] = {Uo f:U € SL2(Z)}. In jeder Aquivalenzklasse befindet
sich mindestens eine reduzierte Form, d.h. a,c > 0und b > a + c.

b++D b—\/ﬁ>

2a ' 2a

f~Pf=wﬁwfﬁ{
#>fePles

Fir beliebige f gibt #[ f] N % die Lange der Periode in der 'KBE von & = wf an.
Beispiel. Die Grundform f zu D ist

- l,1,-21) D =1mod4

#[f1n % ist die Lange der "KBE-Periode von wf. = @ bzw. = 1+2m_

6.3 Die Klassenzahl h(D)

Wir wollen die Klassenzahl h(D) bestimmen.

h ( D) __ Zahl der verschiedenen Aquivalenzklassen [ f]
- zu gegebener Diskriminate D
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6 Kettenbriiche und Anwendungen auf das Aquivalenzproblem in BQF~

Um h(D) zu berechnen, geniigt es sich auf reduzierte Formen zu beschranken.
Aufstellung der reduzierten Formen f = (a,b,c) zu gegebenem D, d.h. a > 0,
c>0und b > a +c.Setze k = b — 2a, dann ist

D-k*=b?>-4ac-(b-2a)’=4ab-c-a) >0
Also D — k% > 0 und immer durch 4 teilbar.

Algorithmus (Finde Reduzierte Formen zu D).
(i) Finde alle k mit

k2 <D und 4| D —k?

(ii) Sei ein k gefunden. Dann betrachte alle a > 1, so dass

D —k?

al 2

(iii) Zusatzbedingung: Wir brauchen
k+2a> VD
Dak+2a=({b-2a)+2a=b>+D<b?>D=>b?-4ac.)
Aus den zulédssigen Paaren (k,a) ergeben sich alle reduzierten Formen:

D —k?
4a

(k,a) - (a,k +2a,k+a - )

Cc

Der Wert von ¢ wird erzwungen, weil die Form die Diskriminante D haben soll.
Wenn sich dabei nicht primitive Formen ergeben, dann weglassen.

Algorithmus (Bestimmung der Klassenzahl von D). Aus der Liste der reduzier-
ten Formen f mit Diskriminante D wird die Klassenzahl bestimmt, indem man
feststellt, wie viele dieser Formen jeweils dquivalent sind:

\/_b—i-\/ﬁ

f = (a,b,c) reduziert ~ wi == cF

wf = [ao, ..., ae_1] ist rein periodisch. e gibt die Anzahl #[ f] N % an. Dann sind

ag -1 a; -1\ [(fap -1
(f o>°ﬂ<f 0)<f 0)°ﬂ“”

die zu f dquivalenten Formen.

Wenn damit die aufgestellte List noch nicht erschopft ist, dann wéahle ein f aus
dem Komplement und wiederhole das Verfahren.

Im Anhang [A] Tabellen: Reduzierte Formen findet man die Klassenzahl fiir alle
D < 30 in Tabelle[A2]
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6.4 Weitere Sétze

Beobachtung. (i) Im positiv definiten Fall f = (a, b,c), a > 0 und D < 0 haben
wir .# als Fundamentalbereich. In .# hat jede Aquivalenzklasse genau einen
Vertreter:

#f1nF =1

(ii) Indefiniter Fall: Jede Aquivalenzklasse [f] hat Vertreter f;, so dass Pf{_ =
(wfi, wfi) € %. Die Zahl der Vertreter kann groll werden, sie entspricht der
Periodenldnge in der "KBE von wf.

Eindruck. (i) Im definiten Fall sind die einzelnen Aquivalenzklassen kleiner,
und h(D) — oo ist groler.

(ii) Im indefiniten Fall, D > 0. Vermutung: h(D) = 1 fiir unendlich viele D. Test
mit dem Computer fiir D = p = 1 mod 4. Dann ist in 80% der gegebenen
Falle h(D) = 1.

6.4 Weitere Satze

Weitere tiefergehende Satze tiber die Klassenzahl positiv definiter Formen sind:

6.8 Satz (Heilbronn und Siegel). Mit D — —o geht h(D) — +co, d.h. die Klassen-
zahl wird beliebig grofs.

6.9 Satz (Heegner, Stark und Baker). Es gibt genau 13 negative Werte D mit h(D) =
1, ndmlich:

D=-3-4,-7,-8,-11,-12,-16,-19,-27,-28,-43, -67,-163

6.5 Aufgaben

6.1 Berechne die KBE von /3.
6.2 Bereche Grundform und die reduzierten Formen von f = (20, -12,-9).
6.3 Vervollstandigen Sie die Tabelle [A.1] fiir die Falle D = 28, 29.

6.4 Entscheiden Sie, ob die Formen f = (1,0,-5), g = (1,10,20) dquivalent sind,
und finden Sie gegebenenfalls U € SL,(Z), welche zwischen f und g vermittelt.

6.5 Zwischen KBE und 'KBE besteht folgender Zusammenhang;:

& =lao,a1,az,...]
=[ao+ 1,27 a, + 2,257 gy +2,...]
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7 Die Automorphismengruppe einer

BQF

Sei f = (a, b, c). Die Automorphismengruppe
Aut(f) ={U € SL2(Z) : U o f = f}
ist eine Untergruppe (Hauptsatz |4.13).
Die Diskriminante D = b? — 4ac sei keine Quadratzahl. Dann ist

K =Q(D)={a+bVD:a,beq}

ein Korper mit dimg(K) = 2, also ein quadratischer Korper. Alle Zahlen aus K
sind entweder in @ oder es sind quadratische Irrationalitdten. Dabei ist

K reell quadratisch fiir D > 0
K imaginar quadratisch fiir D < 0
Definition (Gitter my). Zu f = (a,b,c) gehort ein Gitter my C K, nc‘imlic

mp=27-1+2Zw}

@-1+Quw) =K, weil dimgK = 2.)
7.1 Satz.

(i) Sei fo = (1,0,—%) bzw. (1,1,%) die Grundform zur Diskriminante D.
Dann ist das Gitter my, sogar ein Ring (abgeschlossen beziiglich Multipli-
kation). Wir bezeichnen diesen Ring mit Op.

(ii) Fiir alle f mit Diskriminante D(f) = D gilt immer:
Op - my<Smy

d.h. my ist stets ein ModuE] liber dem Ring Op.
(iii) Es gilt sogar

ﬁp={xeK:x-mf§mf}

(der Multiplikator von my).

lw}"" war vorher w(f) = —w'(f) = b;f

2naiv: Op-Vektorraum, mit Skalaren aus &p.
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7 Die Automorphismengruppe einer BQF

Beweis. O

Explizite Bestimmung des Ringes Op.

5 _|Z-1+Z-P fallsD=0 (mod4)
P7lzo1+z- 58 talsD=1 (mod 4)

Das heilt A € 0p genau dann, wenn A = %, mit x,¥ € Z und x = yD

(mod 2).
7.2 Satz. Die Abbildung
AE€Op -~ Uy ez (w7) 2=0n ()

ist ein Homomorphismus (d.h. vertrdglich mit + und -) vom Ring Op in den Ring
ZZXZ.

Beweis. O
Definition (Norm). Sei A € K, dann definiere die Norm von A in Q

N(A) := AN
als das Produkt von A und seiner konjugierten Zahl.
(X — A)(X — A’) ist ein Polynom mit Koeffizienten in Q. Fiir A, T € K gilt:

N(AT) =N(A) - N(T)
7.3 Satz. Betrachte die obige Abbildung A € Op — Ux € Z**2. Dann gilt:
(Uae f) (x,7) =NQ) - f(x,y)

und

N(A) = det(Uy)
Beweis. O
Folgerung. Es gilt

Ur€eAut(f) < Urof=f < N@QA) =1

d.h. % =1,dh A = %ﬁ, wobei die ganzzahligen Koordinaten x,?y der
Pellschen Gleichung x° — y°D = 4 geniigen.

Das ist tatscdichlich die gesamte Automorphismenguppe, d.h. jedes U € Aut(f) hat
die Form U = U, flir geeignetes A = X*%m.
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A Tabellen: Reduzierte Formen

A.1 Reduzierte Formen mit positiver Diskriminante

A.1 Anwendung. Aufstellung aller reduzierten Formen f = (a, b, ¢) fir positive
Diskriminante D > 0. Wir fordern: a > 0,c > Ound b > a + c. Setze k = b — 2a.
Dann ist

D —k? =b? —4ac — (b -2a)* =4a(b—c—a) > 0.
Daraus ergibt sich folgender Algorithmus zum Aufstellen der reduzierten Formen
(D > 0 ist fixiert.)

(i) Finde alle k € Z, sodass D — k? positiv und durch 4 teilbar ist. (Wegen
|k| < +/D gibt es nur endlich viele.)

(ii) Sei ein k aus 1. fixiert. Dann betrachte dann alle a > 1, welche %(D - k?)
teilen.

(iii) Aus der bisher gewonnenen Liste von Paaren (k,a) streiche alle Paare mit
k +2a < /D.

(iv) Zu den tbrig bleibenden Paaren (k, a) bilde die Formen

D - k?
f= (a,k+2a,k+a— 12 )

Dies sind dann alle reduzierten Formen mit der Diskriminante D.

Bemerkung: Darunter konnen sich Formen befinden mit ggT (a, b,c) + 1. Diese
Formen kann man weglassen.

A.2 Reduzierte Formen und Klassenzahl h(D)

Bisher haben wir nur die reduzierten Formen betrachtet, welche zur Grundform
fo = (1,0, —%) oder fp = (1,1, %) aquivalent sind.

Zur Bestimmung der Klassenzahl h(D) geniigt es reduzierte Formen zu betrach-
ten, denn fir jede Aquivalenzklasse [ f] von Formen ist

fl1nZ =+ 2

(# = Menge der reduzierten Formen).

55



Tabellen: Reduzierte Formen

reduzierte Form, J _ B+/D - Perioden-
D | Grundform f d.h. die Periode Wi~ KBEi lange
5 (1,1,-1) f1=(1,3,1) ;A+V5)  =]2,3] 1
8| (1,0,-2) fi=(4,1) V8 =[2,24] 2
S2=(1,4,2)
12 (1,0,-3) fi=(1,4,1) V12 =[2,4] 1
13 (1,1-3) fi =351 ;1 +V13) =[3,2,25 3
S =1(3,7,3)
f3=1(1,5,3)
17 (1,1,-4) fi=1(25,1) ;A +v17) =[3,3,2235 5
f2=1(4,7,2)
/3 =1(4,9,4)
fi=1(2,74)
S5 =1(1,5,2)
20 (1,0,-5) fi=461) V20 =[3,2,2,26 4
So=1(5,10,4)
f3 = (4,10,5)
fa=1(1,6,4)
21 (1,1-5) fi=(1,51) 11 +v21) =[3,5] 1
24 | (1,0,-6) fi=(3,6,1) V24 =13,2,6] 2
f=1(1,6,3)
28 (1,0-7) fi=1(2,6,1) 3V28 =13,3,6] 2
29 (1,1,-7) fi=(571) 1 +v29) =[422227 5

Tabelle A.1: Die Grundformen und ihre Periode fiir positive Diskriminanten D <
30. Weil D kein Quadrat sein darf (Sonderfall) und weil D = 0,1 mod
4, kommen nur 10 Werte in Frage.
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A.2 Reduzierte Formen und Klassenzahl h(D)

D—k2 Zuldssige Paare Formen J -

D kK | &5 |a (k) (@ k+2a.k+a— D;;Z) wj = KBE h(D)

5 | =1 1 1,1) (1,3,1) 1

8 0 2 1,2 (0,2), (2,1) (2,4,1),(1,4,2) 1
+2 1 1

121 0 3 1,3 (0,3),(2,1),(2,2) (3,6,2),(1,4,1) 2
2 2 [1.2 (2,6,3)

13 | #1 3 1,3 (-1,3),(1,3),(3,1) | (3,5,1),(3,7,3) 1
+3 ] 1 |1 (1,5,3)

17 | +1 4 1,2,4 (-1,4),(1,2),(1,4) | 4,7,2),(2,5,1) 1
+3 2 1,2 (3,1),(3,2) (4,9,4)

(1,5,2),(2,7,4)

20| O 5 1,5 (0,5),(-2,4),(2,2) | (5,10,4), (4,6,1) 1
+2 4 1,2,4 (2,4),(4,1) (2,6,2)
+4 1 1 (4,10,5),(1,6,4)

21| =1 | 5 |15 (-1,5), (1,5) (5.9,3),(5,11,5) W = [2,23] 2

3 3 1,3 (3,1),(3,3) (1,5,1),(3,9,5)

24| 0 6 |1,2,3,6] (0,3),(0,6) (3,6,1), (6,12,5) 12028 _ 2,242 2
+2 5 1,5 (-2,5),(2,5) (5,8,2),(5,12,6)
+4 2 1,2 (4,1),(4,2) (1,6,3);(2,8,5)

28| 0 7 11,7 0,7),(-2,6),(2,2) | (7,14,6), (6,10,3) 14428 _ [2,2,3,32 2
+2 6 1,2,3,6 | (2,3),(2,6) (2,6,1),(3,8,3),(6,14,7)
+4 3 1,3 (4,1),(4,3) (1,6,2),(3,10,6)

29 1 7 1,7 (-1,7),(1,7) (7,13,5), (7,15,7) 1
+3 5 1,5 (-3,5),(3,5) (5,7,1),(5,13,7)
5 1 |1 (5,1) (1,7,5)

Tabelle A.2: Berechnung der Klassenzahl fiir D > 0. Auffinden aller reduzierten

Formen zu gegebenem D. Die Klassenzahl h(D) ist die Anzahl der ver-
schiedenen Zykel reduzierter Formen welche zu fixiertem D gehoren.
In Tabelle erschien immer nur ein Zyklus, namlich der welcher
sich aus der Grundform ergibt.
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B Seminarvortrage
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© XN Uk W

Zyklische Gruppen [[sc92]

Zur Existenz der Primitivwurzeln [Sil05, Kapitel 20 und 21]
Mersenne-Zahlen und perfekte Zahlen [SilO5]

Kettenbriiche [SFO6, I8 und 19]

6 Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlfolge [AZ04]
Quadratisches Reziprozitatsgesetz [Sil05, §22-24], [Isc92]
Primfaktorzerlegung

Das Bertrandsche Postulat [AZ04]

Minkoskischer Gittersatz und Anwendung auf Quadratsummen [SFO6]
Eisenstein-Zahlen und der Fermat'sche Satz [AZ04]|

. Zahlentheoretische Funktionen und Mdébius’sche Umkehrformel [SFO6]
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